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badany osrodek T n <ng

Rys. 1. Calkowite wewnetrzne odbicie
jako metoda optycznego badania
powierzchni.

*Instytut Fizyki Doswiadczalnej,

Na granicy

Badania powierzchni metodami optyki nieliniowej

Piotr FITA"

Wtlasnosci materii to jeden z gtéwnych obszaréw zainteresowan fizyki i chemii od
poczatku istnienia tych nauk. O ile jednak badania wlasnosci fizycznych materii
w roznych stanach skupienia — stalym, cieklym i gazowym — dawno weszly juz
w faze tak dojrzala, ze w duzej mierze przeniosty sie w zakres nauk stosowanych
i technologii, to wlasnosci powierzchni rozdzielajacych dwie fazy (o tym samym
lub réznym stanie skupienia, na przyktad: powierzchni miedzy woda

i powietrzem lub woda i olejem) wciaz przyciagaja uwage nauk podstawowych.
Wynika to z faktu, ze w coraz wigkszym stopniu zdajemy sobie sprawe ze
znaczenia proceséw fizykochemicznych zachodzacych na powierzchniach dla
rozwoju biologicznego $rodowiska naturalnego, a jednoczesnie odkrywamy, iz
wlasnosci powierzchni moga bardzo rézni¢ si¢ od wiasnosci kazdej z faz przez te
powierzchnie rozdzielanych.

Na przyktad, dopiero zaczynamy rozumie¢, jaki wplyw na stan atmosfery

i klimat na Ziemi maja reakcje, w ktorych uczestnicza czasteczki zanieczyszczen
przemystowych zaadsorbowane na powierzchni oceanéw i kropelek wody.

Nawet jesli wydajnosé takich reakcji jest niewielka, to ich skala nie pozwala, by
zaniedbaé je przy probach modelowania dynamiki atmosfery, ani by pominaé
ich wplyw na zycie na Ziemi. Pelny obraz tych zjawisk komplikuje to, ze wiele
takich reakcji ma charakter fotochemiczny, to znaczy zachodzi dopiero pod
wplywem $wiatta slonecznego. Z drugiej strony, juz w skali mikroskopowej, wiele
proceséw zyciowych zachodzi na granicy btony komoérkowej i wodnego otoczenia
komorki, czyli na powierzchni rozdzielajacej faze wodna (polarna) i lipidowa
(niepolarna). Zrozumienie, jak wlasnosci tej powierzchni wplywaja na reakcje
zachodzace z udzialem czasteczek zaadsorbowanych na niej, mogloby pozwoli¢
na projektowanie lekow o wiekszej skutecznosci lub selektywnosci dziatania.

Optyczne metody badania powierzchni sa zawsze utrudnione przez fakt, ze
liczba czasteczek, o ktérych mozemy powiedzieé, ze sa naprawde na powierzchni,
jest zaniedbywalnie mata w poréwnaniu z liczba czasteczek w pozostaltej
objetosci substancji. Z tego wzgledu klasyczne metody optycznego badania
materii — na przyklad pomiar absorpcji Swiatta w prébce czy emisji

wzbudzonej przez o$wietlenie probki — zawodza, gdyz sygnal pochodzacy

z powierzchni jest calkowicie maskowany przez wielokrotnie silniejsza odpowiedz
pozostalych czasteczek.

Jedng z metod, za pomoca ktorych usilowano rozwiaza¢ ten problem, byto
zastosowanie zjawiska catkowitego wewnetrznego odbicia. Swiatto, padajac

z o$rodka o wiekszym wspotczynniku zatamania na osrodek o mniejszym
wspolczynniku zalamania, ulega catkowitemu odbiciu, jedli kat padania jest
wigkszy od tak zwanego kata krytycznego (rys. 1). W rzeczywistosci jednak
fala elektromagnetyczna wnika nieco do osrodka o mniejszym wspélczynniku
zalamania, lecz jej amplituda bardzo szybko zanika z odlegloscig od granicy
osrodkéw (tzw. fala ewanescentna). Mozna ten fakt wykorzystaé, by ograniczy¢
wplyw czasteczek nieznajdujacych sie bezposrednio na powierzchni na wlasnosci
$wiatla odbitego (i bada¢ w ten spos6b absorpcje) lub wzbudzié¢ emisje
czasteczek znajdujacych sie blisko powierzchni. Jednak typowa glebokosé
wnikania fali ewanescentnej jest rzedu 100 nm, a to oznacza, ze oddzialuje

ona z kilkuset warstwami czasteczek, podczas gdy efekty powierzchniowe
siegaja zaledwie na glebokosé kilku czasteczek w gtab o$rodka. Z tego powodu
selektywnos$é metody catkowitego wewnetrznego odbicia jest bardzo niewielka

i badanie czasteczek znajdujacych sie w bezpoéredniej bliskosci powierzchni
wymaga siegniecia do metod optyki nieliniowe;.

O optyce nieliniowej méwimy wéwczas, gdy odpowiedz osrodka (w szczegdlnoscei
polaryzacja elektronowa, czyli wywolane polem elektrycznym przesuniecie

Wydzial Fizyki, Uniwersytet Warszawski elektrondw) nie jest liniowo zalezna od natezenia pola elektrycznego fali
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Rys. 2. Generacja drugiej harmonicznej
Swiatta na powierzchni.

w

Rozwigzanie zadania M 1378.
Wybierzmy na boku BC taki punkt E,
ze BE = BD.

A

3 1
T A

B E

Wtedy X BDE = 80°, a skoro
XBDA = 60°, to

XABE + XEDA = 180°,

wiec na czworokacie BEDA mozna opisaé
okrag. Wobec tego

XDEA = XxDBA = XDBE = XDAE,
skad DA = ED. Z drugiej strony,
XEDC = 180° — XEDA =
= 180° — (80° +60°) =
=40° = XECD,

wiec rowniez ED = EC. Zatem

BD+DA=BE+ED=BE+EC=BC.

elektromagnetycznej. Efekty nieliniowe mozna obserwowaé dla bardzo duzych
natezen $wiatla. Dla $wiatla ze Zrédel klasycznych (takich jak zaréwka, Stonce, czy
diody elektroluminescencyjne) przyblizenie liniowe jest zawsze dobrze spelnione,
natomiast dysponujac laserami o odpowiedniej mocy, mozemy latwo zaobserwowaé
najprostsze ze zjawisk nieliniowych: generacje drugiej harmonicznej Swiatta.
W zjawisku tym polaryzacja elektronowa jest proporcjonalna do kwadratu pola
elektrycznego, zatem dla fali o natezeniu pola elektrycznego E(t) = Ey coswt,
oscylujacej z czestodcia w, nieliniowa polaryzacja Py (t) ma postaé:

E2
Py(t) < E2(t) = E2 cos® wt = 70(1 — cos 2wt).

Polaryzacja zawiera wiec sktadowa oscylujaca z czestoscia dwukrotnie wicksza niz
czesto$é pobudzajacej fali elektromagnetycznej, co z kolei oznacza, ze drgajace
elektrony beda emitowaly $wiatlo o czestosci dwa razy wiekszej niz Swiatto
padajace na osrodek. Zjawisko generacji drugiej harmonicznej ma zaniedbywalnie
mala wydajnoé¢ w osrodkach o symetrii sSrodkowej. Oznacza to, ze mozna

je w praktyce zaobserwowaé tylko w osrodkach anizotropowych lub wtaénie

na powierzchniach, gdzie symetria srodkowa cieczy lub amorficznego ciala stalego
jest ztamana.

By wykorzystaé te wlasnosé generacji drugiej harmonicznej do uzyskania
informacji o czasteczkach na powierzchni, o$wietla sie badana powierzchnie
wiazka $wiatla o duzym natezeniu (zazwyczaj sa to impulsy Swiatta laserowego)
i rejestruje sie wygenerowane na niej §wiatto o podwojonej czestosci (rys. 2).
Mozna mie¢ wowczas pewnosé, ze wszystkie zarejestrowane fotony drugiej
harmonicznej pochodza z obszaru, gdzie symetria oérodka zostala ztamana, czyli
z powierzchni. W ten sposéb mozna otrzymaé pewne informacje o powierzchni
np. woda/olej, jednak informacje te beda bardzo ubogie. By dowiedzieé sie

o wlasnosciach fizykochemicznych powierzchni cieczy czegos wiecej, rozpuszcza
sig w jednej z cieczy czasteczki barwnika organicznego, ktérego przejscia
elektronowe odpowiadaja energii fotonéw padajacych lub fotonéw drugiej
harmonicznej. Czes$¢ czasteczek rozpuszczonego barwnika ulega adsorpcji

na powierzchni. W takiej sytuacji, dzieki rezonansowi pomiedzy energia

fotonéw a energia przejsé optycznych w barwniku, wydajnos¢ generacji drugiej
harmonicznej wzrasta nawet o kilka rzedow wielkosci. Nie tylko utatwia to
przeprowadzenie doswiadczenia (bo latwiej jest zarejestrowaé zwigkszone
natezenie Swiatla), ale przede wszystkim pozwala przyjaé, ze prawie cala druga
harmoniczna zostala wygenerowana w wyniku oddzialtywania Swiatta padajacego
z czasteczkami barwnika.

Aby poznaé wlasnosci powierzchni, nalezy wiec tylko odpowiednio dobraé
rozpuszczony w cieczy barwnik. Moze to by¢, na przyklad, czasteczka, ktérej
widmo absorpcji zalezy od polarnosci rozpuszczalnika. Wowcezas, rejestrujac
natezenie drugiej harmonicznej w zalezno$ci od dlugosci fali Swiatta padajacego,
mozemy zobaczy¢, jak widmo to wyglada na powierzchni, a co za tym idzie,
jaka jest polarnosé osrodka w okolicy granicy faz. Dobierajac z kolei barwnik

w taki sposéb, by jego widmo absorpcji zalezalo od sily wiazan wodorowych

z czasteczkami rozpuszcezalnika, mozna dowiedzie¢ sie, jaka jest zdolnosé osrodka
do tworzenia tego typu wigzan w okolicy powierzchni.

Takie doswiadczenia z czasteczkami sondujacymi interesujace nas wlasnosci
powierzchni maja bardziej wyrafinowane wersje, wykorzystujace jednoczesnie
metody fizyki i chemii. Potrzebne sa wtedy dwa rodzaje czasteczek — pelniace
funkcje ,linijki” i sondy wlasciwej. ,Linijka” to czasteczka o wydluzonym
ksztalcie, ktora dzieki swojej strukturze silnie zakotwicza sie na powierzchni

i przyjmuje okreslone potozenie. Dla powierzchni typu woda-olej taka linijka
moze by¢ czasteczka typowego $rodka powierzchniowo czynnego, majaca z jednej
strony silnie polarna, z drugiej za$ niepolarna grupe. Taka czasteczka bedzie sie
zawsze lokowaé¢ na powierzchni tak, by grupa polarna znajdowala sie w wodzie,
a niepolarna w oleju. Nastepnie musimy, za pomoca metod syntezy chemicznej,
przygotowadé szereg zwiazkéw, w ktérych czasteczka-sonda bedzie przyczepiona
do czasteczki-linijki w réznych pozycjach. Jesli wlasnoéé¢ oérodka, od ktorej
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Rys. 3. Zastosowanie ,molekularnej
linijki” do badania wtasnosci powierzchni
rozdzielajacej dwie ciecze. Zalezno$é
natezenia $wiatta drugiej harmonicznej
od dlugosci fali zmienia si¢ wraz

z odleglosciag czasteczki-sondy od

granicy faz.

wzbudzenie

natezenie
drugiej harmonicznej

Cczas

Rys. 4. Zalezno$¢ natezenia drugiej
harmonicznej od czasu po optycznym
wzbudzeniu czasteczki-sondy.

grupa fenylowa

N/

grupy dimetyloanilinowe |

Rys. 5. Czasteczka zieleni malachitowe]j

zalezy widmo sondy, zmienia sie wraz z odlegloscig od granicy o$rodkéw, to
dla réznych zwiazkéw tego typu zarejestrujemy rozne zaleznosci natezenia
Swiatta drugiej harmonicznej od dtugosci fali wzbudzajacej. Znajac strukture
uktadéw linijka-sonda, mozna dosy¢ precyzyjnie wyznaczy¢ przebieg
zmienno$ci badanej wlasnodci (np. zdolnosei do tworzenia wiazan wodorowych)
w poblizu powierzchni (rys. 3).

Czesto jednak nie wystarcza nam sama informacja o stacjonarnych wlasnosciach
fizykochemicznych powierzchni. Metode generacji drugiej harmoniczne;j

na powierzchniach mozna tatwo wzbogaci¢ tak, by dostarczala informacji

o dynamice proceséw zachodzacych na granicy faz. Poniewaz $wiatto

padajace na powierzchnie ma posta¢ impulséw, wystarczy kazdy taki impuls
(prébkujacy) poprzedzi¢ impulsem zaburzajacym stacjonarny stan czasteczek
na powierzchni (pompujacym). Najlatwiej osiagnaé to, dobierajac tak dtugosé
fali impulsu pompujacego, by wzbudzal on czasteczki-sondy do wyzszego stanu
elektronowego. Poniewaz w stanie podstawowym czasteczki te sa w rezonansie
z impulsami probkujacymi, to przeniesienie ich do innego stanu zazwyczaj ten
rezonans niszczy. Jesli wiec impuls wzbudzajacy pojawi sie tuz przed impulsem
sondujacym, to zaobserwujemy spadek natezenia drugiej harmonicznej.
Zwiekszajac opdznienie pomiedzy impulsami, zaobserwujemy powrdt uktadu

do stanu podstawowego, odzwierciedlony przez stopniowy wzrost natezenia
rejestrowanego $wiatla az do wartosci poczatkowej (rys. 4). Mozemy wiec
bezposrednio zmierzy¢ czas zycia stanu wzbudzonego czasteczki-sondy. Pozwala
to zbadaé, w jaki sposob zmieniajg sie procesy prowadzace do dezaktywacji
czasteczki po umieszczeniu jej na powierzchni, nawet jedli nie wiemy jeszcze
wiele o samej powierzchni.

Potencjalnym zastosowaniem tej metody jest badanie zachowania zwiazkdw
stosowanych w terapii fotodynamicznej nowotworéw. Terapia ta polega na
podaniu pacjentowi zwigzku chemicznego, zwanego fotouczulaczem, ktéry jest
neutralny dla organizmu w ciemnosci, ale po wzbudzeniu optycznym przekazuje
swoja energie otaczajacym czasteczkom, prowadzac do wytworzenia wolnych
rodnikéw lub czasteczek tlenu w stanie wzbudzonym. Te z kolei, dzieki swojej
bardzo wysokiej reaktywnosci, niszcza otaczajace je komérki. Metoda ta jest
podwdjnie selektywna na poziomie makroskopowym. Po pierwsze, komorki
nowotworowe maja szybszy metabolizm niz zdrowe i wobec tego akumuluja
wiecej fotouczulacza. Po drugie, za pomoca technik $wiattowodowych mozna
precyzyjnie skierowaé¢ $wiatlo w obszar zmieniony chorobowo. Okazuje si¢
jednak, ze czas zycia fotouczulacza w stanie wzbudzonym, a co za tym idzie, jego
zdolnosé do aktywacji innych czasteczek moze by¢ zupelnie rézna w roztworze
wodnym i w ztozonym $rodowisku komérki. Czasteczka eozyny B, taniego obecnie
i popularnego czerwonego barwnika, zastosowanego jako pierwszy w historii
fotouczulacz (w 1905 r.), ma bardzo krétki czas zycia stanu wzbudzonego

w roztworze wodnym i setki razy dluzszy na powierzchni imitujacej Srodowisko
blony komoérkowej. Sugeruje to, ze eozyna B nie bytaby dobrym fotouczulaczem
w roztworze, ale moze mieé korzystne z punktu widzenia terapii wtasnosci po
zaadsorbowaniu w komoérkach. Choé obecnie w terapii fotodynamicznej uzywa
si¢ zupelnie innych czasteczek, to mozliwo$¢ badania ich dynamiki w $rodowisku
modelujacym $rodowisko organizmdéw zywych moze okazaé sie bezcenna z punktu
widzenia optymalizacji wlasnosci terapeutycznych nowych fotouczulaczy.

Mozliwe jest tez podejscie odwrotne — umieszczamy w badanym uktadzie
czasteczke o dobrze znanej zaleznoéci dynamiki stanu wzbudzonego od wlasnoéci
otoczenia i na podstawie czasowej zaleznosci natezenia drugiej harmoniczne;j
okre$lamy wtasnoéci powierzchni. Przykladem moga by¢ tutaj badania
mikroskopowej lepkosci powierzchni woda-olej poprzez pomiar czasu zycia stanu
wzbudzonego czasteczki zieleni malachitowej (rys. 5). W czasie dezaktywacji tej
czasteczki obrotowi ulegaja zaréwno dwie grupy dimetyloanilinowe (polarne, a wiec
zanurzone w wodzie), jak i grupa fenylowa (niepolarna, lokujaca sie w oleju).
Poniewaz obrét tych grup wymaga reorganizacji otaczajacych je czasteczek
rozpuszczalnika, czasteczka zieleni malachitowej jest sonda mikroskopowej
lepkoéci osrodka. Tego rodzaju sonde nalezy wczesniej ,skalibrowaé” przez
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pomiar czasu zycia jej stanu wzbudzonego w roztworach o znanej lepkosci.
Nastepnie, mierzac kinetyke sygnatu drugiej harmonicznej na powierzchni

po wzbudzeniu optycznym, mozna powiazaé opor stawiany obrotowi pierécieni
na powierzchni z oporem odczuwanym przez czasteczke w roztworze. Tego typu
doswiadczenia pozwolity takze lepiej zrozumieé¢ sam mechanizm dezaktywacji
zieleni malachitowej — okazalo sie, ze dopdki lepkos¢ warstwy oleju nie jest zbyt
duza, czas zycia stanu wzbudzonego na powierzchni w ogéle od tej lepkosci

nie zalezy. Wtedy to obrét wigkszych grup dimetyloanilinowych w wodzie
decyduje o szybkosci dezaktywacji, a mala grupa fenylowa, odczuwajaca niewielki
opdr, swobodnie za nimi podaza (obrotowi niepolarnej grupy fenylowej nie musi
towarzyszy¢ reorganizacja dipolowa rozpuszczalnika, co tym samym ulatwia jej
obrét w poréwnaniu z obrotem grup dimetyloanilinowych). Jednak gdy lepkosé
warstwy olejowej jest bardzo duza, ,waskim gardtem” dezaktywacji staje sie
wlasdnie obrét grupy fenylowej i szybkos¢ procesu zalezy od lepkosci warstwy
niepolarnej. W ten sposéb czasowo-rozdzielcza generacja drugiej harmonicznej
pozwala jednoczesnie uzyskaé¢ informacje o wlasnosciach powierzchni i zrozumieé
mechanizmy proceséw zachodzacych w zaadsorbowanych czasteczkach.

Generacja drugiej harmonicznej na powierzchniach jest najprostsza z wielu
metod optyki nieliniowej stosowanych do badania powierzchni. Bardziej ztozone
techniki wykorzystuja, na przyklad, mieszanie czestosci z zakresu widzialnego

i podczerwonego w celu uzyskania informacji o przejsciach oscylacyjnych
zachodzacych w czasteczkach na powierzchni, co z kolei pozwala dowiedzie¢ sie
czegos o sile i rodzaju wigzan w tych czasteczkach. Dziedzina optyki nieliniowej
na powierzchniach jest wciaz relatywnie mloda i mozna sie spodziewaé zaréwno
rozwoju technik doéwiadczalnych, jak i nowych zastosowan metod juz znanych.

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1378. W trojkacie réwnoramiennym ABC' kat przy wierzchotku A ma

miare 100°. Dwusieczna kata przy wierzchotku B przecina bok AC' w punkcie D.
Udowodnié, ze BD + DA = BC.

Rozwiazanie na str. 2

M 1379. Niech funkcja f: R — R bedzie ograniczona z gory, tzn. istnieje taka
liczba M, ze f(z) < M dla kazdego x € R. Udowodnié, ze jesli dla wszystkich liczb
rzeczywistych x,y spelniona jest nieréwnosé

I (w;ry) < 1@ ;rf(y)’

to f jest funkcja stala.

W szczegdlnosci, funkcje wypuktle nie sa ograniczone z goéry, chyba ze sa state.
Rozwiazanie na str. 13

M 1380. Dana jest liczba nieparzysta n i liczby catkowite dodatnie wzglednie
pierwsze a i b. Udowodnié, ze liczba a™ + b™ jest podzielna przez (a + b)? wtedy
i tylko wtedy, gdy liczba n jest podzielna przez a + b.

Rozwiazanie na str. 12

Redaguje Krzysztof TURZYNSKI

F 827. Sferyczna, elementarna krowa o promieniu R lewituje w nieskonczonym
niebieskim pastwisku o temperaturze T'. Krowy sg dobrymi przewodnikami
elektrycznosci. Oszacowaé wielkosé tadunku zgromadzonego na krowie.
Rozwiazanie na str. 23

1 @Q1Q2 ok

)

F 828. Prawo Coulomba mozna pisa¢ nie w postaci F' =

010» dweg 1?2
w uktadzie SI, tylko jako F' = 2 jak robia to np. naukowcy anglosascy

w uktadach jednostek CGSE i Gaussa. Oznacza to, ze przejécie od ukltadu SI
do jednego z tych dwéch uktadéw wymaga, w szczegdlnosci, zamiany kazdego
czynnika 4mweg na jedynke. Jak dokonaé transformacji odwrotnej? Ile wynosi
tadunek elementarny w tych uktadach?

Rozwiazanie na str. 21
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Rys. 1. Zasada okreslenia pozycji

w oparciu o hiperboliczne linie pozycyjne
(gdzie M, X, Y — stacje nadawcze; LOP
— linia pozycyjna, ang. line of position).

Rys. 2. Siatki hiperbolicznych linii
pozycyjnych na nawigacyjnej mapie
morskiej.

*Wydzial Nawigacyjny,
Akademia Morska w Gdyni

Gdy krzywa niejedno ma imie, to peh,
czyli o stozkowych w ujeciu sferycznym

Piotr KOPACZ"

W podrézy bardzo istotna role odgrywa mapa, na ktérej okresla si¢ i zaznacza
aktualng pozycje, rozmaite odleglosci (np. odleglos$é przebyta, do mijanych
obiektéw, pozostala do celu podrdzy) oraz katy (np. kursy, namiary).

Wspdlczednie na papierowych mapach nawigacyjnych nadal niejednokrotnie
wykonuje sie rézne konstrukcje geometryczne i w czesci odbywa sie to
w sposob klasyczny, tzn. za pomoca cyrkla i linijki.

W XX wieku na licznych morskich i lotniczych mapach nawigacyjnych
mozna bylto znalezé dodatkowo naniesiong siatke linii hiperbolicznych
zwiazanych z wykorzystaniem w celu pozycjonowania naziemnych

systeméw radionawigacyjnych, jak np. Decca, Omega, Chayka, Loran.

Ten ostatni nadal funkcjonuje na Dalekim Wschodzie na akwenach Pacyfiku,
a transmisja jego stacji nadawczych, znajdujacych sic w Ameryce Pélnocnej,
zostala zakonczona catkiem niedawno, tj. w sierpniu 2010 roku.

Zasada dziatania systemu hiperbolicznego opiera sie na pomiarze réznic
czasu lub faz odbieranych sygnaléw z par stacji nadawczych. Przy ustalonej
predkosci propagacji réznice czasu mozemy zamienié¢ na réznice odleglosci.
Poniewaz hiperbola sktada si¢ z punktow, ktorych wartosé bezwzgledna
réznicy odleglosci od dwéch ustalonych punktéw (ognisk) jest stala,

wiec miejsca, w ktorych jest ustalona stala réznica czasu miedzy dwoma
sygnalami, moga by¢ przedstawione graficznie jako linia pozycyjna

w ksztalcie hiperboli.

Oczywiscie, odbior sygnaléw od dwdéch nadajnikéw nie moze postuzyé

do jednoznacznego okreslenia pozycji obserwatora, a jedynie jednej

linii pozycyjnej — hiperboli, na ktérej pozycja obserwatora sie znajduje.
Odbiornik systemu powinien wiec odbieraé i obliczaé¢ takze réznice czasu
pomiedzy druga para stacji nadawczych. Pozwala to na okreslenie pozycji
obserwatora w punkcie przeciecia dwbéch hiperbol wykreélonych na mapie,
co pogladowo przedstawiono na rysunku 1.

Jedna para stacji generuje rodzine hiperbol o tych samych ogniskach —
wlasdnie w ogniskach znajduja sie pozycje stacji nadawczych. W praktyce
jedna ze stacji pierwszej pary moze by¢ wykorzystywana zarazem jako stacja
w drugiej parze, zatem niezbedne sg co najmniej trzy stacje. Najczesciej
wykorzystuje si¢ jednak zsynchronizowane sygnaly nadawane z czterech
stacji, co pozwala w danej chwili wyznaczy¢ trzy linie pozycyjne. Stacje
naziemne pracuja w grupach (tzw. tancuchach) trzech lub czterech stacji.

W danym tancuchu jedna ze stacji pelni role nadrzedna i nazywana jest
stacja gléwna (ang. master, na rysunku M), a pozostale okresla si¢ jako
podrzedne. Linia pozycyjna jest wyznaczana na podstawie sygnaléw ze stacji
gléwnej i podrzednej. Stacje te oddalone sg o 1100-1500 km. Wyznaczenie
punktu przeciecia dwoch hiperbolicznych linii pozycyjnych na mapie

z naniesiong siatka hiperbol (rys. 2 i 3), generowanych przez lanicuchy
systemu, pozwala w efekcie na wyznaczenie wspétrzednych geograficznych
pozycji obserwatora.

W péiniejszej fazie rozwoju systemu wykorzystano odbiorniki $ledzace

w sposob ciagly sygnal ukladu i automatycznie przeksztatcajace odbierane
sygnaly na wspélrzedne geograficzne pozycji obserwatora (statku, samolotu),
czas, predkosé, a takze dobierajace automatycznie i optymalnie tancuchy
stacji w celu poprawy jakosci okreslania pozycji, np. doktadnosci, ciagtosci.
Bezwzgledna doktadnosé systemu Loran-C wynosita 0,10-0,25 mil morskich
(okolo 185-463 m).
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Unowocze$niona wersja systemu, wystepujaca pod

INED FROM RED
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N FIG. I, LAYOUT OF ENGLISH CHAIN SHOWING DECCA
LATTICE AND HOW A FIX IS OBTAI
\ AND GREEN POSITION LINES

N THE DECCA NAVIGATOR COMPANY LIMITED
\

nazwg eLoran (ang. enhanced Loran), charakteryzuje
sie zwiekszona doktadnoscia okredlania pozycji
(wynoszaca okolo 10 m), co jest wynikiem ulepszenia

Rys. 3. Siatki hiperbolicznych linii
pozycyjnych na nawigacyjnej mapie
lotniczej.

odbiornika oraz charakterystyki transmisji. Stacje
systemu eLoran zostaly takze wykorzystane do
transmisji dodatkowych sygnaléw, w szczegdlnosci
poprawek DGPS (ang. Differential Global Positioning
System) w celu poprawy dokladnosci i wskazan
urzadzen réznicowej odmiany satelitarnego

systemu GPS.

W zastosowaniach morskich systemy hiperboliczne
wykorzystywano w zegludze przybrzeznej, jak rowniez
w nawigacji dalekiego zasiegu (nazwa systemu Loran
pochodzi od ang. LOng RAnge Navigation) przy
=l J odlegtosciach statku rzedu kilkuset mil morskich od
stacji nadawczych.

o e 8
DECCA “CO-ORDINATE
GREEN D 3¢ 80

Zauwazmy, iz do tej pory zakladaliémy bezzasadnie, ze mamy do czynienia
ze zwyczajnymi, to jest ptaskimi hiperbolami, ze wszystko dzieje sig¢

na plaszczyznie. Jednak przy wspomnianym wyzej rzedzie wielkosci w celu
uzyskania pomiaréw o wiekszej doktadnosci nalezy uwzglednié¢ krzywizne
Ziemi. Na przyktad, aproksymujac sferyczny tréjkat réwnoboczny o dtugosci
boku 400 km przez tréjkat plaski, popelniamy btad okolo 232 km?. Namiar
radionawigacyjny globalnie nie moze by¢ rozwazany jako euklidesowa linia
prosta na plaszczyznie, ale jako linia geodezyjna powierzchni, na ktérej

de facto sie znajduje. Jezeli uzywamy w modelowaniu globalnym sfery, to
linia taka jest tukiem okregu wielkiego.

Sprébujmy zatem zastanowié sie nad wlasnoéciami krzywych stozkowych,
w szczegblnosci hiperbol, na sferze wykorzystywanej w uproszczonym
modelowaniu powierzchni Ziemi.

Krzywe stozkowe (okrag, elipsa, hiperbola, parabola) na plaszczyznie sa
dobrze znane i mozemy ich obecnosé zaobserwowaé¢ w licznych zastosowaniach,
np. w fizyce. Ich definicji mozemy formalnie uzyé¢ w innych strukturach
geometrycznych, np. na zakrzywionych powierzchniach, i tam sprobowaé
znalez¢ ich odpowiedniki. Na poczatek sprobujmy przyjrzeé sie wlasno$ciom
elipsy i hiperboli na powierzchni kuli S2. A wiec szukamy linii, ktérych punkty
sa okreslone przez warunek stalosci sumy odleglosci od ognisk (w przypadku
elipsy) badZ modutu réznicy odlegltoéci od ognisk (w przypadku hiperboli).

Niech ogniskami bedg dwa punkty jednostkowej sfery, Fy i F5, ktérych
sferyczna (czyli mierzona po powierzchni kuli) odleglo$é p(Fiy, Fa) = 2¢
spelnia warunek 0 < 2¢ < 7 — pierwsze ograniczenie po to, by byly rozne,
drugi — by nie byly antypodyczne. Przyjrzyjmy sie lezacej na sferze figurze,
ktorej punkty spetniaja, dla pewnego dodatniego a, warunek wynikajacy

z nieréwnosci tréjkata

(%) {P : p(P, F1) + p(P, F,) = 2a},

ktéry na plaszczyznie, przy ¢ < a, okreslatby elipse. Na sferze nalezy

ten warunek wzmocni¢ do ¢ < @ < 7™ — ¢, gdyz na sferze odleglosci

nie przekraczaja . Figure te przedstawia rysunek 4.

Na tym rysunku sa zaznaczone takze punkty F| i F3, antypodyczne do
F1 i Fy. Oczywiscie, dla dowolnego punktu X mamy p(P, F}) = 7 — p(P, F}),
i = 1,2. Zatem figure opisang przez (x) mozna opisaé réwniez jako

[P+ |p(P.Fy) = p(P, F§)| = 20— m}.
W ten sposéb sferyczna elipsa okazala sie réwniez sferyczna hiperbola, tyle
ze o innych ogniskach.
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Jednakze hiperbole i elipsy, odnoszace si¢ do tej samej
pary ognisk, nie sa takimi samymi krzywymi. Tak jak
na plaszczyznie (rys. b), przecinaja sie¢ one pod katem
prostym. Analogicznym ukladem mozna si¢ postugiwaé
na sferze — uktad taki, ze wzgledu na nieodréznialnosé
sferycznych elips i hiperbol nazywa sie eliptycznym.

Okazuje sie takze, ze istnieje naturalny zwiazek miedzy

sferyczna elipsa/hiperbola a trzecia przedstawicielka
krzywych stozkowych — parabola. W ptaskiej geometrii
euklidesowej parabola to zbior punktow o réwnej odleglosci
od ustalonej prostej (kierownicy) oraz ustalonego punktu
(ogniska) nielezacego na kierownicy. Na sferze punkt Fy
wyznacza jednoznacznie swoj punkt antypodyczny F
oraz symetralng f odcinka FyF}, ktéra jest okregiem
wielkim lezacym w odleglosci 7/2 od tych punktéw (a wiec

Rys. 5. Siatka wspStrzednych zbudowana ze wspélogniskowych geodezyjna, czyli sferyczna prosta). Mozna zobaczy¢ to
i przecinajacych si¢ pod katem prostym elips i hiperbol. w ten SpOSéb, ze okr&gg f ma dwa éI‘Odki, F2 i Fé — tak Jak

Rys. 6. Sferyczne krzywe stozkowe
— wyglad przyblizony, wersja sportowa.

rownik i dwa bieguny sfery z nim zwiazane.

Rozwazmy zbiér wszystkich punktéw na sferze réwnoodlegtych od danego
punktu F} i sferycznej prostej f. Jest on sferyczng parabola o ognisku Fj
i kierownicy f. Pozostawiam Czytelnikowi sprawdzenie, ze oba warunki:

{P : p(P7F1) +p(P7F2) = 7T/2}7 {P |p(P7F1) _p(P7F2,)| :7T/2},
okreslaja réowniez sferyczna parabole (rys. 4).

W ten sposéb otrzymalidémy krzywa, ktora jest jednoczesnie sferyczng
elipsa, hiperbolg i parabola. Uzywajac takiej samej definicji dla stozkowych
na plaszczyznie jak i na sferze, widzimy, ze sytuacja geometrycznie jest
zasadniczo inna w obydwu przypadkach.

Przedstawiona sferyczna krzywa stozkowa (a nawet mozna by powiedzieé¢ — trzy
krzywe w jednej) nie ma specjalnej nazwy, choé, byé moze, na nig zastuguje
ze wzgledu na ciekawe wlasnosci, jakie ma. Pozostawiajac Czytelnikowi
wymyslenie wtasnej nazwy dla przedstawionej tu krzywej, proponuje nazwe,
ktora juz sie¢ pojawita w tytule artykulu: odpowiednio zestawiajac ze soba
pierwsze litery nazw stozkowych, w ,skory” ktorych owa krzywa wchodzi,
powstaje akronim peh (od parabola — elipsa — hiperbola), a co za tym idzie,
nazwa ,pehowa” krzywa, cho¢ wcale na pechowa nie wyglada.

Reasumujac, mozna wykazaé, ze na sferze kazda elipsa jest hiperbola
i odwrotnie, a czasem bywa takze parabola. Dodatkowo, gdy kierownica f
pokrywasie z réwnikiem sfery i F} = Fb, parabola sferyczna jest rownoleznikiem
o szerokosci geograficznej m/4 (czyli 45°), wiec jest takze szczegdlnym
przypadkiem okregu sferycznego.

x ok %

W artykule zostal uzyty model sfery S2. W praktyce dokladniejsze i bardziej
wiarygodne wyniki obliczen geodezyjno-kartograficznych uzyskalibysmy,
gdyby przyjaé jako model Ziemi elipsoide obrotowa (nazywana takze
sferoida) lub elipsoide tréjosiowa. Krzywe stozkowe mozna réwniez rozwazac
na innych zakrzywionych powierzchniach lub w ogdlniejszych strukturach
geometrycznych, gdzie ich ,wyglad” i wlasnosci moga nieraz zaskakiwac.

7 geometrycznego punktu widzenia mozna powiedzieé, iz w nawigacji

istote stanowi wyznaczenie dwoch wielkosci: odlegtosci i kata. Rézne
struktury geometryczne dostarczaja réznych narzedzi i stwarzaja rézne
mozliwoséci. W szczegdlnosei, na rozmaitosci Riemanna istnieje mozliwosé
obliczania odlegtosci i kata, a w ogdlniejszej strukturze, za jaka uwaza sie
rozmaitos¢ Finslera, istnieje mozliwo$¢ obliczania odlegtosci, ale kata juz nie.
Ale o tym moze innym razem.
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Rys. 1. Tarcza ptlaskiego zegara w Ketach
(¢ = 49°53"). Podzialtka co godzine.

©

Rys. 2. Tarcza plaskiego zegara
w Hyderabadzie (¢ = 17°37").

Rys. 3. Zmiana kata w zegarze plaskim
po obrocie Stonca o kat t.

:

Rys. 4. Inna tarcza zegara na biegunie.

e

Rys. 5. Kolejna tarcza na biegunie. ..

.. 1 jej poprawiona wersja.

Zegar stoneczny, r6wnania rézniczkowe
i ladne obrazki
Franciszek ADAMASZEK, Michat ADAMASZEK

Nie od dzi$ wiadomo, jak zbudowadé najprostszy zegar stoneczny. Stonce,

w swym pozornym ruchu po niebie, porusza sie ze stala predkoscia katowa
w plaszczyznie prostopadiej do osi wskazujacej pélnocny biegun niebieski.
Aby zagwarantowaé niezaleznos¢ odczytow od wysokosci Stonca nad
horyzontem (czyli od pory roku), nalezy wycelowaé¢ wskazéwke zegara
(gnomon) w Gwiazde Polarna, czyli pod katem odpowiadajacym lokalnej
szerokosci geograficznej . Jezeli dodatkowo tarcze zegara umie$cimy
prostopadle do wskazdwki, to cien wskazowki bedzie obracal sie jednostajnie
i kolejne godziny mozemy zaznaczaé co 15° (oczywidcie, méwimy tu

o pomiarze lokalnego czasu stonecznego). Wiecej w Delcie 8/2010.

Jezeli chcemy, aby ciefi rzucany byl po prostu na powierzchnie Ziemi (zegar
horyzontalny), to réwnomierna podziatka dziala tylko na biegunie. O ile

w naszych szerokoSciach geograficznych, dajmy na to w Ketach (¢ = 49°53'),
tarcza zegara plaskiego nie wyglada zle (rys. 1), o tyle w Hyderabadzie

(p = 17°37") zageszczenie woké6l poludnia jest juz spore (rys. 2). Pogarsza

to czytelno$é¢ zegara w tych godzinach i moze prowadzi¢ do nadmiernego
rozwleczenia pory lunchu, ze szkoda dla gospodarki.

FLatwo sprawdzi¢, dlaczego tak jest. Ustalmy dla uproszczenia rachunkéw, ze
lokalne potudnie wypada w chwili ¢t = 0, a lokalna godzina 18:00 w chwili
t = % (to znaczy mierzymy czas predkoscig katowsa Stonca). Z rysunku 3
widzimy, ze przesunieciu Stonca po niebie o kat ¢t odpowiada obrét cienia

o kat a(t), przy czym
AA XA AN

M) teall) =54 = 04 X4
Jesli wiee ¢ = 90° (biegun pdlnocny), to «(t) = t, czyli cieh obraca sie
jednostajnie i w zegarze poziomym mozna uzy¢ réwnomiernej podziatki.
Gdy kat ¢ maleje, spada takze sin ¢, a przez to kat a(t) zmienia sie
niejednostajnie wraz z t.

=siny - tgt.

Ten efekt (lub defekt) mozna rekompensowaé, manipulujac ksztaltem
tarczy. Uméwmy sie, ze godzine odczytujemy na przecieciu cienia z krzywa
wyznaczajaca brzeg zegara. Najbardzie] wymagajacy esteta (na przyklad
jeden z autoréw tego tekstu) mogltby chcie¢, aby pomiedzy kazdymi

dwiema chwilami ¢; < t9 kraniec cienia pokonywal fragment tej krzywej

o dtugosci proporcjonalnej do t9 — t1. Powinno to poméc roztadowadé lokalne
yzageszczenia”. Skoro pokonywana droga ma by¢ proporcjonalna do czasu,
to punkt odczytu musi przemieszczac sie ze stala predkoscia. Wkraczamy
tu w obszar geometrii rézniczkowej krzywych. Jezeli punkt przemieszcza sie
po plaszczyznie tak, ze w chwili ¢ znajduje sie w punkcie (z(t), y(t)), to jego
predkos$¢ w chwili ¢ ma wartos$¢

u(t) = /' (1) + o/ ()2,

co wynika z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do predkosci

w kierunkach OX (u nas zach6d-wschéd) i OY (potudnie-péinoc). Wiemy
juz, ze w chwili ¢ obwiednia kazdego zegara musi przechodzi¢ przez punkt
odchylony od osi OY o kat «a(t), w takim razie jest opisana parametryzacja

t— (r(t)sina(t), r(t) cos a(t)).
Warunek stalej predkosci przyjmuje postaé
(r(t) sin a(t))"? + (r(t) cos a(t))"* = const.
Zakladajac, bez straty ogdlnoéci, ze const = 1, dochodzimy do réwnania
(1) +r(t) 2 (t)? = 1.
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Rys. 7. Utrzymujac stata predkoscé,
nie uda si¢ ,,dociaggnac¢” do godziny széstej.

&

Rys. 8. Przyktlad zegara
w Hyderabadzie. . .

Rys. 9. ... w Luksorze. ..

Rys. 10. ... i w Ketach.

Czytelnicy zaznajomieni z zasadami rézniczkowania funkcji
trygonometrycznych moga wyprowadzi¢ z réwnania (1) wzér na o’ (t),
za pomocy ktérego dostaniemy ostatecznie rownanie rézniczkowe
na promien r(t):

r(t)®

2 (1) + -1
@) ®) (cos? t + sin? psin® t)2

Zanim wrécimy do Ket i Hyderabadu, zatrzymajmy sie nad tym réwnaniem
na biegunie. Wtedy ¢ = 90° i szukamy funkcji r(¢), dla ktérej

()% +r(t)® = 1.
Taka wlasnosé ma niewatpliwie funkcja stata r(t) = 1, co daje omawiany
juz zegar biegunowy o tarczy w ksztalcie okregu. Nie jest to jednak
jedyna mozliwo$é! Mozemy, na przyklad, wzia¢ r(t) = cost, otrzymujac
krzywa t — (costsint,cos?t). Jest ona przedstawiona na rysunku 4 wraz
z punktami, w ktérych wypadat bedzie cien w kolejnych pelnych godzinach.
Jest to w istocie okrag o srodku S = (0, %) (prosze sprawdzié!). Co wiecej,
mogli$émy dokonaé tego odkrycia, uzywajac elementarnej geometrii (choé
jeden z autoréw tego tekstu nigdy by sie o to nie podejrzewal). Wyjasnienie
znajduje sie takze na rysunku 4: skoro kat wpisany zmienia sie ze stala
predkoscia, to takze kat srodkowy zmienia sie ze stala, dwa razy wieksza
predkoécia, a wiec punkt odczytu czasu obiega S jednostajnie. Mozemy tez
wziaé dowolng kombinacje

(3) r(t) = acost + bsint, a®+b* = 1.

Krzywe opisane tego typu promieniem to okregi przechodzace przez punkt
(0,0), jak na rysunku 5. Praktyczna przydatnosé takiego zegara stoi pod
znakiem zapytania, bo niektére godziny wskazuje nie sam cien, a raczej jego
niewidoczne przedtuzenie w przeciwng strone od poczatku uktadu. Mozna
temu zaradzi¢, bioragc symetryczne odbicie odpowiedniego fragmentu, co
daje krzywa o stalej predkosci, ale nie wszedzie gltadka (rys. 6). Moze jednak
na biegun lepiej zabraé bardziej nowoczesny czasomierz.

To juz wszystkie rozwiazania réwnania (2). Niekompletny szkic dowodu,
ktérego szczegbdly zainteresowany Czytelnik moze uzupelni¢ we wlasnym
zakresie, jest nastepujacy: skoro 7/(¢)? + r(t)? = 1 to, rézniczkujac,
dostajemy 2" (t)r'(t) + 2r'(t)r(t) = 0, a wiec r/(¢)(r"(t) + r(t)) = 0.

W takim razie albo /() = 0 i r(t) jest stala, albo r”/(t) = —r(t), a wtedy
r(t) musi by¢ postaci (3).

Wréémy do szerokosci geograficznych o nieco cieplejszym klimacie. Dla
dowolnego ¢ réwnanie (2) jest bardziej skomplikowane i autorzy nie znaja
zadnego jawnego wzoru na jego rozwigzanie r(t) (moze kto$ z Czytelnikow?).
Nic nie stoi jednak na przeszkodzie, aby znalez¢ rozwiazanie numerycznie
lub przyblizy¢ je eksperymentalnie, na przyktad tamang o statej odleglosci
miedzy kazdymi dwiema pelnymi godzinami. Mozemy manipulowaé
poczatkowa wartoscia promienia 7(0). Gdy zaczniemy zbyt daleko od
poczatku uktadu, rozwigzanie moze istnieé¢ tylko przez pewien czas,

a potem krzywa nie bedzie miala wystarczajacego zapasu predkosci, aby
nadazyé za coraz szybciej uciekajgcym cieniem (rys. 7). Ponizej pewnej
krytycznej wartosci rozwigzanie réwnania istnieje bardzo dtugo, az do godzin
nocnych, gdy Stonca juz dawno nie wida¢. Mamy tez swobode w taczeniu
kilku gtadkich fragmentéw, jak w przyktadzie na biegunie. Kilka tadnych
zegardéw o stalej predkosci cienia po brzegu tarczy przedstawionych jest

na rysunkach 8-10.

Jedne z bardziej efektownych zegaréw stonecznych znajduja si¢ na
budynkach, a wiec na pionowych $cianach, i to niekoniecznie zwrdéconych
na poludnie. Zainteresowanym Czytelnikom polecamy przeniesienie naszej
konstrukeji np. na $ciane swojego domu.
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Mota delld

Fizyka tanca

Co fizycy robig ,,po godzinach”? Réznorodno$é odpowiedzi na to pytanie jest
pewnie taka jak w innych grupach zawodowych. Naukowcy moga jednak mowic
o swoich pasjach, uzywajac jezyka ,pracowego”. Tak wiltasnie powstal wyktad
poswiecony fizyce tanca, ktorym wlaczylam sie w cykl imprez Festiwalu Nauki
i ktérego kilka urywkéw cheialabym Czytelnikom Delty przedstawic.

Cialo tancerza to obiekt fizyczny jak kazdy inny, ma wiec mase, bezwladnosé,

i tak samo jak na zsuwajacy sie po rowni pochylej klocek dziala na nie sila
grawitacji przyltozona w $rodku ciezkoéci i skierowana pionowo do dotu oraz

sita reakcji podloza. Aby tancerz nie przewrdcil sig, wykonujac jakas przepigkna
poze, sily te musza sie zréwnowazy¢, a punkt podparcia powinien znajdowaé sie
bezposrednio pod érodkiem cigzkosci (rys. 1). Tego samego wymaga réwnowaga
pary tancerzy: w tym przypadku trzeba uwzgledni¢ rowniez sity nacisku i reakcji
partneréow na siebie. W tancu lubimy jednak nie tylko pieckne pozy finatowe,

ale przede wszystkim ruch: skoki i obroty. Tu znowu dziala prosta fizyka: aby
wprawi¢ si¢ w obrét, nalezy zmieni¢ swéj moment pedu, korzystajac z sity
tarcia podczas odepchniecia sie od podlogi. Z zasady zachowania momentu
pedu wynika, ze aby zwigkszy¢ predkosé katowa i obracaé si¢ jeszcze szybciej,
trzeba zmniejszy¢ swoj moment bezwladnosci. Pomiedzy wystepami mozna si¢
przyltozyé do odchudzania, ale jesli jesteSmy wlasnie w trakcie piruetu, pomaga
przyciagniecie rak do ciala albo uniesionej nogi blizej tulowia (rys. 2).

| )~

[

o/ L

wigksze I, mniejsze I,
mniejsze w wigksze @

Rys. 1 Rys. 2

Wykonanie skoku wymaga pokonania sity grawitacji przez odepchniecie si¢

od podlogi. Podskoczy¢ bedzie nam latwiej, jesli najpierw ugniemy kolana
(pozycja pli€), bo sila odpychajaca bedzie dzialala przez dluzszy czas. Sam
czas trwania podskoku zalezy tylko od jego wysokosci. Okazuje sie, ze muzyka
nie powinna gra¢ zbyt wolno — aby utrzymaé sic w powietrzu o 10% dluzej,
trzeba podskoczyé o okoto 20% wyzej, co nie kazdy potrafi. Nie powinna jednak
tez gra¢ zbyt szybko, bo nie zdazymy skoczy¢ na tyle wysoko, aby w powietrzu
wyprostowaé stopy do pozycji point i nie bedzie pigknie. ..

Oczywiscie, skoki nie musza by¢ w miejscu. Taki Blekitny Ptak w ,,Spiacej
Krélewnie” Czajkowskiego potrafi przelecie¢ przez cala scene, uzywajac
sprytnego triku. Podczas skoku w dal z roztozonymi do szpagatu nogami

ruch tancerza ma sktadowa pionowa i pozioma, a jego srodek cigzkosci

porusza sie po paraboli (rys. 3). Widz skupia jednak sw6j wzrok nie na tym
nieszczesnym $rodku, lecz na twarzy (glowie) tancerza. Jesli ten w odpowiednim
momencie odchyli glowe do tylu i wyciagnie ramiona, to uzyska ztudzenie,
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Rys. 3

*Centrum Fizyki Teoretycznej PAN

jakby glowa plynela poziomo w powietrzu, poniewaz jej wysoko$¢ przez
polowe czasu trwania skoku zmieni sie bardzo niewiele (rys. 4). Ztudzenie

to wykorzystuje podczas bardzo widowiskowej sekwencji skokéw grand jeté

en tournant, niesamowity Maksim Wojtiul, solista naszego Baletu Narodowego,
ktory skacze, leci, ptynie i wiruje po calej scenie niczym bajkowy Ptak.

0,6 m

Potowa skoku trwa pomiedzy tymi

- 22m —> dwoma punktami
Rys. 4

Sama zmiana sposobu obracania ciala jako calosci wylacznie w powietrzu

nie jest mozliwa — tancerz moze zmieni¢ kierunek ruchu jedynie podczas krétkich
momentow kontaktu stép z podlozem. W skoku jeté z obrotem o 180° lub 360°
moment pedu przenoszony jest miedzy czesciami ciala tancerza dzigki temu,

ze w maksimum skoku ramiona zostajg wyrzucone do géry, nogi zas tacza sie,
przyspieszajac obrét (rys. 5). Tancerz laduje potem na drugiej nodze i szybko
odpycha sie od podlogi, aby wykona¢ kolejny obrot.

/{7 ®

L

Rys. 5

Wszystkie te rozwazania mozna uogélni¢ na ruch pary albo i wickszej grupy
tancerzy. Trzeba pamietaé, ze dochodza wtedy oddzialywania wzajemne: partner
moze nam w tancu utatwié¢ obrét, poméc w utrzymaniu rownowagi, podniesé

— a wiec ulatwi¢ skok. Moze tez, niestety, przeszkadzac, jesli nie dysponuje
odpowiednia technika albo po prostu nie zsynchronizuje swoich dzialan

z naszymi. .. Tancerze na og6! nie rozrysowuja swoich pozycji na papierze (ani
w wyobrazni) za pomoca wektoréw sil, pedéw i przyspieszen. Im wystarczy
intuicja i talent — a jednak okazuje sie, ze doskonale wiedza, co nalezy zrobic,
aby w rzadzonym przez fizyke $wiecie taniec udal sie zgodnie z jej prawami.

Co jednak ma zrobi¢ fizyk, jesli chce tanczy¢ tak, by jego taniec byt nie tylko
sekwencja krokow i obrotéw, ale mial |to co§”? Mysle, ze warto po prostu
uruchomié¢ wyobrazZnie i odwotaé si¢ do tego, co nas, nomen omen, kreci

i pasjonuje, na przyklad do zdobyczy fizyki XX wieku: teorii wzglednosci,
kwantéw, czastek elementarnych. Kiedy (po godzinach!) tancze tango
argentynskie, w ktérym bardzo charakterystyczne sa zmiany tempa,
spowolnienia i wstrzymania, a ta sama sekwencja krokéw moze trwaé rézng
liczbe bitéw w zaleznosci od inwencji prowadzacego, to wydaje mi sie, jakby czas
ptynal coraz wolniej. To zupelnie jak w silnym polu grawitacyjnym w poblizu
czarnej dziury, ktérej fizyke badalam rano w pracy! Zajmuje sie bowiem
rentgenowskimi ukladami podwéjnymi, w ktorych czarne dziury tancza sobie
w parach ze zwyklymi gwiazdami. Obowiazuje tam przeciez taka sama fizyka
jak w tancu: réwnowaga sil, zachowanie pedu, zachowanie momentu pedu

(bo sie kreca, a jakze!l) i ogdlna teoria wzglednosci.

Malq Delte przygotowata Agnieszka JANIUK™

11



Twierdzenie Chevalleya—Warninga i grafy p-regularne

Rozwigzanie zadania M 1380.
Zauwazmy, ze

a" +b" =((a+b)—b)" +b" =
n 3 n—
- E (k)(a. +u) (=) R 4
k=1
S (=) 4" =
n X I
= (Da@+nt et
k=1
poniewaz (—b)" 4+ b"™ = 0 dla

nieparzystych n. Zatem a™ + b™ przy
dzieleniu przez (a + b)? daje taka sama,
reszte jak skladnik odpowiadajacy k = 1,
ktéry wynosi n(a + b)b" 1. Zatem

a™ 4+ b" jest podzielne przez (a + b)2

n1 jest
podzielne przez a + b. Poniewaz a i b sa
wzglednie pierwsze, wzglednie pierwsze sa
réwniez a + b i b. Stad otrzymujemy teze.

wtedy i tylko wtedy, gdy nb

Odwrotnoscig liczby a modulo p (gdzie p
jest pierwsza) nazywamy taka liczbe b, ze

ab =1 (mod p).

Dowdd istnienia rozwigzania réwnania
a®+b% +1=0 (mod p)

bez uzycia twierdzenia

Chevalleya—Warninga jest bardzo

ciekawym zadaniem, zachecam

Czytelnikéw do zastanowienia sie

nad nim!

*student, Universitat Bonn

Jakub WITASZEK*

Rozwigzywanie rownan diofantycznych jest jednym z wazniejszych probleméw klasycznej
teorii liczb. Czytelnicy tego artykutu na pewno styszeli o réwnaniu Pella 2% — dy? = 0
czy rownaniu Fermata " + y" = 2". Znane wszystkim Mate Twierdzenie Fermata mowi
o rozwiazaniach = — 1 = 0 (mod p), a teoria reszt kwadratowych o 2> — d = 0 (mod p).
Teoria liczb jest nie tylko piekna sztuka, ale takze taczy sie z innymi dziatami nauki,
miedzy innymi z kryptografia, topologia czy geometrig algebraiczna. W tym artykule
chciatbym zaprezentowaé przyktad zastosowania réwnan diofantycznych w teorii graféw.

Musimy zaczaé od ustalenia kilku waznych oznaczen. Jak zwykle Z to zbior
liczb catkowitych. Przez Z, oznaczaé¢ bedziemy zbiér wszystkich reszt z dzielenia
przez p, a przez Z[x1, X2, . .., Tm] zbiér wielomianéw o zmiennych x1,...,Zm

i o wspoétezynnikach catkowitych.

Moéwimy, ze n-tka liczb catkowitych (a1, az,...a,) jest rozwiazaniem modulo p
wielomianu f € Z[x1,..., 2], jezeli f(a1,...,an) =0 (mod p). Na przyklad, para (1,4)
jest rozwiazaniem modulo 5 wielomianu =2 4 6.

Rozwiazanie (a1, ...,a,) modulo p nazywamy istotnym, jesli jego wspdtrzedne sa
liczbami z przedziatu od 0 do p — 1 (czyli a; € Zp dla 1 < ¢ < n). W powyzszym
przykladzie rozwiazanie (1,4) jest istotne, zas (1,9) juz nie. Z wlasnosci kongruencji
wiemy, ze jezeli (a1, ...,a,) jest rozwiazaniem, to (a1 modp,...,a, modp) jest
rozwiazaniem istotnym. Ponadto, zeby znalez¢é wszystkie rozwigzania modulo p danego
rownania, wystarczy znaé¢ rozwiazania istotne.

Stopniem jednomianu nazywamy sume wykladnikow jego czynnikow, czyli,

na przyklad, zy?z ma stopien 4. Stopniem wielomianu f (oznaczamy go deg(f))
nazywamy najwyzszy sposrod stopni jego jednomianéw; wobec tego dla
fz,y,2) = zyz + 22" + 622° mamy deg(f) = 5.

Bedziemy wykorzystywaé nastepujaca nieoczywista zaleznosé (ktérej dowdd Czytelnik
Whikliwy z pewnoscia sprébuje znalezé sam):

(1) e =14243 4. +(p—1)'=0(modp) dla0<i<p-—1.
z€lyp

Teraz mozemy juz zaprezentowaé tytutowe twierdzenie.

Twierdzenie Chevalleya—Warninga. Niech f1, f2,..., fm € Z[z1, 22, ..., Zx]
bedq niezerowymi wielomianami wielu zmiennych o sumie stopni mniejszej niz liczba
wszystkich zmiennych, tzn. deg(fi) + deg(f2) + ...+ deg(fm) < n. Wtedy liczba ich
wspdlnych istotnych rozwigzan modulo p jest podzielna przez p.

Zanim zobaczymy dowdd twierdzenia, warto przyjrzec sie kilku przyktadom
i wnioskom. Twierdzenie Chevalleya—Warninga jest waznym narzedziem w badaniu
rozwiazalnosci réwnan diofantycznych.

Rozpatrzmy, na przyklad, réwnanie 22 — 3y? + 72 =0 (mod p). Jego stopien jest réwny
dwa, a sa trzy zmienne. Zatem z powyzszego twierdzenia liczba rozwiazan istotnych
jest podzielna przez p. Ten wielomian ma trywialne rozwiazanie 0 — 3-02 4+7-0 =0
ip> 1, wiec musi istnieé¢ takze pewne rozwigzanie nietrywialne, tzn. takie, ktére ma
przynajmniej jedng wspolrzedna niezerowa. Na przyktad, dla p = 2 mamy nastepujace
cztery rozwigzania istotne: (0,0,0), (1,1,0), (1,0,1) i (0,1, 1).

Rozumujac podobnie, udowodnimy teraz, ze réwnanie a® +b*> +1=0 (mod p) ma
rozwiazanie. W tym celu przyjrzyjmy sie réwnaniu z2 4+ y? + 2% = 0 (mod p). Tak
samo jak w poprzednim przykltadzie mozemy uzasadnié, ze istnieje nietrywialne
rozwiazanie (xo, Yo, z0) modulo p. Zalézmy bez straty ogdlnosci, ze zo Z 0 (mod p).
Wtedy p| (zozg 1) + (yozg )? + 1 (gdzie 25 ' jest odwrotnoécia zo modulo p). A stad
wnioskujemy, ze réwnanie a® + b? 4+ 1 = 0 (mod p) ma rozwigzanie.

Zwrbdémy jeszcze uwage na pewng delikatng kwestie mogaca wzbudzaé niepokdj.
Wezmy, na przyktad, réwnanie 22 4+ 3* = 0 (mod 3). Ma ono dok}adnie jedno istotne
rozwiazanie — trywialne. Liczba zmiennych jest réwna stopniowi wielomianu, wiec
nie mozemy stosowaé twierdzenia Chevalleya-Warninga. Ale z° + 4% +0-2 =0
(mod 3), réwnowazne naszemu, ma juz trzy zmienne i stopief réwny 2. Czy zatem
otrzymali$my sprzeczno$é¢ w matematyce? Nie: zmienila nam sie liczba zmiennych

i zbiér rozwigzan jest juz tréjelementowy: (0,0, 0), (0,0,1), (0,0, 2).
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Rozwigzanie zadania M 1379.
Niech K bedzie najmniejsza liczba o tej
wlasnodci, ze f(z) < K dla kazdej liczby
rzeczywistej . Pokazemy, ze wéwczas f
jest funkcja stala, rowna K w kazdym
punkcie. Zalézmy nie wprost, ze dla
pewnego z jest f(z) < K. Skoro
[+ K
2
to z okreslenia liczby K znajdziemy
liczbe x, dla ktorej
,f(2)2+K < f(@).

To jednak daje sprzecznos$é, bowiem

f(z)+ K N z+2x— 2z
KK (2200

f(z) + f(2z — 2) - f(z) + K
2 = 2 '

< K

)

<

Spoéjrzmy na przyklady opisanego
w artykule przyporzadkowania.
Pogrubione krawedzie naleza go
podgrafu H.

W tym przyktadzie mamy x5 # 0,
x1,2 #0, w24 7# 0 oraz x36 # 0.
Podgraf H sklada si¢ z dwoch
sktadowych. Mamy tez, miedzy innymi,
deg(1l,H) = 2, a deg(5, H) = 1.

PrzejdZzmy do dowodu twierdzenia. Gléwny pomyst to wyrazenie liczby wspdlnych
rozwiazan w postaci tadnej funkcji — najlepiej takze wielomianu.

Wykazemy najpierw, ze wielomian

W(z1,...,xzn) =
=1 = fi(zr,. . z)” DA = fo(zr, )™ ) o (L= fonl@n, . zn)P )
przystaje do 1 modulo p, jezeli (z1,...,x,) jest wspOlnym rozwiazaniem f1, f2, ..., fn,

i przystaje do 0 w przeciwnym przypadku. Dlaczego tak jest? Z Malego Twierdzenia
Fermata a?~! = 0 lub 1 modulo p w zaleznosci od tego, czy p dzieli a, czy nie. Zatem i-ty
czynnik W przystaje do 1 dla rozwiazania f; modulo p, a do 0 w przeciwnej sytuacji.

Wynika stad, ze liczba istotnych rozwiazan przystaje modulo p do

Z W(a:l,...,xn).

:01,:02,.4.@"62,,
Musimy udowodnié, ze ta suma jest podzielna przez p.
Niech H(z1,22,...,x,) = 2] z5? ... 25" bedzie pewnym jednomianem W. Wykazemy
najpierw, ze
) p‘ S H,...,z).
1,82, T €Ly

Zauwazmy, ze

— ay a2 an __
E H(z1,22,...,Zn) = E rites? L xyt =

1,22,...,2n ELp Z1,82,...,2n €Ly
— al az an
(D)X ) (X ).
7 GZP IL'2EZP anZp

Suma wszystkich wykladnikéw a; jest mniejsza niz (p — 1)n, gdyz

a1+ az+...+an, =deg(H) < deg(W) = (p—1)(deg(f1) + ... +deg(fm)) < (p—1)n
(ostatnia nieréwno$é wynika z zalozen twierdzenia). Dlatego istnieje przynajmniej
jeden wyktadnik ax mniejszy niz p — 1. Dla ar = 0 wzér (2) jest prawdziwy, poniewaz
k-ty czynnik w powyzszym iloczynie jest réwny p. Natomiast dla ar > 0 ze wzoru (1)
otrzymujemy

D agk =1 2% 4+ (p—1)™ =0 (mod p),
.ICkEZp

zatem takze i caly iloczyn jest podzielny przez p.

Poniewaz W jest suma swoich jednomianéw, to réwniez

p‘ Z W(x1,...,Zn),

zl,zg,.“,znezp

co nalezato wykazaé. [J

Uzyjemy teraz twierdzenia Chevalleya—Warninga do rozwigzania problemu z teorii
graféw. Stopniem wierzchotka grafu bedziemy nazywali liczbe krawedzi z niego
wychodzacych. Zakladamy, ze graf nie ma petelek (krawedzi o tym samym poczatku
i koncu). Méwimy, ze graf jest n-regularny, jezeli stopienn kazdego wierzchotka jest
rowny n. Badanie takich graféw pasjonowato wielu matematykéw, szczegdlnie ze —
ze wzgledu na swoja symetrie — naturalnie pojawiaja sie one w licznych problemach.
Ciagle istnieje wiele nierozwigzanych hipotez dotyczacych tej klasy grafow.

Twierdzenie o podgrafie p-regularnym. Niech G bedzie grafem 2p — 1 reqularnym
dla pewnej liczby pierwszej p. Wtedy w G istnieje spdjny p-regularny podgraf.

Idea dowodu polega na opisaniu swiata kombinatorycznego réwnaniami
diofantycznymi. Niech E bedzie zbiorem krawedzi, a V' zbiorem wierzchotkéw G.
Niech H bedzie (niekoniecznie spdjnym) podgrafem G zawierajacym wszystkie
jego wierzcholki (jak na rysunku). Krawedzi w G o koncach i, j przypiszmy pewna
niezerowa liczbe x; ; € Zy, jezeli ta krawedz lezy w H, i zero w przeciwnym przypadku.
Stopien i-tego wierzchotka w H (oznaczany dalej deg(i, H)) przystaje modulo p,
na mocy Matego Twierdzenia Fermata, do
>

veV, (i,v)EE
I odwrotnie, zauwazmy, ze kazdy wybor liczb z; ; € Z, daje nam pewien podgraf H
(zaktadamy, ze zawiera on wszystkie wierzchotki ). Kluczowe w dowodzie jest
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Tym razem x1 5 # 0, x1,2 #0, x24 #0
oraz x4 5 # 0. Podgraf H sklada si¢

z trzech sktadowych — jednego podgrafu
2-regularnego i dwéch podgraféw
trywialnych (wierzchotkéw izolowanych).
Ponadto deg(1, H) = 2 i deg(5, H) = 2.

spostrzezenie, ze wystarczy znalezé nietrywialny podgraf H (lub réwnowaznie liczby
x;,; € Zp, nie wszystkie zerowe), ktérego kazdy wierzcholek ma stopien podzielny
przez p (czyli p| deg(i, H)). Dlaczego? Nietrywialny podgraf H ma nietrywialna
sp6jna sktadowa. Nietrywialna spdjna sktadowa takiego H bedzie wlasnie szukanym
p-podgrafem: p| deg(i, H) i deg(i, H) < 2p — 1, wiec deg(i, H) jest réwny 0 lub p, ale
w tej nietrywialnej spdjnej sktadowej kazdy wierzchotek bedzie mial stopien p, bo
wierzcholki stopnia 0 sg izolowane.

Udalo nam si¢ sprowadzié¢ nasz problem do rozwiazania uktadu réwnan diofantycznych

deg(i, H) =

Z xfyll =0 (mod p).

vEG, (i,v)EE

Tych wielomianéw jest |G|, kazdy ma stopien p — 1 i zalezy od zmiennych z; ; (dla
wszystkich ¢, j polaczonych krawedziag w G). Suma stopni tych wielomianéw jest
réwna (p — 1)|G|. Liczba zmiennych jest taka sama jak liczba krawedzi w G, czyli
1(2p — 1)|G| (kazdy wierzcholek G ma stopiefi 2p — 1 i kazda krawedz ma dwa korice)
— to wiecej niz (p — 1)|G|. Poniewaz ten uktad réwnan diofantycznych ma trywialne

rozwigzanie oraz p > 1, wiec z twierdzenia Chevalleya—Warninga istnieje szukane

rozwigzanie nietrywialne.

Powyzsze twierdzenie zostato takze udowodnione dla p bedacego potega liczby
pierwszej, ale do tej pory nie wiadomo, czy jest ono prawdziwe dla dowolnej liczby
naturalnej. Laczac otrzymany przez nas rezultat z argumentami kombinatorycznymi,

Czytelnikéw zainteresowanych

tematem zache¢cam do zajrzenia

do pracy Nogi Alona Combinatorial
Nullstellensatz, ktéra byla moja
inspiracjg do napisania tego artykutu.
Praca ta zostala wydrukowana

w 8. numerze czasopisma Combinatorics,
Probability and Computing, jest tez
dostepna na stronie internetowej autora.
Mozna w niej znalezé dowody réznych
twierdzen kombinatorycznych i tych
dotyczacych addytywnej teorii liczb.

r-regularny.

mozna wykazaé, ze dla k > 4r kazdy k-regularny graf bez petelek zawiera podgraf

Warto jeszcze zwréci¢ uwage, ze nie przypadkiem udato nam si¢ opisaé¢ zagadnienie
kombinatoryczne za pomoca ukladu réwnan diofantycznych. Mozna udowodnié
metatwierdzenie, ze kazdy skorniczony problem kombinatoryczny (np. dotyczacy
graféw) mozna sprowadzié do rozwigzania pewnego réwnania diofantycznego modulo p
(formalnie, kazdy podzbiér w Zj jest zbiorem zer pewnego wielomianu). Niestety,
rozwiazanie takiego réwnania diofantycznego jest prawie zawsze duzo trudniejsze niz
rozwiazanie zagadnienia, od ktérego wyszliSmy.

Zdegenerowany trojkat

Sensacyjna (i staba naukowo) powie$é Dana Browna Anioly

1 demony rozpoczyna sie watkiem zamordowania Leonarda Vetry,
ksiedza i fizyka, ktérego celem bylo nauke ,doprowadzi¢ do tego,
by potwierdzala istnienie Boga” oraz ,udowodnienie, ze zdarzenia
opisane w Ksigdze Rodzaju byly mozliwe”. W swej najnowszej
ksiazce pt. Filozofia przypadku Michal Heller, takze ksiadz i fizyk,
jawi sie jako przeciwienstwo tej postaci.

Chociaz podstawowym tematem ksiazki jest, jak wskazuje tytul,
pojecie przypadku, na drugim planie czai si¢ pytanie, ktore

od lat jest przyczyna goracych debat. Skad sie bierze ewolucja
od prostszych do bardziej skomplikowanych struktur (biologiczna
lub kosmiczna) i jak interpretowaé prawa nig rzadzace?

Michat Heller wskazuje we wstepie do Filozofii przypadku na krance
mapy mozliwych opinii w tej kwestii. Przywoluje nazwiska
Richarda Dawkinsa, wybitnego propagatora teorii ewolucji, dla
ktérego wystepujacy w jej sformutowaniu czynnik przypadkowosci
w pewnym momencie zaczal stanowi¢ argument na rzecz
radykalnego ateizmu, oraz Williama Dembskiego, jednego z twércoéw
tzw. inteligentnego projektu, czyli koncepcji, ze w przyrodzie
mozna znalezé gdzieniegdzie nieredukowalna ztozonos$é, Swiadczaca
o ingerencji Stwércy w proces ksztaltowania si¢ zycia. Cho¢ Heller
tego nie czyni w systematyczny sposéb, ciekawe jest poszukaé

na tej mapie stanowisk wyrazanych przez koscioty. Na przyktad,

w dokumentach polskiego Episkopatu znajdujemy opinig, iz ,,pewne
Srodowiska ateistyczne usiluja zastepowaé chrzescijanska nauke

o stworzeniu ideologicznym, materialistycznym ewolucjonizmem |[. . .]
od gloszenia »przypadku« jako zrédla wszystkiego, co istnieje, przez
przyjecie »$lepych sit natury« [...] jako wylacznych sit sprawczych
w procesach ewolucyjnych” (stanowisko Rady Naukowej Konferencji
Episkopatu Polski, 2006).
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We wszystkich wzmiankowanych stanowiskach stowo ,przypadek”
jest wyraznie przeciwstawione czynnikom racjonalnym,
determinizmowi, czy zgota planowemu dziataniu. Filozofia
przypadku poswiecona jest przede wszystkim ,odczarowaniu”
tego stowa. Obecno$¢ powyzszego rozumienia przypadku

w filozofii i teologii jest, zdaniem Hellera, niechlubna spuscizna
po Arystotelesie, ignorujaca powstanie i rozwdj rachunku
prawdopodobienstwa oraz teorii uktadéw dynamicznych

jako dojrzatych i waznych galezi matematyki. By nie by¢
gotostownym, historii tych dziedzin wiedzy autor przypatruje
sie uwaznie przez spora czesé¢ ksiazki. Ta podrédz przez wieki

i idee przygotowuje czytelnika na teze wyrazona w ostatniej
czesci ksiazki: z punktu widzenia fizyka uktady podlegajace
ewolucji (obserwowalna czgé¢ Wszechs§wiata, organizm zywy)
nalezy modelowaé jako otwarte, nieliniowe uktady dynamiczne
(by¢ moze nawet deterministyczne!), ktérych stan moze

sie niekiedy znacznie zmienia¢ w wyniku oddzialywania

z fluktuacja $rodowiska.

Dla Hellera mozliwo$¢ wyrazenia i studiowania praw przyrody
w jezyku matematyki i fizyki wskazuje na istnienie Wielkiej
Kosmicznej Matrycy realizujacej to, co Einstein nazwal
Zamystem Boga. Jesliby jednak odrzucié¢ niewymagane przez
przyrode interpretacje, okaze sie, ze poglady Hellera lokuja
sie bardzo blisko analogicznie odfiltrowanych pogladéw
Dawkinsa. Skromnie wydana, lecz ciekawie udokumentowana
i niezwykle wciagajaca ksiazka okazuje sie zatem aktem
nieomal wywrotowym.
K. T.

M. Heller, Filozofia przypadku, Copernicus Center Press, Krakow 2012.
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Poréwnanie wielkosci wspdétczesnego
czlowieka i Owiraptozaura (powyzej)
oraz Lucy (ponizej).

Paleontologiczne Sledztwa

Na I Warszawskim Festiwalu Nauki w Muzeum Paleontologicznym
Panstwowego Instytutu Geologii pojawit si¢ Dyzio — barwny model
Owiraptozaura (czyli porywacza jajek), ktérego §lady odnalazt w Polsce
tropiciel takich odciskéw, dr Gerard Gierlinski. Po prawdziwym Dyziu
zostal tylko odcisk na miejscu, w ktérym spoczal, bylo to miejsce
rewelacyjne, poniewaz odcisnetly si¢ tam rowniez pidra. Od tego czasu
istnienie upierzonych dinozauréw zostato wielokrotnie potwierdzone.
Czy lataly? Do czego te pidra stuzyly?

Ostatnio paleontolodzy przyjrzeli sie skamieniatym ko$ciom ogonéw
upierzonych dinozauréw czterech réznych gatunkow, ktore dzieli

45 milionéw lat. Koficowe kregi zrosty sie w strukture przypominajaca
zaostrzong lopatke (taka strukture maja kregi ogonowe tylko
wspOlcezesnych ptakéw). Znaleziono réwniez odcisk piér rozchodzacych
si¢ od takiej ptytki w formie wachlarza.

Piéra dinozauréw pédznej epoki kredowej umozliwiaty wielu gatunkom lot,
a takze je ogrzewaly. Poprzedzajace ptytke drobne kregi z przyczepami
dla duzych miesni sugeruja duza ruchliwosé¢ umozliwiajaca machanie
ogonem we wszystkich kierunkach. Budowa czaszki (grzebien kostny)

i wachlarzowaty ogon pozwalaja takze na wysnucie hipotezy, iz

upierzony ruchliwy ogon i grzebien na glowie byly ozdoba i wabikiem

w czasie zalotéw.

Tak to paleontolodzy siggaja do coraz dokladniejszych pomiaréw
i wnioskéw. Nie tylko w sprawie dinozauréw.

Przez Centrum Nauki Cosmo Caixa w Barcelonie wedruje trdjka

postaci podobnych do dzisiejszych ludzi, zostawiajac slady, ktére

znamy z wielu raportéw odkrywcéw afrykanskich przodkéw czltowieka.
Jeden z wezesnych gatunkéw w tej linii, Australopithecus afarensis
(sprzed 3,5 mln lat) ma swojego przedstawiciela, dobrze zachowany

(45% kosci) szkielet ,,Lucy” (odkryty w 1974). Lucy byla niewysoka

i lekka, jej mézg zajmowat objetos¢ okoto 500-600 ml. Badacze szkieletu
uwazaja, ze byl to juz ,uziemiony” gatunek: sadzi sie, ze Lucy swobodnie
chodzita w postaci wyprostowanej. Wszyscy znamy popularne wyrazenie:
wprzodkowie ludzi zeszli z drzew”. Niektorzy paleontolodzy utozsamiaja
naziemny tryb zycia z ,cztowiekowatoscia”. Wiec moze zeszli, ale czy juz
nie wracali?

Analizuje sie zatem rozmiary kosci (st6p, podudzi) i ich wzajemne
polozenie. Lucy miala sklepione podbicie stopy, co utozsamia si¢
z niemozno$cia wspinania na obiekty pionowe. Ale od czego umyst
naukowca, ktory ma zwyczaj kwestionowaé wszelkie teorie, dopdki
zaden fakt im nie przeczy. Antropolodzy zbadali zatem przedstawicieli
dzisiejszych plemion: w Afryce (Twa — zbieraczy i my$liwych, wobec
Bakiga — rolnikéw) i na Filipinach (Agta — zbieraczy i mys$liwych,
wobec Manobo — rolnikéw). Twa i Agta czesto wspinaja sie na drzewa
(np. w poszukiwaniu miodu) metoda ,chodzenia” po pniu stopami,
jak gdyby na czworakach, z naprzemiennym wspomaganiem rekoma.
Wspinacze maja dhuzsze migs$nie tydek i bardziej elastyczne kostki, co
potwierdzono w badaniach ultradzwickowych. Stopy przystosowane
do chodzenia po ziemi mogg nadal wspomagaé¢ wspinaczke na drzewa
wspotczesnych ludzi i mogly wspomagaé Lucy.

Magdalena FIKUS
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réwnoleznik
obserwatora

plaszcezyzna
orbity Ksiezyca

Rys. 1. Polozenia obserwatora O; i O2
oraz Ksiezyca K1 i Ko w chwilach
obserwacji, odpowiednio, t1 i to.

réwnoleznik obserwatora

Rys. 2. Rzuty kierunkéw do Ksiezyca na
plaszczyzne ruchu obserwatora, czyli na
plaszczyzne réwnoleznika.

*Wydzial Fizyki,
Uniwersytet w Bialymstoku

Jak wyznaczy¢
odlegltos¢ Ziemia—Ksiezyc?
Andrzej BRANICKI®

Odpowiedz na zawarte w tytule pytanie brzmi: bardzo latwo. Wystarczy
lornetka, a w szczegdlnych sytuacjach mozna nawet prowadzi¢ obserwacje
golym okiem. Ta ostatnia metoda umozliwia, oczywiscie, jedynie zgrubne
oszacowanie odleglosci, natomiast rezultaty obserwacji wykonanych lornetka
zashiguja juz na miano pomiaru.

Nawet jesli, Drogi Czytelniku, nie jestes jeszcze astronomem amatorem, podana wyzej
odpowiedz jest stuszna takze i w Twoim przypadku. Kolorowym tekstem podamy tu
kilka rad dla bardzo poczatkujacych adeptow sztuki obserwacji nieba.

Kilkakrotne spojrzenie na niebo w odste¢pie paru godzin przekonuje nas, ze
Ksiezyc nieustannie zmienia swoje potozenie wzgledem gwiazd, przemieszczajac
sie na ich tle w lewo, tj. przeciwnie do kierunku swojego ruchu wzgledem
horyzontu. Ruch ten jest ztozeniem ruchu orbitalnego Ksiezyca oraz ruchu
obserwatora poruszajacego si¢ w przestrzeni wraz z obracajaca si¢ Ziemia. Jezeli
zatem z zaobserwowanego katowego przemieszczenia Ksiezyca € wyodrebnimy te
jego czesé m, ktéra jest nastepstwem zmiany miejsca obserwacji, bedziemy mogli
wyznaczy¢ odlegtosé do Ksiezyca r na podstawie odlegtosci D, o jaka przesunat
sie podczas pomiaréw obserwator.

Jak wyznaczy¢ warto$¢ n?7 Przyjmijmy, ze obserwator dokonal dwukrotnej
rejestracji pozycji Ksiezyca na tle gwiazd. Rysunek 1 przedstawia polozenia
obserwatora O7 1 O, oraz Ksiezyca K7 i Ko w momencie pierwszej i drugiej
obserwacji, odpowiednio #; i 5. Na rysunku 2 ta sama sytuacja jest pokazana
od strony potnocnego bieguna Ziemi. Na tym rysunku polozenia obserwatora
oraz kierunki obserwator Ksiezyc sa zrzutowane na plaszczyzne, w ktorej
porusza sie obserwator, tj. na ptaszczyzne rownoleznika obserwatora.

Dla uproszczenia rysunku przyjeto, ze obserwacje wykonane zostaly w chwilach
t1 i t2 symetrycznych wzgledem chwili t,, w ktérej Ksiezyc osiaga najwicksza
wysoko$¢ ponad horyzontem (t, — t1 = to — ty). Wowczas przemieszczenie D
obserwatora miedzy pierwsza i druga obserwacja bedzie prostopadte do
kierunku na Ksiezyc w chwili jego gérowania. Ze wzgledu na znikomosé

tego przemieszczenia w porownaniu z odlegloscia do gwiazd mozna przyjac,
ze dwie réwnolegle linie oznaczone (na rys. 2) symbolem Ko, wychodzace

z miejsc obserwacji Op i Oz, wskazuja na tle gwiazd ten sam punkt. Jest

to miejsce, w ktorym jest widoczny Ksiezyc podczas drugiej obserwacji.
Prosta K (linia kropkowana) pokazuje natomiast kierunek do Ksiezyca,

jaki wskazalby obserwator w chwili t5, gdyby patrzyl z miejsca, w ktérym
dokonywal pierwszej obserwacji, czyli w przypadku, gdyby przemieszczenie
Ksigzyca na tle gwiazd powodowane bylo jedynie jego ruchem orbitalnym.

7 rysunku 2 wynika takze zwiazek miedzy przemieszczeniem D i odlegloscia
do Ksiezyca r. Z uwagi na to, ze kat 7 jest bardzo maly, spetniajg one
zalezno$é m ~ tgm = D/r.

Gorowanie jest chwila, w ktérej obiekt osiaga najwicksza wysokosé ponad horyzontem,
czyli wtedy, gdy przechodzi on przez plaszczyzne prostopadla do horyzontu,
przecinajaca go wzdtuz kierunku péinoc-potudnie. Wystarczajaca doktadnosé
wyznaczenia t, mozna uzyskaé, wykonujac obserwacje gotym okiem. Wystarczy,

na przyktad, okresli¢ chwile tg4,1 i tg,2 ograniczajace przedziat czasu, w ktérym

bedzie sie wydawalo, ze Ksiezyc znajduje sie¢ w kierunku potudniowym. Wartosci te
pozwola oszacowaé zaréwno moment gérowania tg = (tg,1 + t4,2)/2, jak i niepewnosé
oszacowania Aty = (tg1 — tg,2)/2.

Rysunek 3 przedstawia polozenia Ksiezyca na tle gwiazd tak, jak widzi je
ziemski obserwator. Zaznaczono tam réwniez przestrzenna orientacje ptaszczyzny
réwnoleglej do plaszczyzny ruchu obserwatora. Zaobserwowane przemieszczenie
Ksiezyca wzgledem gwiazd (K7 — K3) o kat € jest wypadkowa orbitalnego
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Rys. 3. Polozenia Ksigzyca K; i K2 na tle gwiazd obserwowane
z Ziemi w chwilach ¢1 i t2. Przez K3 oznaczono potozenie
Ksiezyca, jakie widzialby nieruchomy obserwator pozostajacy

przemieszczenia Ksiezyca o kat wi (61 — ta) = wix At

w plaszezyznie orbity Ksiezyca (K7 — K3) oraz
przemieszczenia o kat m wynikajacy z przesuniecia
obserwatora w plaszczyznie rownoleglej do plaszczyzny
jego ruchu (K3 — K3). Zwrot przemieszczenia 7 jest
przeciwny do kierunku ruchu obserwatora, czyli zgodny
z ruchem gwiazd wzgledem horyzontu — w prawo.

Najprostszy sposéb wyznaczenia wx polega na zarejestrowaniu
pozycji Ksiezyca wzgledem gwiazd w chwilach jego

gbérowania tg4 1 1 tg 11 podczas dwoch kolejnych nocy (rys. a).

W chwili gérowania pozycja obserwatora wzgledem prostej
taczacej $rodek Ziemi i Ksiezyca jest taka sama, wiec
zaobserwowane katowe przemieszczenie Ksiezyca Ak, bedzie
spowodowane wylacznie jego ruchem orbitalnym.Oznacza

to, ze wx = AK/|tg 11 — tg,1|. Jesli przemieszczenie

Ksiezyca na tle gwiazd € bedzie okreslane na oko, to

stale w O1. Punkty K} i K} sa rzutami punktéw odpowiednio usprawiedliwione bedzie przyjmowanie na wx wartosci
K> i K3 na plaszczyzng réwnoleznika obserwatora. $redniej wynikajacej z okresu jego obiegu wokél Ziemi

Rys. a. Wyznaczanie chwilowej predkodci
katowej Ksiezyca.

wr = 27/(27,32 doby) = 9,610 - 107 rad /h.

Punkty K3, Ko i Kj oraz K1, K3 i K}, przedstawione na rysunku 3, wyznaczaja
dwa trojkaty sferyczne. Dhugosci bokow tych tréjkatéow mozna opisaé katami
odpowiednio e, Ad 1 ¢’ oraz wxAt, Ad 1 wi At. Jedli odstep czasu pomigdzy
pierwsza i druga obserwacja At bedzie wynosit kilka godzin, to wszystkie te katy
beda bardzo male i tréjkaty sferyczne Ky Ko K) i K1 K3 K% mozna przyblizyé
przez trojkaty ptaskie. Otrzymamy stad:

1 T =wi At — ' = /(W At)2 — AJ2 — /2 — A§2
() K )

co pozwoli nam juz obliczy¢ odlegloé¢ do Ksiezyca r przy znajomosci
przesuniecia D.

Do wyznaczenia wartosci kata Ad niezbedna jest znajomosé kierunku, w ktorym
przesunal si¢ Ksiezyc wzgledem gwiazd w wyniku ruchu obserwatora (K3 — Kb).

Z powodu rotacji Ziemi kazdy obserwator porusza si¢ po okregu (réwnolezniku),
ktorego plaszczyzna jest prostopadta do osi obrotu Ziemi. Jesli obserwowany obiekt
znajduje sie w kierunku tworzacym z osig obrotu Ziemi kat przekraczajacy 60°,

jak ma to miejsce w przypadku Ksiezyca, to w kilkugodzinnym okresie obserwacji,
obejmujacym moment gérowania, przemieszczenie obiektu spowodowane ruchem
obserwatora bedzie niemal doktadnie rownolegte do ptaszczyzny ruchu obserwatora.
Poniewaz o$ obrotu Ziemi mozna utozsamiaé z osia obrotu nieba, wiec ptaszczyzna
ruchu obserwatora (plaszczyzna réwnoleznika) jest prostopadla do tej osi.

Na rysunku lub mapie nieba reprezentowala ja bedzie linia przechodzaca przez
miejsce, w ktérym znajduje sie Ksiezyc i prostopadta do kierunku na biegun nieba
(Gwiazde Polarng) lub linia réwnolegta do kierunku
dobowego ruchu gwiazd. Zwrot przesuniecia Ksiezyca
spowodowany ruchem obserwatora bedzie przeciwny

do ruchu obserwatora, czyli zgodny z kierunkiem
dobowego ruchu gwiazd.

Wyznaczajac przesunigcie D, warto uwzgledni¢ sytuacje
ogdblniejsza od przedstawionej na rysunku 2, mianowicie
taka, ze przestrzenne przesuniecie obserwatora L nie jest
prostopadte do kierunku na Ksiezyc w chwili jego
gérowania, tj. gdy ty —t1 # ta —t, (rys. 4). Patrzac

na trojkat o wierzchotkach w punktach O1, Oz i w $rodku
Ziemi, stwierdzamy, ze L = 2Ry cos ¢ sin (%szt), gdzie
Rz jest promieniem Ziemi, ¢ szerokoécia geograficzna
obserwatora, zas wy predkoscia katowa ruchu wirowego
Ziemi. Rzut calkowitego przestrzennego przemieszczenia

Rys. 4. Widok Ziemi od strony bieguna. Przez L i D oznaczono obserwatora L na kierunek prostopadly do kierunku
przemieszczenie obserwatora oraz rzut tego przemieszczenia ZiemiastiQZyc w chwili g(’)rowania Ksigiyca jeSt

na kierunek prostopadly do kierunku Ziemia—Ksiezyc w chwili
gérowania Ksiezyca. Jak poprzednio, O;1 i Oy oznaczaja

réwny D = Lcos(90° — ) = Lsin 6. Poniewaz za$

polozenia obserwatora w chwilach odpowiednio t; i t2. 0 = 180° — n—wz (tz — tg) oraz 1n = 90° — %szt, WiQC
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t1+ 4 godz t1

kierunek dobowego ruchu gwiazd

Rys. b. Przyktad przyblizonej oceny
polozenia Ksiezyca w oparciu o jeden
bliski, jasny obiekt. Linig przerywana
narysowane sg okregi informujace

o wielkosSci btedu lokalizacji tarczy
Ksiezyca.

ostatecznie otrzymamy

1 1
(2) D = 2Rz cos psin (szAt> cos (wz (tg — §(t1 + t2)>) .

Podstawiajac obliczone ze wzordéw (1) i (2) wielkosci 7 oraz D do zaleznosci
r = D /7, uzyskujemy szukana odleglo$é do Ksiezyca.

Wzgledna dokladnosé wyznaczenia katow € i Ad bedzie tym wigksza, im dluzszy bedzie
odstep czasu At miedzy obserwacjami. Wzrostowi dokltadnosci sprzyjata bedzie réwniez
sytuacja, gdy Ksiezyc bedzie potozony w poblizu jasnych gwiazd lub planet. Minimalnym
wymogiem bytby jeden jasny obiekt w odlegtosci nieprzekraczajacej $rednicy pola widzenia
lornetki. W tym przypadku do zbudowania uktadu odniesienia pozwalajacego ocenié
przesuniecie Ksigzyca wzgledem obiektu nalezy wykorzysta¢ dwa dowolne punkty na
tarczy Ksiezyca lub przynajmniej jego rogi (rys. b). Rezultatem obserwacji powinno byé
zaznaczenie na rysunku lub mapie dwéch potozen Ksiezyca wzgledem gwiazd, zanotowanie
chwil ¢; i to dokonania tych lokalizacji oraz zaznaczenie kierunku ruchu obserwatora.

Jesli zdarzy sie tak, ze w poblizu Ksiezyca znajdzie si¢ jasna gwiazda lub jedna

z jasnych planet (np. Wenus, Mars, Jowisz, Saturn), a okres At nie bedzie krétszy
niz cztery godziny, to oceny przesuniecia Ksiezyca bedzie mozna dokonaé¢ nawet

bez korzystania z lornetki. Sytuacje takg nalezy potraktowaé jak zaproszenie do
naukowej zabawy (jej rezultat bedzie bowiem tylko grubym oszacowaniem odleglosci).
Obserwacja polegata bedzie na zapamigtaniu potozenia Ksigzyca wzgledem jasnego
obiektu w chwili ¢; i poréwnaniu go z potozeniem w chwili 5. Zaobserwowane w ten
sposéb przesuniecie katowe € najlepiej bedzie okresla¢ jako wielokrotnosé srednicy
Ksiezyca, a nastepnie wyrazi¢ je w radianach, przyjmujac na $rednice tarczy wartosé
0,5° & 0,0087 rad. Gdy zatem, Drogi Czytelniku, zobaczysz w poblizu Ksiezyca jasny
obiekt, to — dla utatwienia pamieciowych rachunkéw — mozesz przyjac, ze katowa
$rednica Ksiezyca jest réwna 0,01 rad, wx = 0,01 rad/h, zaniedbaé A§ oraz pamietad,
ze w ciagu godziny Ziemia przenosi kazdego europejczyka na odlegto$¢ okoto 1000 km.
Przy tych zalozeniach, jesli At bedzie wyrazone w godzinach, a e jako wielokrotnosé
$rednic Ksiezyca, to D & 1000At km, 7 =~ (At — ¢)/100, za$ r = D/m km.

Udanych obserwacji i dobrej zabawy!

Kacik przestrzenny (16):

Rys. 1

Sfera styczna do krawedzi czworoscianu

Dla trojkata definiujemy okrag opisany i okrag wpisany. Podobnie

z czworoscianem mozna zwigzaé dwie naturalne sfery: sfere przechodzaca
przez wierzcholki (opisana) oraz sfere styczng do $cian (wpisana). Mozna
jednak rozwazaé jeszcze trzecia ciekawa sfere — styczna do krawedzi. Taka
sfera na pewno istnieje dla czworoécianu foremnego (jej Srodek pokrywa sie
ze $rodkami sfery wpisanej i opisanej, zas promien jest réwny odlegloéci tego
punktu od dowolnej krawedzi). Dla jakich innych czworo$cianéw mozna taka
sfere znalez¢? OdpowiedZ zawarta jest w nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 1. Nastepujgce warunki sg rownowazne:

(a) istnieje sfera styczna do wszystkich krawedzi czworoScianu,

(b) istniejq cztery parami styczne sfery o Srodkach w wierzcholkach
czworo$cianu,

(¢) sumy dlugosci trzech par przeciwleglych krawedzi czworo$cianu s¢ réwne,

(d) okregi wpisane w Sciany czworoscianu sq¢ parami styczne.

Dowdd. (a)=(b). Oznaczmy przez K, L, M, N, O, P punkty styczno$ci danej

sfery odpowiednio z krawedziami AB, BC,CD, DA, BD, AC. Wéwczas

z Najmocniejszego Twierdzenia Stereometrii (patrz Kacik 2) otrzymujemy

AK = AN = AP =a, BK =BL=DBO =1,
CL=CM=CP=¢, DM=DN=DO=d.
Nietrudno teraz zauwazy¢, ze sfery o srodkach A, B, C, D i promieniach
odpowiednio a, b, ¢, d sa parami styczne.
(b)=(c). Przyjmujac poprzednie oznaczenia, otrzymujemy
AB4+CD=AK+BK+CM+DM =a+b+c+d
i podobnie AC+BD =a+b+c+d=AD + BC.
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K> K

Rys. 2

Rys. 3

Rys. 4

Wzér ten mozna uzasadnié, rozwazajac
inwersje o srodku w punkcie stycznosci
sfer o srodkach A i B. Po niedlugich
rachunkach otrzymujemy utamek, ktérego
licznik jest rowny 2abced, za§ mianownik
jest doé¢é skomplikowanym wyrazeniem
zaleznym od a, b, ¢, d — mozna si¢
przekonad, ze takim wtasnie wzorem
wyraza si¢ potrojona objetodé tego
czworo$cianu. Autor nie zna uzasadnienia,
ktére nie wymagaloby przejécia przez

ten wzor.

(c)=(d). Zalézmy, ze okregi wpisane w trojkaty ABC i ABD sa styczne
do krawedzi AB odpowiednio w punktach K7 i Ko. Wtedy wykorzystujac
zaleznos¢ AD + BC = AC + BD, otrzymujemy

2BK, =AB+ AC — BC =AB+ AD — BD =2BKoy,

a wiec K1 = Ko, czyli okregi te sg styczne do krawedzi AB w tym samym
punkcie. W ten sam sposéb stwierdzamy, ze kazde dwa okregi wpisane
w $ciany czworoScianu sg styczne.

(d)=-(a). Zalézmy, ze okregi wpisane w Sciany czworoscianu sa parami
styczne i oznaczmy przez K, L, M, N, O, P ich punkty stycznosci
odpowiednio z krawedziami AB, BC,CD, DA, BD, AC. Przez $rodki

Ip oraz Ic okregéw wpisanych odpowiednio w Sciany ABC i ABD
prowadzimy proste prostopadte do tych Scian. Poniewaz leza one

w plaszczyznie KIcIp i nie sa rownolegle, wiec maja punkt wspélny S.
Istnieje sfera o $rodku S zawierajaca okregi wpisane w $ciany ABC i ABD
(a wigc styczna do pieciu krawedzi czworo$cianu zawartych w tych écianach).
Czeécia wspolna tej sfery z plaszczyzng BCD jest okrag styczny do BC

w punkcie L, za$ do BD w O. Taki okrag jest wyznaczony jednoznacznie,

a zatem z zalozenia wnosimy, ze musi by¢ to okrag wpisany w tréjkat BCD.
Stad wniosek, ze dana sfera jest tez styczna do krawedzi CD. O

Sfera styczna do krawedzi czworodcianu ma pewne cechy analogiczne do
wlasnosci okregéw wpisanych w trojkat czy czworokat. Jedna z nich jest
nastepujaca wlasno$é, ktora mozna nazwaé odpowiednikiem twierdzenia
Brianchona.

Twierdzenie 2. Sfera s jest styczna do wszystkich krawedzi czworoscianu.
Wowczas odcinki tgczgee punkty stycznosci lezgee na przeciwleglych
krawedziach przecinajg sie w jednym punkcie.

Dowdd. Oznaczmy, jak poprzednio, przez K, L, M, N,O, P
~TIoz-:=-x punkty stycznosci sfery s z krawedziami czworoscianu

L= ABCD. Wykazemy najpierw, ze punkty K, L, M, N leza na
jednej plaszczyznie.

Jesli AB = BC,to AD = CD iproste KL i MN sa réwnolegte, wiec leza
na pewnej ptaszczyznie. W przeciwnym razie istnieje punkt X przeciecia
prostych KL i AC. Z twierdzenia Menelaosa otrzymujemy

CL BK AX (CL AX CM AX CM DN AX

Zatem z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Menelaosa wnosimy, ze
punkt X lezy réwniez na prostej MN. W takim razie i w tym przypadku
punkty K, L, M, N leza na jednej plaszczyzZnie.

Odcinki KM i LN maja wiec punkt wspélny Wi. Analogicznie stwierdzamy,
ze odcinki KM i OP przecinaja si¢ w punkcie Wa. W ten sam sposéb
dowodzimy, ze punkty L, O, N, P leza na jednej plaszczyznie, do ktorej
nalezg w szczegdlnosci punkty Wi i Wy, Jednak odcinek KM nie lezy w tej
plaszczyznie, a wigc moze mieé z nig co najwyzej jeden punkt wspolny.
Zatem Wy = Wy i rozwazane trzy odcinki sa wspotpekowe. O

Jesli przez a, b, ¢, d oznaczymy odpowiednio promienie sfer o srodkach
A, B,C, D (jak w punkcie (b) Twierdzenia 1), za$ przez V objeto$¢ danego
czworoscianu, to promien /¢ sfery stycznej do krawedzi wyraza sie wzorem

2abcd

3V

Na zakonczenie dodajmy, ze mozna rozwazaé sfere, ktéra jest styczna do
pewnych krawedzi oraz do przedtuzen pozostatych krawedzi czworoscianu
(analogicznie do okregéw dopisanych na plaszczyznie). Zbadanie jej
wlasnosci pozostawiamy Czytelnikom.

0=

Michal KIEZA
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Logika, sens i watpliwosci

Juz przed laty, gdy bratem udzial w tworzeniu jednej z kolejnych reform nauczania
matematyki, miatem powazne watpliwosci, czy umieszczanie w programach
nauczania matematyki (podstawach programowych, wykazach efektéw nauczania,
podrecznikach itp.) dziatu logika jest zgodne ze zdrowym rozsadkiem.

Oczywiscie, wiem, ze wielu glosi, iz nauczanie matematyki (jak niegdy$ laciny,
ktorej sie zreszta uczylem) to nauka logicznego myslenia. Ale, gdy czytalem
otwierajace wowczas podreczniki do liceum rozdziaty poswiecone logice,

trudno mi bylo powstrzymac sie od wrazenia, ze nie ma w nich zadnego sensu.
Nie wymienig, rzecz jasna, zadnego konkretnego podrecznika (po co mi rozprawy
sadowe — przeciez podrecznik to wielkie pieniadze), ale wrazenie przy lekturze
kazdego z nich bylo podobne.

Od razu chcialbym powiedzieé, ze nie chodzi o opinie, iz logika nigdy
matematyce nie pomogla, bo unikanie bledéw nie jest aktem twoérczym (patrz
Nicolas Bourbaki, Elementy historii matematyki). Chodzi o co$ wiecej. Ale
nie $miatem nalega¢ na usuniecie tego dzialu ze szkolnego nauczania, bo jesli
wszyscy widzg w nim sens, to moze on tam — wbrew pozorom — istnieje.

Dopiero na sympozjum z okazji dziewieédziesieciolecia Profesora Andrzeja
Grzegorczyka dowiedzialem sig, ze moje watpliwosci nie sa odosobnione

i nawet w Instytucie Filozofii i Socjologii PAN prowadzone sa prace nad taka
modyfikacja logiki, by jej wady usunaé.

Co to za wady? Prosze spojrze¢ na zdanie:

Dwa plus dwa réwna sie cztery wtedy i tylko wtedy, gdy Plock lezy nad Wista.
Oczywiscie, zdanie to jest prawdziwe, ale czy ma sens? Przeciez miedzy pewnym
faktem arytmetycznym a innym faktem geograficznym zadnego zwiazku nie ma.
Dlaczego wiec cheemy twierdzié (ba, uczy¢ tego), ze te dwa zdania sa rGwnowazne?

Albo zdanie:

Jesli dwa plus dwa jest réwne pigé, to zachodzi twierdzenie Pitagorasa.

Z punktu widzenia logiki to zdanie jest prawdziwe. Tu juz po obu stronach implikacji
sa zdania dotyczace faktéw matematycznych. Dlaczego jednak chcemy zmusic¢
mlodego czlowieka, by widzial w tym sens?

Wyjasnienie jest proste: w pierwszym przypadku chodzi o to, ze réwnowaznosé
zdan ma miejsce, gdy warto$¢ logiczna obu zdan jest taka sama; w drugim —
o to, ze implikacja jest poprawna, gdy ma falszywy poprzednik.

A wigc logika sprowadza nasz $wiat do zbioru dwuelementowego, nic przeto
dziwnego, ze rzeczy absolutnie niepolaczone zadnym znaczeniowym
(semantycznym) zwiazkiem musza sie znajdowaé w przynajmniej jednej z dwoch
komorek, do jakiej$ musza trafic.

Powstaja dwa pytania. Po pierwsze, czemu logika zostala tak skonstruowana, ze
— abstrahujac od sensu — okalecza pojeciowy $wiat? Po drugie, czy faktycznie
nalezy trzymac ja jak najdalej od mtodziezy, bo tylko ja demoralizuje, kazac

za wiedze uwazaé takie androny, jak przytoczone powyzej?

Odpowiedz na pierwsze pytanie jest do$¢ prosta. Nowoczesna logika formalna
zostala stworzona (jak wielu uwaza) przez Gottloba Fregego (1848-1925) tak,
by obstugiwata matematyke, a te rozumiano woéwczas jako badanie prawdziwosci
zdan jezykow formalnych.

Odpowiedzi na drugie pytanie de facto nie ma. Ttumaczymy sie z uzywania
takich abstrahujacych od znaczen spéjnikéow logicznych tym, ze alternatywa,
koniunkcja i negacja sa sensowne; ze chcemy, aby mtody czlowiek wiedziat, ze
zaprzeczeniem zdania, iz istnieje cos majgce wlasno$é A, jest to, ze wszystkie
cosie wlasnosci A nie majg; ze implikacja ze zdania prawdziwego daje jednak
tylko zdania prawdziwe itd., itp.

Ale naprawde chodzi o to, ze — jak z malzenstwem i demokracja — lepszej propozycji
dotad nie wynaleziono. A szkoda.
Marek KORDOS
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Rozwigzanie zadania F 828.

Sita oddziatywania miedzy dwoma
tadunkami nie moze zaleze¢ od wyboru
jednostek. Piszac zatem ogdlnie, mamy
Q1Q2

F=k- S

r
Oznaczajac primami wielko$ci pisane
w konwencji anglosaskiej (np. uktad

jednostek CGSE lub Gaussa), mamy

Q> K
=\ 7

Q/2
Stad:

Q =q/ 471'60:@(:,/“1—0.
4

gdzie po = 1077N/A2 jest przenikalnos$cia
magnetyczng prézni. Podstawiajac
wartosci liczbowe dla tadunku
elementarnego, otrzymujemy

e ~1,5-1071° m\/N.

Zwréémy uwage, ze kolejnosé
przegladania podzbioréw w petli jest
istotna, tzn. jesli S’ C S, to S’ powinien
zostaé rozpatrzony przed S. Szczesliwie
si¢ sklada, ze przy reprezentacji

za pomocg masek bitowych przegladanie
w kolejnosci rosngcych liczb (od 1

do 2™ — 1) ma te wlasnosé.

Element v mozna wyznaczy¢, znajdujac
najmniejszy zapalony bit w masce
bitowej. Przyktadowo, w jezyku C++
(kompilatory GCC) stuzy do tego
operacja __builtin ctz (ang. count
trailing zeros). Jesli nie mamy dostgpu
do takiej operacji, mozemy zrobié to
tak: m[S] = 1, jesli S jest nieparzyste,
oraz m[S] = 1+ m[S/2] w przeciwnym
przypadku.

Informatyczny kacik olimpijski (60): Kliki

Dany jest graf nieskierowany G = (V| F). Klikg nazwiemy taki podzbiér
wierzchotkéw S C V| ze kazde dwa wierzcholki w zbiorze S sa polaczone
krawedzia w grafie G. Problem znalezienia w grafie kliki o jak najwigkszej
liczbie wierzchotkéw jest NP-zupelny, a jak wiadomo, dla takich problemow
nikt jeszcze nie pokazal algorytmu wielomianowego. Podobne trudnosci sa

z algorytmem dla problemu zliczania klik w grafie, cho¢ tutaj stosowna klase
zlozonosci stanowia tzw. problemy #P-zupelne.

Nic wiec dziwnego, ze gdy takie wlasnie zadanie pojawilo si¢ na obozie

w Petrozawodzku w 2009 r. (zadanie pt. Work for Robots), nie oczekiwano

od zawodnikéw rozwiagzania wielomianowego. Wystepujace w zadaniu ograniczenie
|V| < 50 wymagalo jednak zastosowania nietrywialnego algorytmu wyktadniczego.

Niech V' ={1,...,n}. Nasz algorytm bedzie wykonywal rézne operacje na
podzbiorach zbioru V. Podzbiory takie bedziemy reprezentowali jako maski
bitowe o dlugosci n (poniewaz n < 50, kazda taka maska zmiesci sie w 64-bitowej
zmiennej catkowitej). W pseudokodach bedziemy zapisywaé operacje sumy,
iloczynu i réznicy zbioréow przy uzyciu standardowej symboliki matematycznej,
ale implementujac program, mozna je rownie prosto zapisa¢ przy uzyciu operacji
bitowych (patrz Delta 11/2008). Niech adj[v] oznacza zbiér wierzchotkéow,

z ktérymi polaczony jest wierzcholek v. Przez cnt[S] oznaczamy liczbe klik,
ktére sa zawarte w podzbiorze S (wynikiem programu bedzie cnt[V]). Dla S = ()
mamy dokladnie jedna taka klike (pusta). Zalézmy zatem, ze S = {v} U S’

dla pewnego wierzchotka v. Kazda klika zawarta w S jest albo catkowicie
zawarta w S, albo zawiera wierzcholek v i jest zawarta w (S’ N adj[v]) U {v}.
Ponizszy pseudokod pokazuje, jak wypelniaé tablice cnt:

ent[0] == 1;

foreach niepusty podzbior S C V' w kolejnoéci zawierania do
v := dowolny element z S;
S =5\ {v};
ent[S] = ent[S'] + ent[S’ N adj[v]];

Powyzsze rozwiazanie dziala w czasie O(2").

Szybsze rozwiagzanie uzyskamy nastepujaco. Podzielmy zbiér wierzcholtkéw na
dwa mozliwie réwne podzbiory A ={1,...,|n/2]}, B={|n/2] +1,...,n}.
Na poczatek wykonajmy powyzszy algorytm, ale tylko dla wierzchotkow ze
zbioru A; zajmie to czas O(2"/2). Zbiér S C V jest klika dokladnie wtedy, gdy
oba zbiory SN A, SN B sa klikami oraz istnieja wszystkie krawedzie miedzy
nimi. Rozwazmy pewien S C B, ktory jest klikg. Oznaczmy
neigh[Sp] = (] (adj[v] U {v}),
vESE
czyli zbidr tych wierzchotkow, ktore sa polaczone ze wszystkimi wierzchotkamiz Sp.
Wéwezas klika S, dla ktérej SN B = Sp, musi spelnia¢ S N A C neigh[Sg] N A.
Ostatecznie wynikiem jest:
>

neigh[SB]r‘lSB=SB

ent[neigh[Sp] N 4],

przy czym warunek sumy oznacza po prostu, ze Sp jest klika.

To, czego nam teraz potrzeba, to obliczenie neigh[Sp| dla wszystkich Sp C B.
Robimy to podobnie jak w przypadku tablicy cnt:

neigh[d] := V;

foreach niepusty podzbior Sp C B w kolejnosci zawierania do

v := dowolny element z Sg;
neigh[Sp] := neighSp \ {v}] N (adj[v] U {v});

Cale rozwiazanie dziala w czasie O(2"/2). Jako zadanie dla Czytelnika
proponujemy przerobi¢ ten algorytm tak, by znajdowal najliczniejsza klike.

Tomasz IDZIASZEK
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Klub 44

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0s6b, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 554, 555
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

554. Wzdluz gumowego sznura o dlugosci [ i wspétezynniku sprezystosci k
zsuwa sie w kierunku pionowym zelazny pierScien o masie m. Sila tarcia
miedzy powierzchnia sznura a pierécieniem wynosi 7. Wyznacz cieplo, ktére sie
przy tym wydziela.

Termin nadsylania rozwigzafi: 31 V 2013 555 \Waska wigzka §wiatla po przejsciu przez pétkule ze szkla o wspélezynniku

zalamania n skupia sie w odlegloéci @ od powierzchni wypuklej (rys. 1).
W jakiej odlegloéci od powierzchni plaskiej skupia si¢ promienie, jezeli wiazke
Swiatta przepuscimy przez potkule z drugiej strony?

Rozwigzania zadan z numeru 11/2012

Przypominamy tres¢ zadan:

Rys. 1 546. Do naczynia w ksztalcie pélsfery o promieniu R, szczelnie przylegajacego do podtoza, zaczg¢to

nalewa¢ wode przez otwér u géry. Gdy woda wypelnila cale naczynie, podniosta je i zacze¢ta wyciekad
z dotu. Jaka jest masa naczynia? Gestosé wody wynosi p.

547. Jednakowe masy wodoru i helu umieszczono w naczyniu o objetosci Vi. Naczynie to

oddzielone jest od pustego naczynia o objetosci Vo przegroda, ktoéra przepuszcza wodoér, natomiast

nie przepuszcza helu. Po ustaleniu si¢ réwnowagi ci$nienie w pierwszym naczyniu zmalalo
dwukrotnie. Jaki jest stosunek Vo /V;? Temperatura jest stala.

546. Sposdb I. Wypadkowa sila nacisku, jaka naczynie i woda wywieraja

na podloze, réwna jest sumie ich ciezaréw. Gdy woda zaczyna wyciekad,
naczynie nie wywiera juz nacisku i cigzar uktadu réwny jest sile parcia P wody
na podloze: P = nR?pgR oraz P = Mg + %WR?’pg, gdzie g jest przyspieszeniem
ziemskim, a M szukana masa naczynia: M = %TFRSP.

Rys. 2

Sposéb I1I. Rozwazmy warstwe wody o wysokosci R w cylindrycznym naczyniu
o tym samym promieniu i polsferyczng powierzchni¢ réwniez o promieniu R
wewnatrz tej warstwy (rys. 2). Zgodnie z prawem Pascala ci$nienia zewnetrzne
i wewnetrzne, wywierane przez wode na powierzchnie w ksztalcie pélsfery, sa
takie same. Wynika stad, ze masa naczynia rowna jest masie dolanej wody:

M = (nR*R — 27R3)p = +7R%p.

547. Oznaczmy przez pp, 1 pae ciSnienia czastkowe
wodoru i helu w chwili poczatkowej, przez pm, 1 fime
ich masy molowe, a jednakowe masy obu gazéw

przez m. Z rownan Clapeyrona wynika, ze stosunek
ci$nien czastkowych wynosi pre/pr, = pn, /e = 0,5.
Cisnienie caltkowite p jest suma cisnien czastkowych:
D = pH, + PHe. Stan réwnowagi nastapi, gdy liczba
czasteczek wodoru w jednostce objetosci po obu
stronach przegrody bedzie taka sama, a tym samym

jednakowe beda ci$nienia wodoru th w obu naczyniach.

Oznaczajac przez mq i ms masy wodoru w pierwszym
i drugim naczyniu w stanie konicowym (m = mj + ma),
z réwnan Clapeyrona otrzymujemy: mq/me = V1 /Va.
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7Z tresci zadania wiemy, ze po ustaleniu si¢ réwnowagi
ci$nienie w pierwszym naczyniu zmalalo dwukrotnie:
075(pHe + pHQ) = PHe + pIH27 Sth (uWZgIaniaj%Ca AS
PH, = 2PHe) Mamy pye = 2py,. Korzystajac ponownie
z réwnan Clapeyrona dla helu w pierwszym naczyniu
i wodoru w drugim, otrzymujemy
m o 2my

peVi pn, Vo'
zatem

mi 4V1

Lo

ma Va
Poréwnanie wyrazen na stosunek mas wodoru w obu
naczyniach daje ostateczny wynik: V5 /V; = 3.
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Rozwigzanie zadania F 827.
Zalézmy, ze na krowie zgromadzony jest
tadunek Q. Wytwarza on pole elektryczne
o natezeniu

1@

5
4meq 72

gdzie r jest odlegloscig od $rodka krowy.
Gestosé energii pola elektrycznego wyraza
sie wzorem

skad obliczamy caltkowita energi¢ pola,
réwna

1 Q2
" 8meo R
(dla R — 0 otrzymujemy znany
problem nieskonczonej energii
tadunku punktowego). Skoro krowa
jest elementarna, to z zasady
ekwipartycji energii ,nalezy si¢” jej %k:T
na kazdy stopien swobody. Dla ruchu
dwuwymiarowego otrzymujemy wiec
Q = 8meokT - R,codla R=1m
i T =300K daje Q ~ 61016 C, czyli
kilka tysigcy ladunkéw elementarnych.

Zadania z matematyki nr 657, 658
Redaguje Marcin E. KUCZMA

657. W okienka tabeli prostokatnej, majacej m kolumn i n wierszy, wpisujemy
liczby 0 lub 1 tak, by w kazdym kwadracie 2 x 2, ztozonym z czterech pol
majacych wspélny wierzcholek, suma czterech wpisanych liczb byta nieparzysta.
Dla zadanej liczby naturalnej m > 2 znalezé wszystkie liczby naturalne n > 2,
dla ktorych da sie w taka tabele wpisa¢ zera i jedynki w opisany sposob tak,

by zadne dwa wiersze nie byly identyczne.

658. W przestrzeni dany jest czworoscian foremny o krawedzi dtugosci a
oraz dowolny punkt P. Niech dy, ds, d3,ds beda odleglosciami punktu P od
wierzchotkéw czworoécianu. Wykazaé, ze

(> + &+ d3+d3+d2)" = 4(a* + d! + di + db + d3).
Zadanie 658 zaproponowal pan Tomasz Ordowski.

Rozwigzania zadan z numeru 11/2012

Przypominamy tresé zadan:

649. W tréjkacie prostokatnym ABC punkt D jest srodkiem przeciwprostokatnej AB. Dowiesé, ze
prosta AB jest styczna do okregu, ktérego srednica taczy Srodki okregdédw opisanych na tréojkatach
ACD i BCD.

650. Dane sg liczby naturalne n oraz k (2 < k < n). Wyznaczy¢ maksymalng liczbe wiez, ktére
mozna ustawi¢ na szachownicy o rozmiarach n X n tak, by wéréd dowolnie wybranych k wiez byty
dwie, ktére sie wzajemnie atakuja (przyjmujemy, ze atakujq sie wzajemnie kazde dwie wieze, stojace
w tym samym rzedzie poziomym lub pionowym, niezaleznie od tego, czy sa pomig¢dzy nimi jeszcze
jakie$ inne wieze).

649. Oznaczmy $rodki okregéw opisanych na trojkatach ACD i BCD
odpowiednio przez P, Q. Niech E, F', M, N, S beda kolejno srodkami odcinkow
AC, BC, AD, BD, PQ. Proste PM, QN to symetralne odcinkéw AD, BD;
proste PE, QF to symetralne odcinkéw AC, BC — przecinaja sie prostopadle

w punkcie D. Okrag o $rednicy PQ przechodzi wiec przez punkt D. Ma on
$rodek w punkcie S.

Punkt D jest srodkiem odcinka M N. Zatem prosta SD jest réwnoleglta do
prostych PM i QN. Prosta AB jest do nich prostopadla. Wobec tego promien
SD okregu (PQD) jest prostopadly do AB. To znaczy, ze 6w okrag jest styczny
do prostej AB.

650. Bez trudu da sie ustawié¢ n(k — 1) wiez w zadany sposob; wystarczy
zapelni¢ nimi prostokat n x (k—1). Pokazemy, ze wiecej si¢ nie da.

Przyjmijmy, ze na szachownicy stoi N wiez. Niech m bedzie najwigksza liczba
wiez, jakie mozna wybra¢ sposrdd nich, by zadne dwie sie nie atakowaly.
Nalezy dowies¢, ze jesli N > n(k — 1), to m > k — 1. Wystarczy wykazaé,

ze N < nm.

Ustalmy wiec uktad m wiez, z ktérych zadne dwie nie stoja w jednym wierszu
ani jednej kolumnie. Permutujac wiersze i kolumny, mozna przyjac, ze te wieze
stoja na polach (1,1),(2,2),..., (m,m). Podzielmy szachownice na cztery
obszary [é g], gdzie A jest kwadratem m x m (na jego przekatnej stoja
wybrane wieze), B i C to prostokaty m x (n—m) oraz (n—m) x m, za$ D to
kwadrat (n—m) x (n—m). Wobec maksymalnosci m, zadna wieza nie znajduje
sie w obrebie kwadratu D.

WeZzmy teraz dowolne pole (i,j) w prostokacie B (i < m < j) i symetryczne

do niego pole (j,7) w prostokacie C'. Gdyby na obu tych polach staly wieze,

to usuwajac z poprzednio ustalonego ukladu wieze z pola (i,i) oraz dolaczajac
wieze z pol (i,7), (J,1), otrzymaliby$my uklad m + 1 wiez, stojacych w réznych
wierszach i kolumnach — whrew maksymalnosci m. Zatem co najwyzej polowa
pol w sumie prostokatéw B i C' jest zajeta, czyli nie wigcej niz m(n — m) pol.
Uwzgledniajac m? pél kwadratu A, uzyskujemy oczekiwane oszacowanie:

N <m?+m(n —m) = nm.
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Prosto z nieba: Soczewki w oblokach

Obiekty te znane byly astronomom Maty i Wielki Oblok Magellana to widoczne na potudniowej pétkuli nieba nieregularne
arabskim juz w starozytnosci, a takze galaktyki-satelity Drogi Mlecznej, zwiazane z nig w tzw. Grupie Lokalnej, do ktorej
wloskim i hiszpafiskim uczonym nalezy takze m.in. spiralna galaktyka w Andromedzie. Poniewaz znajduja si¢ one

przed podrézg Ferdynanda Magellana . L. . L.

(1519-22). blisko nas, okoto 200 tys. lat Swietlnych (60 kpc) i 150 tys. lat $wietlnych (50 kpc)

dla, odpowiednio, Matego i Wielkiego Obtoku, wiec sg od dawna wy$mienitym celem
obserwacji astronomicznych. Na poczatku XX w. Henrietta Leavitt odkryta w danych
z Matego Obloku zaleznosé okres-jasnos$é dla gwiazd pulsujacych zwanych cefeidami,
Odlegtoéci Obtokéw sa poréwnywalne jedno z najcenniejszych ,narzedzi” astronomicznych, stuzace do szacowania odlegtosci.
z rozmiarem dysku Galaktyki, 100 tys. lat W Oblokach wcigz tworzg si¢ nowe gwiazdy, a ich sktad chemiczny, a przez to
swietlnych; odleglosé¢ do galaktyki szczegbly proceséw ewolucyjnych réznig sie nieco od tych w naszej Galaktyce;
Andromedy jest natomiast okoto 20 razy . L .. . , , . .
wicksza. jeden z najbardziej gwiazdotwérczo aktywnych obszaréw Grupy Lokalnej, Mglawica
Tarantula, znajduje sie w Wielkim Obtoku.

Historia tych obiektéow byla najprawdopodobniej burzliwa — jest wielce
prawdopodobne, ze Maty Oblok zderzyt sie kiedys z galaktyka Andromedy, a takze
niedawno (w astronomicznej skali czasowej: 300 mln lat) ze swoim wigkszym
Grupy podgladajace subtelne zachowanie towarzyszem. Skad to wiadomo? Poszukiwacze zjawisk soczewkowania grawitacyjnego,
skrytych w mroku Galaktyki ciat tj. czasowego pojasnienia $wiatta odlegtych gwiazd w wyniku zakrzywienia przestrzeni
to amerykanski zesp6t MACHO, przez poruszajacy sie¢ pomiedzy Zrédlem a obserwatorem niewidoczny, masywny
francuski EROS oraz polski OGLE. . . . . . L.
obiekt (soczewke), wskazywali na wigksza od przewidywanej liczbe tych zjawisk
w kierunku Wielkiego Obtoku Magellana. Szacunkowe obliczenia dowodza, co prawda,
ze catkowita ilo$¢ masy zawarta w soczewkach nie wystarcza do wyjasnienia za jej
pomoca tajemnicy ciemnej materii, ale niedawne symulacje numeryczne grupy
Opis symulacji z detalami obliczei naukowcéw z Cambridge i Uniwersytetu Columbia sugeruja cos rownie interesujacego:
po polsku znajduje si¢ na stronie wspomniane wyzej niedawne zderzenie Oblokéw. W wyniku oddziatywania ptywowego
orion.pta.edu.pl. Wielki Oblok przywtlaszczyl sobie czeéé gwiazd Matego Obloku, nazwang Mostem,
i to ich soczewkowanie obserwujg dzi§ astronomowie. Wyglada rowniez na to, ze oba
obiekty dopiero niedawno znalazty sie tak blisko naszej Galaktyki. Ostatnie stowo
nalezy, oczywiscie, do obserwatoréw, ktérzy juz zaczeli szuka¢ dodatkowych dowodow
intensywnych kontaktéw naszych sasiadow w Grupie Lokalne;.

Michat BEJGER

Niebo jak wtasna kieszen: Marzec

Gwiazdozbiér Raka (tac. Cancer) jest do$é niepozornym
gwiazdozbiorem zodiakalnym — jednym z dwunastu (nie liczac
Wezownika), przez ktére przechodzi linia ekliptyki. Nietrudno
odnalezé go jednak na wieczornym potudniowym niebie, poniewaz
otaczaja go dobrze widoczne Bliznigta, Lew i Maty Pies. Tylko
dwie gwiazdy nalezgce do Raka sg jasniejsze ) od 4™: 3 (3,53™),
zwana Al Tarf (Oko), oraz znajdujaca si¢ praktycznie na ekliptyce
0 (3,94™). Ta druga, zwana Poludniowym Osiotkiem (Asellus
Australis), wraz z v Cancri (4,66™), nazwana — a jakze! —
Pélnocnym Osiotkiem (Asellus Borealis) posilaja sie wspdlnie
przy Ztébku (tac. Praesepe), czyli najbardziej okazalym obickcie
Raka, gromadzie otwartej oznaczonej przez Messiera numerem 44.
716bek jest dobrze widoczny golym okiem; mimo znacznego

Jasnos¢ (wielkos¢ gwiardoway): - mglauica planetarna ) e o : . R )
: gromada otwarta oddalenia na niebie dzieli wspélne pochodzenie ze znajdujaca sie
@0@1e2e3:4:.5.6 o gwiada zmienna . . s . . .
w Byku gromada Hiady, w okolicy ktérej przebywa ostatnio Jowisz
Gwiazdozbidr Raka. Mapa nieba we wspélrzednych (—1,8™). Opr6cz M44 w Raku mozna obserwowaé takze gromade
réwnikowych; rozmiary gwiazd odzwierciedlaja ich jasnosci m . . . . , .
RN ) . otwarta M67 (6™); dwa dni po réwnonocy wiosennej, ktéra nastapi
w wielko§ciach gwiazdowych. [Mapke nieba wykonano A o K o ;
na podstawie mapy IAU/magazynu Sky & Telescope 20 IIT o 12:02, znajdzie si¢ w jej okolicy Ksiezyc (néw 11 III,
(Roger Sinnott & Rick Fienberg).] pelnia 27 III).

Marzec nie sprzyja obserwacjom meteoréw: na watpliwa pocieche pozostaja srednio
aktywne Virginidy (radiant w Pannie) oraz v Normidy (Wegielnica), ktérych, niestety,

(*) a Cancri (Alcubens, Szczypce), nie wida¢ z terytorium Polski. Ciekawe marcowe koniunkcje to: spotkanie Ksiezyca
gwiazda podwéjna 0 4,26™, mimo 46 Spjica (o Virginis, rankiem 1 I1T), Ksiezyca z Jowiszem (18 III), i Marsa (1,39™)
plerwszcel lfter?: alfabetu znajduje € 5 Uranem (6,28™) przed zachodem Stonca 22 III w gwiazdozbiorze Wieloryba. Wenus
»,boza podium” w klasyfikacji jasnosci
gwiazdozbioru Raka, wyprzedzona (—3,48™) znajduje si¢ obecnie bardzo blisko Storica, natomiast Merkury (0,81™) jest

przez inny uklad podwéjny, ¢ (4,03™). widoczny nad ranem.

M. B.
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Obroty mierzymy w kierunku przeciwnym

do ruchu wskazéwek zegara.

Obroty kwadratéw Joanna JASZUNSKA

W wigkszosci ponizszych zadan przydatne sa obroty kwadratu wokoét jego srodka
lub jednego z wierzchotkéw. Wszystkie zadania maja ten sam poczatek:

Punkty E i F leza odpowiednio na bokach BC i C'D kwadratu ABC'D o boku 1,
przy czym. ..

. BE = CF. Udowodnij, ze <X EBF + <EAF + XEDF = 90° (rys. 1).

. XEAF = 45°. Wykaz, ze BE+ DF = EF.

. obwdd tréjkata C'F'E réwny jest 2. Wyznacz miare kata EAF.

. XEAF = {FAB. Wykaz, ze BE+ DF = AF.

. XEAF = 45°. Oblicz wysoko$é tréjkata EAF poprowadzona z wierzchotka A.

6. ... XEAF = 45°. Proste AE i AF przecinaja przekatna BD odpowiednio
w punktach M i N. Proste EN i F'M przecinajg sie w punkcie K. Wykaz, ze
proste AK i E'F sa prostopadte.

gk Wb

7. ... prosta EF jest styczna do okregu o $rodku A i promieniu 1. Proste
AFE i AF przecinaja przekatng BD odpowiednio w punktach M i N. Udowodnij,
ze punkty C, E, F, M, N leza na jednym okregu.

8. ... CE = CF. Punkt L to rzut punktu C na prostg BF. Wykaz, ze X ALE = 90°.

Rozwigzania niektorych zadan

R1. Obréémy kwadrat o 90° wokét srodka. Obrazem tréojkata BAE jest
trojkat CBF, zatem <X EBF = < BAFE. Analogicznie <X EDF = X FAD. Stad
LEBF + S EAF + XEDF = SBAE + {EAF + <FAD = <BAD = 90°. O
R2. Obréémy kwadrat o 90° wokét wierzchotka A (rys. 2), niech E' bedzie
obrazem punktu £. Wtedy AE | AE’, zatem

LE'AF = SE'AE — L EAF = 90° — 45° = 45° = S EAF.
Ponadto AE = AE’, wiec AE'AF = AEAF, bo tréjkaty te maja dodatkowo
wspolny bok AF. Stad EF = E'F = DE' + DF = BE+ DF. [

F C D F C D F C

Rys. 2

,
2 R -

Zadanie 5 pochodzi z XLIII Olimpiady

Matematycznej.

B A B A B
Rys. 3 Rys. 4

R5. Z rozwiazania zadania 2 (rys. 2) wiemy, ze AE'AF = AEAF. Wysokosci
tych tréjkatéw poprowadzone z wierzchotka A sg wiec obie réwne AD, czyli 1. O

R6. Punkty A, M, F, D leza na jednym okregu, bo < MAF = 45° = < M DF

i punkty A, D lezg po tej samej stronie prostej M F (rys. 3). Kat ADF jest prosty,
wigc AF jest érednicg tego okregu. Stad X AMF = 90°, zatem F'M jest wysokoScia
tréjkata AEF. Analogicznie EN jest wysokoscia tego trojkata, wiec K to jego
ortocentrum. Wobec tego AK, jako trzecia wysokos¢, jest prostopadta do EF. O

R7. Niech G bedzie punktem stycznosci prostej FF' do danego okregu. Wtedy

AG L EF, EG = EB oraz FG = FD (rys. 4), zatem AABE = ANAGE oraz
AADF = AAGF. Stad < FAF = %{BAD = 45°. Na mocy rozwigzania zadania 6
wiemy wiec, ze XEMF = S ENF = 90°. Stad wniosek, ze punkty M i N leza

na okregu o $rednicy EF. Lezy na nim tez punkt C, bo < ECF = 90°. O

R8. Obréémy kwadrat o 90° wokdt §rodka. Obrazem punktu F jest taki punkt £’
na boku AD, ze DF' = CF = CFE (rys. 5). Obrazem prostej BF jest prosta CF’,
jest ona prostopadta do BF, wiec zawiera punkt L. Opiszmy okrag na prostokacie
ABEF'; jego érednica jest BF’. Punkt L lezy na tym okregu, poniewaz kat BLF’
jest prosty. Srednica okregu jest takze AE, wiec réwniez kat ALE jest prosty. O
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