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Rozwigzanie zadania F 874.

Aby uwzglednié¢ wielokrotne odbicia

od powierzchni poszczegdlnych plytek
wewnatrz ich stosu, szukamy wzoru
rekurencyjnego pokazujacego, jak zmienia
si¢ wspoélczynnik transmisji stosu przy
dodaniu kolejnej ptytki. Przyjmijmy, ze
transmisja stosu n ptytek wynosi T5,.
Dodajac jeszcze jedna plytke, dostajemy
»ztozony” stos sktadajacy sie

z n + 1 plytek. Niech na ten stos pada
$wiatto o natezeniu Ag. Oznaczmy
natezenia $wiatla rozchodzacego sie

na zewnatrz i wewnatrz ,zlozonego” stosu
jak na rysunku.

n
By By
Ao Ay Ay
—_— —_— —_—
n+1

Korzystajac z tego, ze wspolczynnik
odbicia to R, = 1 — T}, dostajemy uktad
réwnan

Ay = TAl,

A =T,A0+ (1 —T,)B1,

B, =(1-T)Aq,

B, =(1-T,)A0 +T,Bi1.
Rozwiazujac go, znajdujemy wyrazenie
rekurencyjne na odwrotnos¢ transmisji

uktadu n + 1 ptytek, zdefiniowanej jako
Tpt1 = Az/Ao:

Ao/A2 = 1/(Tny1) =
(1/Tn) + (1 = T)/T).
Dla dwéch ptytek (n 4+ 1 = 2) mamy
1/To =1/T + (1 — T)/T,
dla trzech (n + 1 = 3) mamy
1/Ts = 1/Ts + (1 — T)/T =
=((1/T)+2(1—-T)/T.
Kontynuujac takie postegpowanie dla stosu
sktadajacego sie z n plytek, dostajemy

1/T, = 1/T)+(n—1)1-T)/T =
= (T +n(1 - T)/T,
a stad znajdujemy jego transmisje
Tw =T/(T4+n(1—-T))=T/(T +nR) =
= 0,92/(0,92 4 0,08n).

*doktorant, Instytut Matematyki,
Uniwersytet Jagiellonski

Matematyka jest jedna
Tomasz KOBOS™

Drogi Czytelniku, czy zdarza Ci sie czasem doswiadczaé bélu plecow w odcinku
ledZzwiowym? Jest to catkiem prawdopodobne, gdyz wedle sondazu ponad potowa
ankietowanych Polakéw oswiadczyla, ze cierpi z tego powodu, a co szosty badany
stwierdzil, ze bdle kregostupa odczuwa bardzo czesto. A jezeli tak wtasnie jest, to czy
zdajesz sobie sprawe z tego, ze przyczyna tego bélu moze byé bardzo mocno zwiazana
ze sposobem, w jaki uzywasz swoich szczek? Migénie, ktére je kontroluja, majg bowiem
wplyw réwniez na ruch glowy — mozesz to sprawdzié, prébujac krecié¢ glowa,

z maksymalnie zaci$nigtymi szczgkami, a nastepnie prébujac zrobié¢ to samo

ze szczekami rozluznionymi, obserwujac jednoczesnie, w ktérym przypadku ruch jest
tatwiejszy i ptynniejszy. Ten sam eksperyment mozna powtérzyé w celu zbadania relacji
ruchu glowy i oczu: sprébuj pokreci¢ swobodnie glowa, trzymajac oczy utkwione

w jednym punkcie na $cianie. Poniewaz przemieszczenie glowy jest dla naszego uktadu
nerwowego zadaniem priorytetowym, nawet gdy natrafia na pewne utrudnienie

(na przyktad zbyt mocno zacis$niete szczeki), znajdzie on sposéb, zeby to zadanie
wykonaé. Czesto jest to jednak sposéb nieoptymalny i odbywajacy sie kosztem innych
partii ciala, ktére muszg wéwczas pracowaé duzo ciezej. W podobny sposéb bdl plecéw
moze by¢ skojarzony ze sposobem, w jaki uzywamy naszych stép, bél kolana czy biodra
moze zaleze¢ od organizacji barku, a bél w barku moze mie¢ duzo wspélnego z brakiem
mobilnoéci w biodrze. W tego typu problemach wtasciwie niemozliwe jest wyrdznienie
jednej przyczyny czy zrédla problemu, nawet jezeli bél odczuwamy tylko w konkretnym
miejscu. Istotna jest organizacja ruchu naszego ciata jako jednej catoéci. By¢ moze
tlumaczy to w pewnym stopniu ogromna nieskuteczno$é¢ stuzb zdrowia w walce

z dolegliwosciami kregostupa — w samych Stanach Zjednoczonych wydaje si¢ na ten cel
ponad 100 miliardéw dolaréw rocznie. Poniewaz wieksza czesé tych pieniedzy
przeznaczona jest na zakup lekarstw, ktérych zadaniem jest tylko i wylacznie sttumienie
bélu, a nie rozwigzanie prawdziwego problemu, efektow nie widaé.

Prawdopodobnie zaczeliScie sie w tym momencie zastanawiaé, czy na pewno trzymacie
w rece kolejny numer Delty, czy moze jednak przypadkiem siggnelidcie po miesigcznik
przeznaczony dla fizjoterapeutéw. Caly ten rozwlekly wstep ma na celu przedstawienie
pewnego fenomenu, ktéry mozna zaobserwowaé¢ w wielu innych dziedzinach zycia

i nauki, z matematyka wlacznie. Chodzi o sytuacje, w ktorej rozwazana przez nas
dziedzina funkcjonuje bardziej jako jedna calosé niz jako suma swoich odrebnych czesci.
Zamierzeniem tego, jak i nastepnych artykutéw, jest ukazanie bardziej holistycznego
spojrzenia na matematyke, przez zwrdcenie uwagi na czesto zaskakujace i gltebokie
zwiagzki miedzy réznymi jej obszarami.

O tym, jak owo holistyczne spojrzenie jest istotne, wie kazdy, kto choé troche interesuje
sie postepem wspoltczesnej matematyki. Praktycznie wszystkie najwieksze odkrycia
ostatnich lat s bowiem wynikiem genialnego potaczenia réznych jej dziedzin. By¢ moze
najbardziej narzucajacym si¢ przyktadem jest wielkie twierdzenie Fermata: dla liczby
naturalnej n > 2 nie istniejg liczby naturalne x,y, z, ktére spelniatyby réwnanie

™ 4+ y™ = 2". Chociaz sformulowanie tego twierdzenia powinno by¢ w pelni zrozumiate
dla uczniéw szkoty podstawowej, to jego dowdd (na ktéry przyszto czekaé ponad

300 lat) jest w rzeczywistosci konsekwencja bardzo glebokiego wyniku z dziedziny
krzywych eliptycznych. Potrzeba bylo jednak wiele czasu, zeby znalezé zwiazek
pomiedzy trudng i bardzo abstrakcyjna teoria tych krzywych a wyjatkowo konkretnym
i wrecz narzucajacym sie pytaniem dotyczacym liczb catkowitych.

Za inny przyktad moze postuzyé twierdzenie Greena i Tao udowodnione przez nich

w 2004 roku. Glosi ono, ze w ciagu wszystkich liczb pierwszych znajdujg sie dowolnie
dtugie ciagi arytmetyczne. Chociaz podobnie jak w poprzednim przyktadzie zagadnienie
jest pozornie o czysto teorioliczbowym charakterze, to jego dowdd jest osadzony
glteboko w realiach teorii ergodycznej, korzystajacy jednoczesnie w istotny sposéb

z analizy harmonicznej, geometrii dyskretnej i metody probabilistycznej. Réwniez
dowdd stynnej hipotezy Poincarégo, jedynego rozwiazanego do tej pory problemu
milenijnego, opiera sie na badaniu tzw. potokdéw Ricciego, zaawansowanego pojecia
geometrii rézniczkowej. W dziedzinie kombinatoryki ekstremalnej bardzo duza
popularnodcia ciesza sie obecnie tzw. algebry flagowe, ktére pochodza ze swiata algebry
wyzszej. Tego typu przyklady mozna by wymieniaé bardzo dtugo.

Naszym celem nie jest jednak dokladna analiza powyzszych rezultatéw, gdyz
przekroczytaby ona znacznie zaréwno objetos¢ Delty, jak i kompetencje autora.
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Graf prosty to taki, w ktérym nie ma
podwdjnych krawedzi ani petli.

To, co jednak lezy w naszym zasiegu, to zademonstrowanie podobnego fenomenu

na duzo mniej doniostych (lecz czesto réwnie fascynujacych) przyktadach. Bardzo czesto
rowniez w matematyce elementarnej mozna bowiem napotkaé zupelnie zaskakujace
dowody, ktére ujawniajg zwiazki miedzy pozornie istotnie ré6znymi koncepcjami.

Zademonstrujemy to zjawisko na przykladzie zadan o charakterze olimpijskim.

W artykule pokazemy pare réznorodnych, niezwiazanych ze soba przyktadéw.

W kolejnych oméwimy bardziej szczegdélowo wybrane metody, ktére ukazuja gteboko
potozone relacje. Nalezy w tym momencie zaznaczy¢, ze nad kazdym z omawianych
dalej przyktadéw warto zastanowié sie przez dtuzsza chwile samodzielnie przed
siegnieciem do rozwigzania. W innym przypadku tatwo bowiem przegapi¢ prawdziwg
trudnosé zadania i nie wychwycié subtelnego pomystu, ktory pozwala ja pokonad.

Zaczniemy od, by¢ moze, dobrze znanego przyktadu z dziedziny geometrii ptaskiej.

Zadanie 1. Okrag o srodku I, wpisany w tréjkat ABC, jest styczny do boku AB
w punkcie D. Punkt M jest érodkiem boku AB, punkt E jest symetryczny
do punktu D wzgledem M. Udowodnié, ze proste IM oraz CE sg réwnolegle.

Rozwigzanie. Za pomocy obliczen na dtugosciach odcinkéw stycznych mozna tatwo
wykazaé, ze punkt F jest punktem stycznoéci z bokiem AB okregu dopisanego

do tréjkata ABC. Jezeli wiec przez F' oznaczymy punkt srodkowosymetryczny do D
wzgledem I, to jednoktadnos$é o srodku w punkcie C, ktéra przeksztalca okrag wpisany
na okrag dopisany, przeprowadza punkt F' na punkt F. A zatem punkty C, F' i E sa
wspoétliniowe. Prosta IM jest zatem prosta taczaca srodki bokéw w tréjkacie DEF,

a stad wynika zadana réwnolegtosé.

Powyzszy przyktad, chociaz stosunkowo nietrudny i z calg pewnoscig doskonale znany
specjalistom, dobrze ilustruje opisywany przez nas fenomen — tre$é¢ zadania dotyczyla
okregu wpisanego, ale to bedacy w cieniu okrag dopisany odegral kluczowsg role

W rozwiazaniu.

Drugi przyktad demonstruje, jak przydatne moze by¢ znalezienie pewnej zewnetrznej
struktury, ktéra w naturalny sposéb mozna dopasowaé do rozwazanego przez nas
problemu. Czytelnik jest goraco zachecany do préby odnalezienia jej najpierw
samodzielnie.

Zadanie 2. W kazde pole tablicy n x n wpisano liczbe rzeczywista w taki sposéb, ze
kazde dwa wiersze sa rézne (czyli réznia si¢ na co najmniej jednej pozycji). Udowodnié,
ze z danej tablicy mozna usunaé¢ pewna kolumne tak, aby ta wtasnosé

zostata zachowana.

Rozwigzanie. W rozwiazaniu tego zadania odwotamy si¢ do teorii graféw.
Skorzystamy z powszechnie znanego i nietrudnego w dowodzie faktu: w dowolnym
grafie prostym o n wierzchotkach i n krawedziach istnieje cykl.

Dla dowodu nie wprost zalézmy, ze usunigcie dowolnej z kolumn spowoduje powstanie
tablicy o dwdch identycznych wierszach. Oznacza to, ze dla kazdej z kolumn istnieje
para wierszy, ktora r6zni sie miedzy sobg tylko w tej kolumnie. Rozwazmy wiec graf,
ktérego wierzchotkami sg wiersze naszej tablicy i potaczmy dwa wiersze krawedzia,
jezeli dla pewnej kolumny sg one tymi wierszami, ktére réznia sie tylko w niej. Jedli dla
pewnej kolumny istnieje wiecej takich par wierszy, to wybierzmy z nich dowolna i tylko
miedzy nimi poprowadzmy krawedZ w naszym grafie. Oczywiscie, jedna para wierszy
zostanie potaczona krawedzia co najwyzej raz — nie moze bowiem zdarzy¢ sie sytuacja,
w ktorej dwa wiersze réznig sie na tylko jednej pozycji dla dwéch réznych pozycji.
Utworzona przez nas struktura jest wiec n-wierzchotkowym grafem prostym

o n krawedziach. Z przytoczonego wczedniej faktu wynika istnienie cyklu w tym grafie.
Innymi stowy, istnieje ciag wierszy o numerach ai,as,...,ar o tej wlasnosci, ze dla
dowolnego ¢ = 1,2, ...,k wiersze a; oraz a;1+1 réznia si¢ na dokladnie jednej pozycji
(przyjmujemy, ze axt+1 = a1). Oznaczmy przez j numer pozycji, na ktérej réznia si¢
wiersze o numerach a; i a2. Kazda kolejna para wierszy rézni sie juz w innej kolumnie
niz j-ta. Poczawszy wiec od wiersza o numerze a2, kazdy nastepny wiersz w naszym
ciagu zawiera tg samg liczbe = na pozycji j-tej. Ale wiersze ay oraz a; r6éznig si¢
réwniez w innej kolumnie niz j-ta, a zatem wiersz a1 zawiera liczbe x na pozycji j.
Otrzymana sprzecznosé konczy rozwiazanie zadania.

Kolejna ilustracja pochodzi z Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej. Tym razem
do rozwiazania klasycznego zadania z teorii liczb uzyjemy. .. twierdzen cosinuséw
i Ptolemeusza z planimetrii!
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Rozwigzanie zadania M 1449.

Niech R oznacza gracza rozpoczynajacego,

za$ P jego przeciwnika. Wykazemy, ze P
ma strategie wygrywajaca, polegajaca na
pozostawianiu po kazdym swoim ruchu
dwéch stoséw o nieparzystej liczbie
monet.

Jesli na kazdym stosie jest nieparzysta
liczba monet i przynajmniej jedna z nich
jest wieksza od 1, to R po wykonaniu
swojego ruchu zostawi dla P stos

z parzysta liczbg monet (i drugi

o nieparzystej liczbie monet). Wéwczas P
moze usunagé stos o nieparzystej liczbie
monet, a ten o parzystej liczbie monet
podzieli¢ na dwa stosy zgodnie ze swoja
strategia.

Gra zakonczy si¢ wygrana P, gdy zostawi
on dla R dwa jednomonetowe stosy.

@

Rozwigzanie zadania F 873.
Poruszanie si¢ kulki ,,po ésemce”
(szczegdblny przypadek krzywej Lissajous)
jest mozliwe, jezeli jej czestosé drgan

w pionie w, jest dwa razy wieksza, niz jej
czgstos¢é drgan w poziomie wy,,

tzn. w, = 2wy,.

Niech T oznacza silt¢ naciaggu sprezyn,

a k — ich wspélczynnik sprezystosci,

przy czym T = k(L — Lg). Przy
wychyleniu kulki w poziomie

na odleglosé x, gdzie x < L, bedzie
dzialala na nig pozioma sita zwrotna

F = —(2T/L)x, a w konsekwencji
kwadrat czesto$ci drgan w poziomie
wyniesie wﬁ = 2T /mL. Kwadrat czestosdci
drgan w pionie jest dany wzorem

w? = 2k/m (,wahadlo sprezynowe”).
Korzystajac z warunku ruchu

,»po 6semce”, mamy wf = 4wi, a wiec
2k/m = 4(2k(L — Lo)/mL), czyli
1—(Lo/L)=1/4, astad Lo = (3/4)L.

Zadanie 3. Liczby catkowite dodatnie a > b > ¢ > d spelniajg réwnanie
ac+bd= (b+d+a—c)(b+d—a+c). Udowodnié, ze liczba ab + cd nie jest
liczba pierwsza.

Rozwigzanie. Warunek dany w zadaniu przeksztalca sie w réwnowazny sposéb

do postaci a® — ac + ¢ = b? + bd + d°. Rozwazmy taki czworokat ABCD, 7e AB = a,
BC =d,CD =b, AD = c oraz XBAD = 60°. Z twierdzenia cosinuséw zastosowanego
do tréjkatow ABD oraz C'BD otrzymujemy wéwczas

vV’ +d>—BD*> a*—ac+c®—BD*—bd  bd 1
2bd B 2bd

BCD = =——=—=
cos X BC 5bd 3’
a stad ¥ BCD = 120°.

Oznaczmy przez o miare kata ABC. Wéwcezas <CDA = 180° — « i korzystajac
z twierdzenia cosinuséw tym razem w trdojkatach ABC i ACD, dostajemy

a® + d* — 2adcosa = AC? = b> + ¢® + 2bccos a,

skad mamy
eosq o LV -

o ad + bc

i ostatecznie
2 2 2 2
+d°—b"—c (ab+ cd)(ac + bd)
AC* =a®+d® —ad- 2 = .
¢ @t @ ad + be ad + be

Poniewaz czworokat ABC D jest wpisany w okrag, to z twierdzenia Ptolemeusza wynika
réwnosé AC? - BD? = (ab + cd)?, ktéra — korzystajac z wezesniejszych obserwacii —
mozemy przepisaé¢ w postaci

(ac+bd)(a® — ac + ¢*) = (ab + cd)(ad + be).

Z warunku a > b > ¢ > d wynikaja zaleznosci (a — d)(b — ¢) > 0 oraz (a — b)(c — d) > 0,
z ktorych otrzymujemy ciag nieréwnosci

ab + c¢d > ac + bd > ad + be.

Jezeli liczba ab + cd jest pierwsza, to biorac pod uwage powyzsze nieréwnosci, widzimy,
ze jest ona wzglednie pierwsza z liczbami ad + bc oraz ac + bd. Z otrzymanej przez nas
réwnosci otrzymujemy wiec podzielnos$é ac + bd | ad + be. To jednak przeczy drugiej

z powyzszych nieréwnodci i w efekcie dowodzi, ze liczba ab + cd jest ztozona.

W ostatnim z zadan zaprezentujemy zaskakujgce zastosowanie algebry w zagadnieniu

z geometrii kombinatorycznej, dotyczacym punktow i prostych na plaszczyznie.
Wykorzystamy dobrze znany fakt: jednorodny uklad liniowy o mniejszej liczbie réwnan
niz niewiadomych ma nietrywialne rozwigzanie. Jak zawsze, zachecamy do proby
samodzielnego rozwigzania — nawet z ta podpowiedzia nie bedzie to wcale takie proste!

Zadanie 4. Na plaszczyznie danych jest n > 3 réznych punktéw, ktére nie lezag
wszystkie na jednej prostej. Udowodnié, ze istnieje co najmniej n réznych prostych,

z ktérych kazda zawiera co najmniej dwa sposrdod danych punktéw.

Rozwigzanie. Niech £1, 02, ..., ¢, beda wszystkimi prostymi, ktére zawieraja

co najmniej dwa spoérod danych punktéw. Dla dowodu nie wprost zalézmy, ze m < n.
Zauwazmy, ze wowczas mozliwe jest przyporzadkowanie kazdemu punktowi jednej

z liczb rzeczywistych 1, z2,...,x, w taki sposéb, aby suma na kazdej prostej ¢; byla
réwna 0, ale aby nie wszystkie liczby x; byly réwne 0. Wynika to natychmiast z faktu,
iz jednorodny uktad réwnan liniowych

E z;=0 dla 1<i<m,
S
o m réwnaniach i n > m niewiadomych ma nietrywialne rozwigzanie.
W szczegdlnosci prawdziwa jest zalezno$é
m 2
E ( E xT j) =0.
i=1 jet,

Po wymnozeniu i uporzadkowaniu sktadnikéw widzimy, ze lewa strona powyzszej
rownoéci sktada si¢ z wyrazéow postaci x? oraz x;x) dla j # k. Skoro nie wszystkie
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punkty leza na jednej prostej, to kazdy punkt pojawia sie na co najmniej dwdch
prostych, a zatem kazdy sktadnik postaci x? wystepuje co najmniej dwukrotnie

w powyzszej sumie. Co wigcej, poniewaz przez dwa rézne punkty przechodzi dokladnie
jedna prosta, liczby x; i xx, gdzie j # k, znajda sie razem w dokladnie jednej sumie.
A zatem przy skladniku z;xs znajduje si¢ wspotczynnik 2. W tej sytuacji

z? + (4o — 330)2 =1.

AL, As, .

z dwébch koloréw.

e Dla kazdego i = 1,2, ..
zawiera elementy obu koloréw.

m 2 n

0= (ij) 222:&?—&—2 Z zjry = o1+ as+. . 4ao+ (Tt +xn)d
i=1  jet, j=1 1< <k<n

Stad jednak wynika, ze 1 = x2 = ... =z, = 0, co stanowi sprzeczno$¢ z wyborem

liczb z;. Konczy to dowdd.

Na zakonczenie zaproponujemy dwa zadania, dla ktérych Czytelnik moze sam
sprébowaé odnalezé zaskakujacy sposob rozwigzania.

Zadanie 5. Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste x, ktore spetlniaja réwnanie

PodpowiedZ. Wykorzystaj wzér na cosinus kata potrojonego.

Zadanie 6. Dane sg takie liczby catkowite dodatnie k,n, ze k < n — 1. Zbiory

., Aj sg niepustymi podzbiorami zbioru n-elementowego S. Udowodnié, ze
mozna pokolorowaé¢ pewne elementy zbioru S dwoma kolorami w taki sposéb, ze
spelnione sg nastepujace warunki:

e Kazdy element zbioru S jest albo niepokolorowany, albo pokolorowany na jeden

e Przynajmniej jeden element zbioru S jest pokolorowany.
.,k zbioér A; jest albo catkowicie niepokolorowany, albo

Podpowiedz. Przy konstrukcji zadanego kolorowania skorzystaj z podanego wczesniej
faktu dotyczacego ukladu réwnan.

W kolejnych artykutach przedyskutujemy znacznie dokladniej wybrane metody,
ukazujace niezwyktle zwiazki w matematyce.

O dobru jeszcze lepiej

Copernicus Center PRESS

Czlowiek jest elementem
biologicznego kontinuum.

Mysl ta, narzucajaca sie,

gdy rozwaza si¢ cykl rozwojowy
czlowieka, jego budowe
anatomiczng czy tez procesy
fizjologiczne wen zachodzace,
jest nader rzadko przywolywana
w dyskusji wtasnoéci uznawanej
niekiedy za specyficznie ludzka —
moralnosci. Wcigz rosnie jednak liczba i jakosé dowoddéw na
to, ze wiele zwierzat przejawia sktonnosci prospoteczne, takie
jak umiejetno$¢ dziatania zespotowego albo opieka nad
starymi i zniedolteznialymi cztonkami stada. Nie da sie¢ zatem
uciec od pytania, czym takie zachowanie jest — u czltowieka

i innych zwierzat — uwarunkowane lub, doktadniej, jakie
mechanizmy moézgowe sa za takie zachowania
odpowiedzialne. Istnieja silne argumenty za hipoteza, ze to,
co u ludzi nazwalibySmy dobrem, jest postrzegane

w kategoriach nagrody, czynienie dobra sprawia zas
przyjemno$¢. Oznacza to, ze zré6dta moralnosci nalezy szukaé
w aspektach funkcjonowania mézgu zwigzanych z motywacja
do dzialania — a wiec w przetwarzaniu emocji.

Frans

de Waal

BONOBO
i ATEISTA

Frans de Waal, BONOBO 1 ATEISTA.

W poszukiwaniu humanizmu wsréd naczelnych

Idea to nienowa, ale i zarazem rewolucyjna. Slady
powyzszego rozumowania mozna znalezé juz w pismach
Darwina, ile jednak czasu uplynaé musi, by dotarta wraz

z dawka niezbednej wiedzy do studentéw filozofii lub
teologii? Przez wieki szukano przeciez zrédet moralnosci poza
Swiatem przyrody — Kant uwazal, ze jest ona konsekwencja,
rozumowego poznania $wiata (ale jak, skoro umyst to wytwoér
mébzgu?), wielu ludzi za$ odwoluje si¢ do Boga jako zrédla
dobra, sprawiedliwoéci, prawdy i piekna. Czy oznacza to, ze
poznanie $wiata metodami nauk przyrodniczych okazuje sie
fundamentalnie niezgodne z religia?

Wybitny badacz zachowania zwierzat, Frans de Waal, w swej
najnowszej ksiazce Bonobo i ateista przekonuje, ze zarysowany
powyzej dylemat jest przesadnie udramatyzowany mimo coraz
$mielszego odkrywania tajemnic psychiki ludzkiej i zwierzecej
przez nauki empiryczne. Swietnie udokumentowana,

logiczna i pasjonujaca opowie$¢ de Waala sprawi przyjemnos$é
kazdemu czytelnikowi taknacemu przystepnego wprowadzenia
do wspodlczesnej wiedzy o badaniach nad zachowaniami
spolecznymi zwierzat. A dla wszystkich tych, ktérzy
zastanawiaja sie niekiedy, jak zy¢ (obojetnie, czy chodzi o zycie
wlasne, czy innych) — powinna by¢ zgola lektura obowigzkows.

Pracownia Neurobiologii Emocji, Instytut Biologii Do$wiadczalnej im. M. Nenckiego PAN  Ewelina KNAPSKA
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L...]

Rozwigzanie zadania M 1447.
Poniewaz katy PM R i PCR sa réwne
(jako katy wpisane oparte na éwiartce
okregu), to na czworokacie PMC R mozna
opisa¢ okrag. Zatem

L PRM = {PCM = {DCM = < DBM.
W takim razie odcinki PR i DB s3
réwnolegle.

M

Rozwazajac czworokat QM DS, wykazemy
analogicznie, ze QS || AC, a stad latwo
wywnioskowad teze.

Traktat o lataniu na Niczym
Krzysztof REJMER

Balon, zeby uniesé sie w przestworza i pozeglowaé, musi by¢ wypelniony gazem
1zejszym od powietrza atmosferycznego. Wie to kazdy. Ale czy na pewno jest to
jedyna mozliwos$é?

Uznawany za ojca powietrznej nawigacji, wykladowca matematyki oraz fizyki

w Brescii, jezuita Francisco Lana de Terzi (1631-1687), widzial to nieco inaczej.
Lana nie chcial niczym balonu wypelniaé. On go chcial opr6znié! Site nosna
powietrznego statku Lany da¢ mialy cztery miedziane kule, z ktérych za pomoca
pompy prézniowej Boyle’a usunieto powietrze. W przeciwienstwie do innych
pionieréw lotéw balonem postugujacych sie metoda préb i btedow, Lana wspieral si¢
obliczeniami; znal prawo Archimedesa oraz wiedzial, ze powietrze ma swoj ciezar.
Na ile jego obliczenia byly poprawne, to rzecz inna, liczy sie juz sama proba
dokonania matematycznej analizy warunkéw lotu. Znacznie gorzej poradzil sobie
z zarzutem, ze kule po opréznieniu zostang zgniecione przez dziatajace z zewnatrz
potezne sity parcia atmosfery. Wiadomo: horror vacui! Lana z niezmaconym
spokojem odpieral ten zarzut, postugujac sie scholastyczno-arystotelesowskim
argumentem: kula, bedac ksztaltem doskonalym, zniesie wszystko. Na jego obrone
rzec trzeba, ze sensowna odpowiedz na to pytanie wymaga pewnej wiedzy
materialowej, w jego czasach jeszcze nieistniejace;j.

Ksiazka Lany, Prodromo dell’Arte Maestra (1670 r.) zdobyla znaczny rozglos.
W 1690 roku zostata przetlumaczona na angielski przez Roberta Hooke’a.
Dwadziescia lat pézniej, w 1710 roku, Leibniz udowodnit, ze pomyst Lany jest
nierealistyczny. Autor tego artykulu wprawdzie nie zna argumentacji Leibniza,
ale tez wcale nie istnieje potrzeba, by dzis do niej siegac.

Zacznijmy od przypomnienia, ze — zgodnie z prawem Archimedesa — na cialo
zanurzone w plynie (obojetne, czy jest to ciecz, czy gaz) znajdujacym sie w polu
grawitacyjnym dziala sila wyporu, o wartosci réwnej ciezarowi wypartego przez
to cialo ptynu. Jest to konsekwencja liniowego spadku ci$nienia ptynu wraz

z wysokoscia. Dowdd jest elementarny, cho¢, oczywiscie, wymaga pewnych
zalozen; rzecz sig nieco komplikuje, jesli temperatura gazu (ciecze nie beda nas
interesowad) nie jest ustalona albo tez wieje wiatr. W przypadku ogélnym sity
dziatajace na ciala ze strony ptynu bywaja skomplikowane. Dlatego przyjmiemy,
ze atmosfera jest izotermiczna i nieruchoma. Réwniez nie bedziemy tu mdéwic

o montgolfierach, czyli o balonach wypelionych goracym powietrzem.

Przede wszystkim musimy wiedzieé, ile ,waza’ rézne gazy. W tak zwanych
warunkach standardowych (temperatura 0°C i ci$nienie 1000 hPa czyli

0,986 atm) gestosé powietrza ma wartosé 1,28 kg/m3, czyli 1,28 g/1. Ta druga
jednostka (g/1) wydaje sie lepiej przemawia¢ do wyobrazni. Wynika stad, ze
kazdy ,litr prézni” daje site wyporu o wartosci 1,28 G. Moneta jednozlotowa ma
mase 5 gramow, a zatem aby ja unie$¢ w powietrze, potrzeba niemal czterech
litréw prozni. W rzeczywistosci wiecej, bo proznie trzeba w cos ,,opakowac”. Jesli
wypelimy balon gazem, bedzie gorzej, bo gaz, w przeciwienstwie do prézni, ma
mase. Oczywidcie, najlepiej uzy¢ mozliwie lekkiego gazu, na przyktad wodoru.
Jego gestos¢ w warunkach normalnych to tylko 0,09 g/l. Tak wiec od sily wyporu
dla kazdego litra objetosci nalezy odja¢ ciezar o wartoéci 0,09 G. To daje
wyobrazenie, jak wielkie musza by¢ balony, zeby czlowiek moégl nimi lataé.

Niestety, wodér potrafi wybuchaé, dlatego znacznie lepszy jest — w epoce
pierwszych lotéw balonem jeszcze nieznany — hel. Jego gestos¢ w warunkach
standardowych ma wartosé 0,178 g/1. Tak wiec, jesli uzyjemy helu, sita wyporu
zostaje zmniejszona o okolo 14 procent. Obecno$¢ gazu zmniejsza site wyporu

o ciezar monety jednogroszowej (masa jednogroszéwki to 1,64 g) dla 18 litréw
wodoru i 9 litréw helu. Pamietajmy tez, ze pole powierzchni balonu rosnie wraz
z jego rozmiarami wolniej niz objeto$¢, zatem sila wyporu rosnie szybciej niz jego
ciezar (przy zalozeniu, ze balon wykonany jest zawsze z tego samego materiatu)
dlatego im wiekszy balon, tym wiekszego balastu wymaga.
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Warto moze dodaé, ze oprécz montgolfiery oraz balonu wypelnionego wodorem,
od nazwiska wynalazcy (Charlesa) nazywanego szarliera, istnialy réwniez — raczej
zapomniane juz — napelniane gazem blotnym gryniery (pomystu Greena) oraz
roziery, hybrydy bedace kombinacja montgolfiery i szarliery. Ich imie pochodzi
od Pilatre de Roziera, jednego z pionieréow lotnictwa balonowego, ktory zginal
podczas proby pokonania Kanalu La Manche, gdy iskra z paleniska montgolfiery
spowodowatla eksplozje wodoru.

Widzimy, ze w zasadzie Lana mial racje, bo balon prézniowy ma wieksza
wypornoéé niz gazowy. Ale wyporno$é to przeciez jeszcze nie wszystko.
Zastanéwmy sie nad wytrzymaloscia prézniowego balonu. Taki balon musi by¢
sztywny. Niech to bedzie metalowa sfera. Podzielimy ja na dwie pétsfery, dolng
i gérna. Skierowana pionowo sila parcia powietrza atmosferycznego, dziatajaca
na kazda z nich, jest rowna

1
5Ap = R°p,

gdzie p to ci$nienie atmosferyczne, A jest polem powierzchni pélsfery, zas R to
jej promien. Tym razem, w przeciwienstwie do wyprowadzenia prawa
Archimedesa, mozemy pominaé réznice cisnien. Czynnik 1/2 bierze sie

z calkowania kosinusa kata azymutalnego (interesuje nas pionowa skladowa sily).
Wynika stad, ze naprezenie o, Sciskajace sfere na jej réwniku, jest réwne

TR%p _Rp

7~ 9xRh 2

Grubos¢ sferycznej powloki oznaczyliSmy przez h (h < R). Aby balon még?
swobodnie wisie¢ w powietrzu, sila wyporu musi zrownowazy¢ jego ciezar; tak
wiec, dla prézniowego balonu (w naszym oszacowaniu pomijamy ciezar gondoli,
lotnika oraz ladunku) bedzie

4
AT R?hpy = gﬂ'RSpp,

gdzie p, jest gestodcia materiatu, z ktérego wykonano sfere, natomiast p;, jest
gestoscig powietrza. Jak widaé¢, grubos¢ powloki musi by¢ proporcjonalna do jej
promienia, przy czym stala proporcjonalnodci zalezy od stosunku gestosci

ﬁ _ Pp

R 3ps
Dla mniej cennego od miedzi aluminium (p, = 2,7 - 103 kg/m?) i standardowego
powietrza otrzymujemy h/R = 1,6 - 10~% < 1. Dla sfery o promieniu 10 m
stosowna grubos$é¢ powloki to nieco ponad péttora milimetra. Taka sfera wydaje
sie by¢ czym$ bardzo delikatnym, zderzenie z czymkolwiek: wieza, drzewem, a kto
wie, czy rowniez nie ptakiem, mogloby mieé¢ dla niej powazne nastepstwal! Mogtaby
zostaé¢ przedziurawiona lub ulec deformacji. O tym drugim jeszcze za chwile.

Z powyzszych réwnan wynika, ze niezaleznie od promienia i grubosci powtoki
opréznionej z powietrza sfery jest

3ps
o 20 p.
Dla aluminium daje to wartoéé o = 3,3 - 10% Pa. Ten rzad wielkosci zgadza sie
z danymi dotyczacymi wytrzymalosci wiekszosci stopéw aluminium.
Otrzymalismy wynik zbyt bliski granicy bezpieczenstwa, a zatem negatywny.

Akhmeteli i Gavrilin przedyskutowali stabilnosé prézniowego balonu zwiazana
ze zjawiskiem wyboczenia. Dla kazdej konstrukceji jest ono niebezpieczne.

Ta analiza jest bardziej skomplikowana. Na czym polega wyboczenie, opiszemy
na najprostszym mozliwym przykladzie: $ciskania preta. Jesli Sciskamy go
wzdhuz jego dlugiej osi, to przy pewnej wartosci Sciskajacej sity, tak zwanej
wartoéci krytycznej, nastepuje zjawisko gwaltownego przejécia od deformacji
$ciskania do innego rodzaju deformacji — zginania. Dla sferycznej powloki
zjawisko wyboczenia jest oczywiscie duzo bardziej skomplikowane, jednak analiza
przeprowadzona przez wspominanych powyzej badaczy dowodzi, ze zadna
metalowa powloka (a nawet i diamentowa, gdyby kto$ chcial i potrafil ja
wykona¢) nie ochroni prézniowego balonu przed wyboczeniem. Co prawda,
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Rys. 1

Rys. 2

mozna oczekiwal, ze jakas powloka majaca skomplikowang wewnetrzna strukture
bedzie dostatecznie lekka, wytrzymata i sztywna. A zatem, kto wie? Ale pdki co,
to tylko fantastyka.

Sam Lana pesymistycznie uwazal, ze jakikolwiek balon jest jedynie igraszka
umystu i zbudowanie go nie jest mozliwe, poniewaz: [...] pewnym jest, iz Bdg
nie zezwoli, by taka maszyna sie udala, poniewaz moze ona sprawié wiele klopotu
sprawujgeym rzady. CzyZ znajdzie sie czlowiek, ktory moze zapewnié, zZe Zadne
miasto nie zostanie narazone na niespodzianke, gdy powietrzny statek zacznie
manewrowaé nad jego domami i placami? Twierdze i miasta moglyby zostaé
bezsprzecznie zniszczone, gdyby masy Zelaza, kule ognia i bomby zostaly

zrzucone z wysoka |...]

Bardziej optymistycznie widzial to ksiadz J6zef Herman Osinski (1738-1802),
warszawski uczony, majacy pewne osiggniecia w dziedzinie badan nad
elektrycznoscia. W ksiazce Robota machiny powietrznej Pana Montgolfier (1784)
przedstawil wlasny projekt balonu transportowego, jaki, jego zdaniem, unoszac
sie na niewielkiej wysokosci ponad powierzchnia Ziemi, ciagniety przez pare koni,
dwadziescia razy rocznie przemieszczalby sie miedzy Warszawa i Krakowem
przenoszac tadunek 640 kg, co przyniostoby zysk w wysokosci 24 000 ztotych.
Rozwazal réwniez budowe balonéw wedlug pomystu Lany (najwyrazniej nic

nie wiedzial o obiekcjach Leibniza, a moze zwyczajnie nic sobie z nich nie robil):
[...] szklg na kule latajgce nie mozna uzywad, bo zepsuciu zbyt podlegle |. . ]
Mozna za$ z metalu, a w szczegdlnosci z Zelaza pomienione kule robic,

a urobiwszy, powietrze z nich wyciggngé, czyli czcze uczynié, zaczem na powietrze
WZNL08q Sie.

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1447. Punkt M lezy na krotszym tuku C'D okregu opisanego na kwadracie
ABCD. Prosta AM przecina BD, CD odpowiednio w punktach S, P, za$ prosta
BM przecina AC, CD odpowiednio w punktach R, @ (rys. 1). Udowodnié, ze
odcinki S@ i PR sa prostopadte.

Rozwiazanie na str. 5

M 1448. Udowodnié, ze dla nieujemnych liczb x,y, z prawdziwa jest nieréwnosé¢

9
(@ +y+2)(zy +yz+22) < g@+y)(y +2)(z +2).
Rozwiazanie na str. 15

M 1449. Rozpatrzmy nastepujaca gre. Przed rozpoczeciem gry dane sa dwa
niepuste stosy z m i n monetami. Ruch polega na usunieciu jednego ze stoséw
i podzieleniu drugiego na dwa niepuste. Gracze wykonuja ruchy na przemian.
Jesli ktorys nie moze wykonaé ruchu, to przegrywa. Rozstrzygnac¢, kto ma
strategie wygrywajaca, gdy m = n = 2015.

Rozwiazanie na str. 3

Przygotowat Michat NAWROCKI

F 873. Malg kulke zawieszono na dwdch jednakowych sprezynach, rozciagnietych
do dtugosci L kazda. Po wytraceniu z rownowagi kulka porusza sie periodycznie
po trajektorii w ksztalcie 6semki (rys. 2). Jaka musi by¢ dlugosé nierozciagnietych
sprezyn Lo, aby kulka poruszala sie w taki sposéb (ciezar sprezyn pominaé)?
Rozwiazanie na str. 3

F 874. Gdy $wiatlo pada na plaska plytke szklana prostopadle do jej
powierzchni, to 8% energii fali odbija sie, a 92% przechodzi przez plytke. Innymi
stowy, wspélczynnik odbicia wynosi R = 0,08, a wspolczynnik transmisji wynosi
T = 0,92 (uwzgledniono juz tutaj odbicie od obu powierzchni plytki). Jaki bedzie
wspdélezynnik transmisji stosu ztozonego z n plytek?

Rozwigzanie na str. 1
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Kroétka opowies¢ o symedianie

Matgorzata DUTKA

Zechciejcie panstwo wystuchaé dzi$ krétkiej opowiesci

z krolestwa geometrii. Za siedmioma gérami
matematycznych podrecznikéw, za siedmioma rzekami
matematycznych rownan, za siedmioma lasami
matematycznych sprzecznosci znajdowala sie symediana.
Dzi$ symediana ujrzy swiatlo dzienne. Jednak na samym
poczatku powinnismy ztozy¢ podzigkowanie francuskiemu
matematykowi i inzynierowi budownictwa, panu
Emile’owi Lemoine’owi (1840-1911), ktoérego to zastuga
jest uwiecznienie tego pojecia, a takze sformutowanie
wielu twierdzen z nim zwigzanych. Matematyczny $wiat
oddal mu hotd w sobie tylko znany sposéb —
twierdzeniom zwigzanym z symediang niejednokrotnie
nadajac nazwy zawierajace jego nazwisko. W ponizszym
artykule przytocze wiele ciekawych zwiazkow dla réwnie
ciekawej prostej, zwiazkdéw noszacych nazwisko tego
francuskiego matematyka.

Definicja symediany. Symediang nazywamy prosta,
bedaca obrazem symetrycznym srodkowej wychodzacej

z danego wierzcholtka trojkata wzgledem dwusiecznej
kata wewnetrznego znajdujacego sie przy tym samym
wierzchotku. Z wierzchotka C tréjkata ABC prowadzimy
dwusieczng C'D oraz $rodkowa C'E. Odbijamy wéwczas
prosta C'E wzgledem prostej C'D. Otrzymujemy

prosta C'F' — w ponizszym artykule méwiac o symedianie,
bede miala na mys$li wlasnie odcinek tej prostej
ograniczony przez dany trojkat.

C

Rys. 1

Pierwsze i jednoczesnie zasadnicze twierdzenie
charakteryzujace symediane w swojej nazwie nie zawiera
nazwiska Lemoine’a. Jednak bez tej wlasnosci

nie byliby$my w stanie wykazaé nastepnych zaleznodci.

Twierdzenie o podziale boku. Symediana
poprowadzona z jednego wierzchotka trojkgta dzieli
wewnetrznie przeciwlegly bok proporcjonalnie do
kwadratow dlugo$ci bokéw przyleglych. Wedtug oznaczen
standardowych, takich e AB =c¢, AC =b, BC =a
(rys. 1) otrzymujemy zwigzek

AF b?

FB a2’
Dowdd tego faktu opiera sie bezposrednio na twierdzeniu

sinuséw zastosowanym dla par tréjkatéw: AFC, BEC
oraz AEC, BFC.

laureatka XXXI Ogélnopolskiego Sejmiku Matematykéw, I LO Bydgoszcz

Stosunek podzialu boku przez symediane przypomina
stosunek podziatu boku tréjkata przez dwusieczna.
Roéznica polega tak naprawde jedynie na obecnosci
stosunku kwadratow dlugosci bokéw, a nie samych
dlugosci bokéw. Ponadto prawdziwe jest rowniez
twierdzenie odwrotne.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia o podziale
boku. Jezeli prosta poprowadzona z jednego wierzcholka
trojkata dzieli wewnetrznie przeciwlegly bok
proporcjonalnie do kwadratéow diugosci bokéw przyleglych,
to jest ona symediang.

W dowodzie twierdzenia zakladamy, ze istnieje prosta
spelniajaca stosunek z poprzedniego twierdzenia

i jednoczesnie niebedaca symediang. Dojdziemy wowczas
do sprzecznosci, ktora konczy dowdd.

Powréémy do pana Lemoine’a. Ten zacny francuski
matematyk doczekal sie swojego wlasnego punktu.

Céz to za punkt? Kierujac sie analogia do innych
prostych w tréjkacie, mozemy tatwo sie domyslic!
Symediany réwniez przecinaja sie w jednym punkcie. Jest
to punkt oznaczany standardowo litera L i nazywany
punktem Lemoine’a. Dowdd tego faktu opiera sie jedynie
na twierdzeniu odwrotnym do twierdzenia Cevy,
wykorzystujacym stosunek podziatu boku.

Okazuje sie rowniez, ze punkt L ma bardzo
charakterystyczne polozenie wewnatrz trojkata.

Twierdzenie o minimalnej sumie odleglosci
punktu Lemoine’a od bokéw trojkata. Jezeli dany
punkt wewngtrz trojkgta spelnia warunek mowigcey, zZe
suma kwadratow jego odleglosci od bokéw trojkagta
przyjmuje minimum, to ten punkt jest punktem
przeciecia symedian.

Dowdad. Niech L bedzie dowolnym punktem lezacym
wewnatrz tréjkata ABC oraz AB = ¢, AC = b, BC = a.
Korzystajac z oznaczen na rysunku 2, mozemy napisac,
iz 25aBc = ax + by + cz.

A J N B
Rys. 2

Z nieréwnosci Cauchy’ego—Schwarza otrzymujemy:

4% e = (az + by + ¢2)? < (2% + 4% + 22)(a® + b + ).



Dla danych a, b, c wyrazenie z2 + 32 + ¢ przyjmuje
wartos¢ najmniejsza, gdy zachodzi rownoéé, a ta ma
miejsce dla

a b ¢
bt
Zauwazamy jednocze$nie, ze % = g“”, % = g‘w],
BLJ BCJ
AJ  Sacs—Sars  Sawc 3y b

BJ  Spcs—Sprs  Spic  Lax  a?
7 twierdzenia odwrotnego do twierdzenia o podziale
boku przez symediane wnioskujemy, ze punkt L jest

punktem przeciecia symedian. O

7 symediang zwiazane sa réwniez charakterystyczne
okregi. Wérdd nich mozna wyrdznié¢ okregi bezposrednio
zwigzane z punktem Lemoine’a. Do wykonania
konstrukeji pierwszego okregu Lemoine’a pomocne bedzie
przypomnienie definicji antyréwnoleglej.

Definicja. Antyréwnolegla do boku AB w tréjkacie
ABC nazywamy prosta przecinajaca przeciwlegly

do kata A bok pod takim samym katem, jaki jest przy
wierzchotku A oraz bok przeciwlegly do wierzcholka B
pod takim samym katem, jaki jest przy wierzchotku B.

Zwréémy uwage réwniez na charakterystyczny zwiazek
symediany i antyrownoleglych.

Twierdzenie o podziale antyréwnoleglych przez

symediany. Symediana poprowadzona z wierzchotka C
trojkgta ABC' dzieli antyréwnolegle wzgledem boku AB

na potowy.

Pierwszy okrag Lemoine’a. Aby skonstruowaé
pierwszy okrgg Lemoine’a, musimy poprowadzicé
antyrownolegle do kazdego z bokow tréjkgta, przechodzgce
przez punkt przeciecia symedian. Wowczas punkty
przeciecia tych antyrownoleglych z bokami trojkgta lezg
na jednym okregu zwanym wlasnie pierwszym okregiem
Lemoine’a.

Rys. 3

Dowdad. 7 twierdzenia o podziale antyrownolegltych przez
symediany wiemy, ze PL = LS, NL = LQ, RL = LO
(rys. 3). Ponadto zauwazamy, ze jezeli proste RO i SP
sg antyréwnolegltymi do bokéow AC' i BC, to

XLRS = <LSR = xC. Zauwazamy wowczas, ze trojkat
LSR jest réwnoramienny, czyli LS = LR. Oznacza to
rowniez, ze LS = LR = LO = LP. Wowczas cztery
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punkty: S, R, P oraz O sa rowno oddalone od punktu L,
czyli leza na jednym okregu. Takie samo rozumowanie
mozemy poprowadzié dla prostej QN. Jezeli proste

PS i QN sa antyrownoleglymi do bokéw BC' i AB, to
ILQP = L LPQ = < B. Zatem tréjkat PLQ jest
rOwnoramienny, co oznacza, ze LG = LP, ale réwniez
na podstawie podziatu antyréwnoleglej przez symediane
LQ =LP =LS = LN - podsumowujac:
LS=LR=LP=L0O = LQ = LN. Zatem wszystkie te
punkty sa réwno odlegte od punktu L, co oznacza, ze
leza na jednym okregu, majacym srodek w punkcie L. O

Drugi okrag Lemoine’a. Aby skonstruowac drugi
okrqgg Lemoine’a, musimy poprowadzi¢ rownolegle

do kazdego z bokow trojkgta, przechodzgce przez punkt
przeciecia symedian. Wowczas punkty przeciecia tych
rownoleglych z bokami trojkgta lezg na jednym okregu
zwanym wlasnie drugim okregiem Lemoine’a.

C

Rys. 4

Dowdd. Latwo zauwazy¢, ze czworokat CSLN (rys. 4) jest
rownoleglobokiem. W kazdym réwnolegloboku przekatne
polowig sie. Zatem odcinek C'L dzieli na p6t odcinek SV.
Zauwazamy réwniez, ze odcinek C'L nalezy do symediany
trojkata ABC poprowadzonej z wierzchotka C'. Skoro C'L
nalezy do symediany oraz dzieli odcinek SN na polowe,
to prosta SN musi byé¢ antyréwnolegla do boku AB
(tatwo wywnioskowaé to z twierdzenia o podziale
antyréwnoleglych). Wowczas <CSN = <A = <NOR.
Stad punkty N, O, R, S musza leze¢ na jednym okregu
oznaczonym jako o1, gdyz X NSR + <NOR = 180°.
Analogicznie punkty Q, N, O, P musza leze¢ na jednym
okregu oznaczonym jako os. Wezmy teraz pod uwage
czworokat PON S. Zauwazymy wdowczas, ze jest to trapez
o podstawach NO oraz PS. Skoro NS jest
antyrownolegta do boku AB oraz OP jest antyrownolegla
do boku BC, to XCNS = XAOP = ¥ B. Oznacza to, ze
INOP = < SNO, czyli trapez SNOP jest
rownoramienny, zatem mozna na nim opisa¢ okrag os.
Podsumowujac, wszystkie trzy okregi musza si¢
pokrywaé, gdyz wspélny okrag o; oraz o3 wyznaczaja
trzy punkty: S, N, O, natomiast wspélny okrag oo oraz os
wyznaczaja trzy punkty: N, O, P. Ale wszystkie

z wymienionych punktéw leza na jednym okregu (punkty:
S,N,0,P). O



Rys. 5

Istnieje rowniez trzeci okrag Lemoine’a. Jego konstrukcja
jest juz nieco bardziej zlozona (rys. 5).

Trzeci okreg Lemoine’a. Niech L bedzie punktem
przeciecia symedian w tréjkgcie ABC. Wowczas

na kazdym z trojkgtow: ALB, BLC,CLA opisujemy
okregi. Punkty przeciecia tych okregow z bokami lub
przedtuzeniami bokow trojkgta leZg rownieZ na jednym
okregu zwanym trzecim okregiem Lemoine’a.

Bezposrednio z punktem Lemoine’a zwiazany jest trojkat
o bardzo charakterystycznej wlasnosci. Do jej dowodu
wykorzystamy jedng z wlasnoéci dowolnego punktu
nalezacego do symediany tréjkata.

Twierdzenie o odleglosci punktu nalezacego

do symediany od bokéw trdjkata. Niech punkt E
bedzie punktem lezgeym na boku BC' tréjkgta ABC.
Jezeli AE jest symediang tréjkgta ABC przechodzgcg
przez punkt A (rys. 6), to dla kazdego punktu F, leZgcego
na prostej AE, zachodzi réuwno$é

d(F,AB) _d(E,AB)
d(F, AC)

AB
AC

d(E, AC)

Rys. 6
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Twierdzenie o tréjkacie spodkowym Lemoine’a.
Punkt Lemoine’a tréjkgta ABC jest jednoczesnie srodkiem
ciezkosci trojkgta utworzonego poprzez polaczenie rzutow
punktu Lemoine’a na boki trojkgta ABC.

Obserwujemy tutaj zwiazek z symetrycznym odbiciem.
Przeciez symediana powstaje jako odbicie srodkowej
wzgledem dwusiecznej, a wspolne polozenie punktu
przeciecia symedian i dwusiecznych dla tych trojkatow
jest wyjatkowe.

Rys. 7

Dowdd. Niech @ (rys. 7) bedzie punktem przeciecia
odcinka PO oraz prostopadlej do boku AB,
przechodzacej przez punkt Lemoine’a (L). Wowczas
stosujac twierdzenie sinuséw, otrzymujemy zaleznosé:
PQ PL sin<PLQ
QO OL sinxOLQ’
Jezeli C'L jest symediang w trojkacie ABC, to
z twierdzenia o odleglosci punktu nalezacego
do symediany od bokéw trojkata otrzymujemy
PL d(L,CA) CA
LO d(L,CB) OB’
Ponadto XQLO = <B, XQLP = 4 A, gdyz
na czworokatach BOLN oraz AN LP mozna opisaé
okregi. Uwzgledniajac to w zapisie pierwszego zwigzku,
otrzymujemy

P7Q B ﬂ sin<x A
QO BC sin<B’
Ale z twierdzenia sinuséw mamy

sin <A B BfC'

singB  AC’
e PQ _AC BC _
QO BC AC

Stad NQ jest srodkowsa tréjkata NOP. Analogiczny tok
rozumowania wystepuje w przypadku punktu S bedacego
punktem przeciecia odcinka PN oraz prostopadlej

do boku BC, przechodzacej przez punkt Lemoine’a oraz
dla punktu R bedacego punktem przecigcia odcinka ON
oraz prostopadlej do boku AC, przechodzacej przez
punkt Lemoine’a. Stad odcinki N@Q, OS, PR sa
srodkowymi w tréjkacie NOP oraz punkt L jest réwniez
srodkiem ciezkosci tego tréjkata. O

Dociekliwy matematyk zapewne chcialby sie dowiedzie¢
jeszcze dokladniej, gdzie w trdjkacie znajduje sie punkt
przeciecia symedian.



Twierdzenie o potozeniu punktu Lemoine’a.
Punkt przeciecia symedian znajduje sie na prostej
zawierajgce] Srodek wysokoSci opuszczonej z jednego

z wierzcholkow oraz $rodek przeciwleglego boku trojkgta.

C P H K B
Rys. 8

Wskazowka. W dowodzie tego twierdzenia mozna
wykorzystaé twierdzenie o trdjkacie spodkowym
Lemoine’a. Pomocne okaze sie¢ odbicie punktu H
wzgledem punktu L.

7 symediang spotkamy sie rowniez, gdy bedziemy chcieli
poznaé blizej okrag Apoloniusza. Przypomnijmy, ze dla
danych punktow A i1 B, gdzie A jest rézne od B, oraz
liczby dodatniej m, réznej od 1, zbiorem punktow G

na plaszczyinie, takich ze % = m, jest okrqgg, nazwany

okregiem Apoloniusza.

Rys. 9

Twierdzenie o symedianie i okregu Apoloniusza.
Niech punkt J bedzie takim rozinym od wierzchotka D
punktem na okregu opisanym na tréjkgcie ABD
(rys. 9), ze

JB BD

JA  AD’
Wowezas odcinek DJ jest symediang tréjkgta ABD,
przechodzqcg przez wierzcholek D.

Dowdad. Niech P bedzie punktem przeciecia prostej DJ
z bokiem AB tréjkata ABD. Postugujac si¢ twierdzeniem
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sinusow, otrzymujemy zaleznosé
BP JB sin<BJP
PA~ JA singPJA’
Jednoczesnie korzystajac z zalozenia, ze ‘}—i = %,
mozemy napisac, iz
BP BD sin«<BJP
PA~ AD sin<PJA’
7 wlasnosci katéw opartych na tym samym tuku wiemy,
ze XDJB = <A, ¥DJA = & B. Zatem
BP BD singA
PA~ AD sin«B’
ale z twierdzenia sinuséw wyciagamy wniosek, ze
sin<xA BD
sinxB AD’

stad

BP BD?

PA  AD?’
7 twierdzenia odwrotnego do twierdzenia o podziale
boku przez symediane wyciagamy wniosek, iz prosta DJ
jest symediang w trojkacie ABD, przechodzaca przez
wierzchotek D. O

Ponadto wazna wlasnoscia symediany, niezwykle
przydatna jako zastosowanie przy rozwigzywaniu zadan
oraz zwiazang z okregiem opisanym na tréjkacie, jest
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie o stycznych do okregu opisanego

na tréjkacie i o symedianie. Na trdjkgcie ABC
opisujemy okrag o §rodku D (rys. 10). Prowadzimy styczne
do okregu przechodzqce przez wierzchotki A i C. Styczne
te przecinajg sie w punkcie E. Wowczas odcinek BE jest
symediang tréjkgta ABC, zawierajgcq wierzchotek B.

Rys. 10
Dowdd pozostawiam Czytelnikom.

Ktos, kto zapoznalby si¢ jedynie z wyzej wymienionymi
wlasnosciami symediany, méglby jej zarzuci¢ brak
przydatnosci w Swiecie zadan geometrycznych. Jednak
okazuje sie, ze symediana z powodzeniem znajduje
zastosowanie, na przyklad, w zadaniach olimpijskich.
Kluczem do pierwszego z nich bedzie wyzej wymieniona
zalezno$ci.



Zadanie 1 (Vietnam Team Selection Test 2001).

Na plaszczyinie dwa okregi przecinajg sie w punktach
G i H. Ich wspdlna styczna, blizsza punktowi G, dotyka
tych okregow w punktach E i F. Opisujemy okrgg

na tréjkgcie HEF. Styczne do niego przechodzgce przez
wierzcholki E i F przecinajq sie w punkcie I. Niech G’
bedzie obrazem punktu G w symetrii wzgledem prostej
EF. Udowodnij, ze punkty H,G', I sq wspdiliniowe
(rys. 11).

Rys. 11

Rozwigzanie. Z twierdzenia o stycznych do okregu
opisanego na trojkacie i o symedianie wiemy, ze odcinek
HI jest symediang trojkata H EF, zatem nalezy
wykazaé, ze réwniez punkt G’ lezy na tej symedianie.
Ponadto odcinek HG lezy na srodkowej tréjkata HE'F.
Whioskujemy to z twierdzenia o potedze punktu:

JE* = JG-JH = JF>.
Wiec JE = JF, czyli punkt J jest $rodkiem odcinka EF'.

Jako ze {FG'E = < FGE = 180° — <GEF — <GFE =
=180° — <xGHE — <GHF = 180° — < EHF, punkty
EHFG@G' leza na jednym okregu, stad

SG'HF = 4G'EF = 4FEG = <GHE.

Zatem skoro GH jest $rodkowa trojkata HEF, to HG'
jest symediang tego tréjkata. Zatem punkty H,G’, I lezg
na jednej proste;j.

Symediana i jej wlasnosciami mozna postuzy¢ sie rowniez
jako narzedziami w dowodzie.

Zadanie 2 (Miedzynarodowa Olimpiada Matematyczna
2003). Trzy rézne punkty A, B,C lezg kolejno na jednej
prostej. Niech I bedzie okregiem przechodzgcym przez
punkty A i C, ktdrego $rodek nie lezy na prostej AC.
Niech P bedzie punktem przeciecia stycznych do okregu
w punktach A i C. Punkt przeciecia odcinka PB

z okregiem I' oznaczmy jako Q. Udowodnij, Ze punkt
przeciecia dwusiecznej X AQC i odcinka AC nie zalezy
od wyboru okregu (rys. 12).
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Rys. 12

Rozwigzanie. Niech QR bedzie dwusieczna <X AQC.
7 twierdzenia o dwusiecznej mozemy zapisac, ze
AR AQ
RC — QC’
Zatem nalezy wykazaé, ze stosunek z () nie zalezy
od wyboru okregu I'. Z twierdzenia sinuséw
otrzymujemy, ze
AQ  sinxACQ
QC ~ sin<xCAQ’
Ale korzystajac z twierdzenia o siecznej i stycznej, mamy
AQ  sinxPAQ
QC ~ sinaxPCQ’
Przeksztatcajac powyzszy zwiazek, otrzymujemy:

PQ .
sin<x PAQ ESIH{AQP _

AQ _
QC sinxPCQ %ﬁsin{CQP
_ singAQP
T singCQP
¢ AB AB
CsinaaB 4@ FABY 4. qc
sin xCQB %sin{C’BQ CB - AQ
cQ
Zatem
AQ* _ AB
QC?  CB’

Zatem @B jest symediang w tréjkacie ACQ. Powyzsze
stwierdzenie potwierdza, ze punkt przeciecia dwusiecznej
X AQC i odcinka AC nie zalezy od wyboru okregu I

Na tym zakoncze dzisiejsza opowie$é, cho¢ musze ostrzec,
ze pokazane przeze mnie twierdzenia to tylko kilka
wybranych zaleznosci. Mozemy, na przykltad, wyznaczy¢
rowniez dlugos$é symediany za pomocs twierdzenia
Stewarta czy stosunek jej podziatu przez punkt
Lemoine’a za pomoca twierdzenia van Aubela.
Podsumowujac to opowiadanie, dodam, ze nie wiem, czy
symediana bedzie zyta dhugo i szczesliwie, ale mam
nadzieje, ze pozostanie w pamigci Czytelnikéw.



Liczba uporzadkowan n garnczkéw oraz
liczba uporzadkowan dowolnych
podzbioréw n garnczkéw.

Maia aelld

O tym, jak Puchatek podzbiory permutowal

Niektorzy znajduja co rano na progu swojego domu butelke ze $wiezym mlekiem.
Kubus Puchatek kazdego ranka znajduje tam n garnczkéw miodu. Garnczki sg
réznej wielkosci i Kubus kazdego dnia stara sie oprézniaé je w innej kolejnosci.
Oczywiscie, nawet Kubu$ wie (po tym, jak mu to wyttumaczyt Krzy$), ze jest
n!l=1-2-...-n sposobéw, na jakie to moze zrobi¢ (na n sposobéw moze wybraé
pierwszy garnczek, na n — 1 sposobéw drugi itd.). Dzi$ jednak Kubu$ jest

w nastroju do niebezpiecznych rozmysélan i zastanawia sig, co sie stanie, jesli
dopusci mozliwosé, ze moze nie oprézni¢ wszystkich garnczkéw. ,,Oczywiscie, jest
to zupelnie bezsensowne z punktu widzenia misiowego zoladka — pomyslat Kubus.
— Ale ciekawe, jak bardzo zwiekszy to liczbe sposobéw dokonania wyboru.”

Zsumujmy liczbe uporzadkowan poszczegélnych podzbioréw n-elementowego
zbioru garnczkéw — oznaczmy te liczbe przez s(n) i sprobujmy ja obliczyé¢ dla
malych przykladéw. Dla n = 1 mamy dwie mozliwosci: Kubu$ albo oprézni
jedyny garnczek, jaki ma, albo nie zrobi tego, zatem s(1) = 2. Dla n = 2 mamy
juz pie¢ sposobéw postepowania: Kubu$ nie robi nic, oproznia jeden z dwoch
garnczkow, albo opréznia oba garnczki w jednej z dwoch kolejnoéci. Natomiast
dla trzech garnczkéw mamy s(3) = 16 sposobéw (nic, 1, 2, 3, 12, 13, 21, 23, 31,
32, 123, 132, 213, 231, 312, 321). Wyniki dalszych eksperymentéw
udokumentowane sa w tabelce na marginesie.

Z tabelki wynika, ze dla malych przyktadéw s(n) < 3 - n!, czyli rozwazanie
uporzadkowan podzbioréw zwieksza liczbe sposobéw co najwyzej 3 razy. Okazuje
sie, ze tak jest rowniez dla wiekszych n. Kubu$ chetnie podzielitby sie tym
odkryciem z Krzysiem, ale do tego potrzebuje je udowodni¢. Pom6zmy mu.

Jedli Kubus chce danego dnia oprézni¢ k garnczkow, to pierwszy garnczek moze
wybraé na n sposobdéw, drugi na n — 1 sposobéw, az do ostatniego, ktéry moze
wybraé na n + 1 — k sposobdéw. To sumarycznie daje nam n!/(n — k)! mozliwosci.

Sumujac po wszystkich mozliwych wyborach &, dostajemy
n

! 1
s(n) = EERLE—— —.
kZ:o (n—k)! kZ::O k!
Gdybyémy poprosili o pomoc uczonag Sowe, na pewno podpowiedzialaby nam, ze
warto$¢ sumy z prawej strony jest rzeczywiscie ograniczona przez 3, a dokladniej
jest nie wieksza niz -

> % = e ~ 2,7182818.

k=0
Z tego wynika, ze warto$¢ s(n) moze byé przyblizona przez n! - e. PéjdZzmy krok

dalej i obliczmy, jak dobre jest to przyblizenie. Zauwazmy, ze dla n > 1 mamy
o0

nl-e—s(n)=mn!- Z %:
k=n-+1
S ! + ! +...<
n+l (+1)n+2) "r+D)n0+2)n+3)
1 1 1
<§+§+I+...:672<1.

Skoro zatem n! - e jest wieksze od calkowitej liczby s(n), ale nie wiecej niz o 1,
to czesci catkowite tych dwdch liczb musza by¢ takie same. Dzigki temu

w nagrode za nasza wytrwalo$¢ dostajemy zwiezly wzoér na poszukiwana liczbe
uporzadkowan podzbioréw n garnczkdw:

s(n) = |n!-e].

Malqg Delte przygotowal Tomasz IDZIASZEK

13



Co
°

O obrotach centrow tréjkata

Zajatem sie ciekawym problemem dotyczacym centrow trdjkata. Ciekawym,
bo tatwym do wyobrazenia, a w pewnych aspektach nawet bardzo trudnym.

Najpierw wyjasnienie, dlaczego napisatem ,centréow”, a nie zwyczajnie
Hrodkow” — chodzi tu o wspdlna nazwe dla wszelkiego rodzaju wyréznionych
punktow zwiazanych z trojkatem. Wiasciwie kazdy punkt mozna jakos
wyr6ozni¢ — np. Clark Kimberling wyréznit i opisal ich kilka tysiecy w swojej
Encyclopedia of Triangle Centers. Tutaj ,z imienia i nazwiska” beda
przywotane: srodek okregu wpisanego jako X7, srodek ciezkosci jako Xo,
srodek okregu opisanego jako X3, ortocentrum jako Xy, srodek okregu
Feuerbacha (czyli dziewieciu punktéw) jako Xs.

Na poczatek rozwazmy wszystkie tréjkaty rownoramienne o wspoélnej
podstawie AB z wierzchotkiem C' w danej polptaszczyZnie ograniczonej
prosta AB. Dla ustalenia uwagi wprowadzimy prostokatny uklad
wspdélrzednych, w ktérym A = (-1, 0), B=(1,0), C = (0,¢), ¢t > 0.
Interpretujac t jako czas, mozemy powiedzieé, ze wierzchotek C porusza sie
ruchem jednostajnym z predkoscia 1 w gore, po symetralnej odcinka AB.
Po tej samej prostej poruszaja sie wymienione centra trdjkata ABC.
Skupimy sie na razie na X i X3. Poki t < /3, centrum X3 jest pod Xo.
W chwili t = /3, gdy tréjkat ABC staje sie réwnoboczny, centrum X3
dogania X5. Dla t > /3 centrum X5 wychodzi na prowadzenie i potem juz
caly czas jest ponad X5. Nic dziwnego: w pogoni za X5 centrum X3
rozwineto wieksza predkosé, wiec po nieuchronnym zréwnaniu musialo je
wyprzedzi¢. Centra X; i X5 w chwili zréwnania maja te same predkosci

i nie nastepuje zmiana lidera.

Zrezygnujmy teraz z zalozenia, ze trojkat ABC jest
roéwnoramienny, a niech tréjkat ABCy bedzie
rownoboczny. Rozwazmy problem: ile okrazen

wokét X; dokona centrum X, gdy wierzchotek C
jednokrotnie okrazy punkt Cy zgodnie z ruchem
wskazowek zegara (wierzcholki A i B tkwia tam,
gdzie poprzednio)? Z rozwazan topologicznych
(ktérych nie bede tu przytaczal) wynika, ze jesli
centra X; i X; pokrywajg si¢ wylacznie w trojkacie
rownobocznym, to odpowiedZ na to pytanie nie zalezy
od konkretnego ksztattu krzywej, po ktorej
wierzchotek C' obiega punkt Cy — mozemy wiec
przyjac, ze krzywa ta jest okregiem. Na malym
okregu woké! punktu Cy potozonych jest doktadnie
6 punktéw, z ktérych kazdy tworzy wraz z punktami
A1 B pewien tréjkat réwnoramienny. Dla tych szesciu
punktow znamy kierunek wektora )TX; . Nietrudno
zgadnaé na tej podstawie, ze X3 obiegnie
jednokrotnie X5 w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazéwek zegara, natomiast X5 dwukrotnie

okrazy X zgodnie z ruchem wskazéwek.

Wydaje sie, ze trzy obroty wektora )TX; wokét X; sa
wykluczone. Okazuje si¢ jednak, ze mozliwe sa cztery.
W tym celu wskazalem odpowiednie dwa centra (inne
od wymienionych — kazdy moze przeciez zdefiniowaé
swoje wlasne centra, nie ograniczajac si¢ nawet do

] encyklopedii Kimberlinga). Jak to zrobitem, mozesz
A dowiedzie¢ sie na stronie www.deltami.edu.pl, ale
Centra X1,..., X5 w tréjkacic réznobocznym. moze najpierw sam sprébujesz?

Dariusz MIKLASZEWSKI
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Zycle na
ZY \~m 53

L. .1

Rozwigzanie zadania M 1448.
Wymnazajac wyrazenia w nawiasach

i redukujac wyrazy podobne, dostajemy
réwnowazng nieréwnosé

6ryz < m2y+xy2 +yzz+ yz2 +z21+2m2,

ktora jest prawdziwa wobec nieréwnosci
miedzy $rednig geometryczna
i arytmetyczna.

Zdolne dziecko. Pierwsza pomoc

Tytul pozyczylam od Marcina Brauna i Marii Mach, ktorzy tak zatytutowang
ksiazeczke opublikowali jako rodzaj przemyslen po ponad 30. latach dziatalnosci
Krajowego Funduszu na Rzecz Dzieci. Tytul zadziorny, natychmiast
prowokujacy do formulowania wtasnych pogladéw. Tym bardziej, jezeli sami
byliémy zdolnym dzieckiem lub jako takie oceniamy swoich potomkéw. Mysle

o tym tytule takze po dwoch dniach uczestniczenia w IIT Forum Klubu
Milodego Odkrywcy (listopad 2014, Centrum Nauki Kopernik). Uczestnicy
Forum spotkali sie m.in. z Paniami Agatg Wilam, dyrektorka jednego z duzych
polskich ,,Uniwersytetow Dzieci” i juz wspomniana wyzej Maria Mach. Dla obu
stron bylo to wazne spotkanie i konfrontacja pogladéw oraz osiagniec.

Na IIT Forum przyjechato z calutkiej Polski kilkuset opiekunéw takich klubéw,
w wiekszosci przypadkow nauczycieli. Klub powstaje ,przy szkole”
(niekoniecznie w szkole), gdy znajdzie sie kto§ natchniony, kto pragnie spotkan
z dzie¢mi zadajacymi pytania. Jezeli takim dzieciom zajecia w klubie dostarcza
satysfakcji, to klub trwa i si¢ rozwija. Z pracy w KMO, w najmniej
sformalizowanej formie ukazywania dziecku nowych mozliwosci badawczych,
wynika najwazniejsze odkrycie: w dziecku (i w dorostym) motorem dziatan
musi by¢ ciekawosé.

Kluby powstaja na wszystkich poziomach edukacji, tylko pytania staja sie coraz
trudniejsze. W projektowaniu zajeé uczestnicza takze mtodzi. Opiekun nie cofa
sie przed stwierdzeniem: nie wiem, poszukajcie odpowiedzi sami. Pytania
wynikaja z obserwacji zycia wokol, nie patrzenia, ale wtasnie obserwacji. Jak
wie kazdy, kto kiedykolwiek zajmowal si¢ badaniami naukowymi, znalezienie
odpowiedzi na pytanie nasuwa kilka nowych. W dodatku kazdy moze szukaé
odpowiedzi inaczej. Na warsztatach Forum zrobiliémy proste i klasyczne
doswiadczenie: jezeli kilku osobom poradzimy, zeby pare razy ztozyly kartke
na kolejne ,pol”, a po kazdym takim zabiegu odrywali lewy gorny rozek, to
trudno po roztozeniu potem kartki znalezé w grupie dwa identyczne wzory.

Bo kazdy inaczej decyduje o tym, co oznacza polecenie zlozenia na potowe!

Cytuje pare srodtytutéw ze wspomnianego tekstu obojga autorow.

Myslenie jest dla wszystkich, a uczniowie potrzebujq intelektualnej
samodzielnosci, a nie zwiekszenia informacji. Wysoka Srednia ocen

nie wyklucza zdolnosci, ale nie jest ich dowodem. Nauczyciel jest niezbedny,
by porzadkowac wiedze i nauczyc madrego stawiania pytan. Jesli kroczymy
od sukcesu do sukcesu, to najprawdopodobniej prawdziwe problemy omijamy
szerokim tukiem. TakZe zdolne dziecko musi sie czasem ponudzié. Im pdzniej
przychodzi porazka, tym gorzej. Rozmowa jest niedoceniang formaq kontaktu
z uczniem. W grupie zdolnych zdolny jest wreszcie zwyczajnym czlowiekiem.

Kazde z tych stwierdzen warte jest namyshu. Wszyscy ksztalcacy w sposéb
nietypowy zgodni sg z pogladem, ze nie powinno si¢ oddziela¢ socjalnie

tzw. ,zdolnych” od ,niezdolnych”, poniewaz nie mamy kryteriéw wyodrebniania
zadnej z tych grup. Ostatnio dowiedzialam sie, na przyklad, ze dysleksja stwarza
ludzi o INNYM postrzeganiu $wiata, dostrzegajacych inaczej. Ale nie gorzej,
oni widzg réznorodnosé swiata na sposdb czesto umykajacy uwagi rowiesnikéw.

Na Forum rozmawialiémy takze o klubach tworzonych w srodowiskach
pozaszkolnych, np. wéréd dzieci z tzw. trudnych rodzin. Okazalo sie, czego
nalezalo sie spodziewaé¢ wsréd dyskutantéw tego kregu, ze mozna (i trzeba)

z nimi pracowac¢ tak samo, jak w innych klubach, co wiecej, na Pikniku
Naukowym CNK zdobywaja czesto najwyzsze oceny publicznosci,

za autentyczne zaangazowanie w upowszechnianiu i nauki, i swoich osiagniec.

Pozostaje chyba tylko zyczy¢ sobie, zeby te rézne edukacyjne obserwacje
i dzialania przenies¢ w $wiat ludzi dorostych. Stanie sie on ciekawszy, utatwi
dojrzaly realizacje réznorodnych pasji.

Magdalena FIKUS
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Proste zadanie o wielomianach

Wezmy wielomian p(z) =
niezerowe pochodne:

a(z + b)" 1 obliczmy wszystkie jego

P(@) =na- (@ + b
() =n(n—1Da- (z+b)" 2
P(k)( ) 0 ﬁ!k)!a (x4 b)n_lc
P V(@) = M (2 4+b),
p'™ (z) = nla.

Widzimy, ze p(x) ma wspélny pierwiastek z kazda ze swoich
pochodnych p'(z),p” (z), . ..,p"" Y (x). Czy sa inne
wielomiany o tej wlasnosci?

Zadanie. Niech p(z) = anz™ + an_12" t +---
gdzie ao,...,an € R oraz a, # 0. Przypusémy, ze dla kazdego
k=1,...,n—1 wielomiany p(z) i p(k>(:1c) maja wspOlny
pierwiastek rzeczywisty. Udowodnij, ze p(z) = a(z + b)".

+ a1 + ao,

Wielomiany p(x) i p’(z) maja wspélny pierwiastek wtedy

i tylko wtedy, gdy p(x) ma przynajmniej jeden pierwiastek
wielokrotny. Tym samym rozwiazaliémy zadanie dla n = 2, bo
wielomian stopnia 2, majacy pierwiastek wielokrotny, jest
postaci a(x + b)?. Dla n = 3 musimy jeszcze rozwazyé
wielomiany postaci p(z) = a(zx + b)*(x + ¢), gdzie b # ¢, jednak
taki wielomian nie moze mie¢ wspdlnego pierwiastka ze swoja
druga pochodna p”’(z), o czym przekonuje nas rzut oka

na rysunek. Zatem takze dla n = 3 zadanie jest rozwiagzane.

" /

p p p

Podobny argument — prosta analiza wzajemnego polozenia
pierwiastkéw wielomianu i jego pochodnych na podstawie
twierdzenia Rolle’a — dziata jeszcze dla n = 4.

Sprébujmy inaczej. Dla dowolnych dwéch wielomianéw

p(z) i g(z) zdanie ,p(z) i ¢(x) maja wspolny czynnik” mozna
zapisa¢ jako réwnanie algebraiczne zawierajace wspotczynniki
tych wielomianéw. Czytelnikom zainteresowanym szczegbtami
polecamy zapoznanie sie z pojeciem rugownika (ang. resultant)
dwdéch wielomianéw. Wobec tego warunek z tresci zadania
prowadzi do uktadu n — 1 réwnan algebraicznych

w zmiennych an,...,ap. Na przyktad dla n = 2 dostajemy
znang wszystkim ,delte”:

a% — 4azap = 0,
a dla n = 3 mamy warunki:

2 2 3 3 2 2
—asai + 4asai + 4asao — 18asazaiao + 27azag = 0,

72a‘;’ + 9aszasa; — 27a§a0 =0

i tak dalej. Pozostaje wykazaé, ze jedyne rozwiazania tak
otrzymanego uktadu odpowiadaja wspoétczynnikom
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wielomianéw postaci a(x + b)". Jak dotychczas, mozliwosci
obliczeniowe znanych algorytméw rozwiagzywania uktadéw
réwnan algebraicznych koniczg sie na n = 12, i w tym zakresie
nasze zadanie mozna uznaé za rozwiazane (zob. [CLO14]).

Jak wazne jest zalozenie, ze p(x) ma wspdlny pierwiastek ze
wszystkimi swoimi pochodnymi do rzedu n — 1 wiacznie?
Spéjrzmy na przyktad:

(x) = z(z® = 1)(z° — 9) = 2° — 102° + 9z,
(z) = 5a* — 302> + 9,
p" () = 202> — 602 = 20z(z® — 3),
(
(

)
)=

p"(x) = 60z — 60 = 60(z> — 1),
)

plx

/

p (T

" 120z.

T

Wielomian p(z) ma wspdlny pierwiastek z kazda wymieniona
pochodna z wyjatkiem pierwszej. Okazuje sig, co wiecej, ze
dla kazdej takiej pary k,n, ze 1 < k <n — 1, mozna
skonstruowaé¢ wielomian stopnia n, majacy wspdlny
pierwiastek z kazda ze swoich pochodnych z wyjatkiem k-tej,
i ktéry nie jest postaci a(x + b)". Czytelnik moze sie o tym
przekonaé, eksperymentujac z jednym z wielu programéw
(np. [Dra] lub [Tor]) pozwalajacych wizualizowaé¢ wzajemne
polozenie pierwiastkéw wielomianu i pierwiastkéw jego
pochodnych. Ambitniejszy Czytelnik, wykorzystujac
twierdzenie Brouwera o punkcie stalym, moze sprébowaé
samodzielnie udowodnié¢ nawet silniejsze twierdzenie: dla
kazdego wyboru n — 2 par liczb naturalnych (k;, m;),
spetniajacych 1 < k; <n—1oraz 1 <m; <n—k; dla
i=1,...,n — 2, istnieje taki wielomian f stopnia n, ze m;-ty
co do wielkosci pierwiastek k;-tej pochodnej f jest réwniez
pierwiastkiem f oraz f nie jest postaci a(z + b)".

Czytelnik juz na pewno podejrzewa, ze nasze zadanie jest
trudniejsze niz typowe zadanie olimpijskie, nawet jezeli

na takie wyglada. Faktycznie, jest ono znane jako hipoteza
Casas-Alvero od nazwiska matematyka, ktéry postawit ja
na poczatku obecnego wieku w zwiazku ze swoja praca nad
krzywymi algebraicznymi. Doktadniej rzecz biorac, hipoteza
Casas-Alvero méwi o wielomianach o wspélczynnikach
zespolonych, majacych wspdlne pierwiastki zespolone ze
swoimi pochodnymi. Nasze sformutowanie, potencjalnie
tatwiejsze, jest jednak takze problemem otwartym. Przez
ponad dekade nastapit tylko nieznaczny postep w pracach
nad hipoteza, lecz Czytelnik nie powinien si¢ tym zrazaé —
najprawdopodobniej niewielu matematykéw nia sie
interesuje. Uzywajac silnych narzedzi algebraicznych,
udowodniono, na przyklad, [GvBLSvdW07], ze hipoteza jest
prawdziwa dla wielomianéw stopnia n = p* lub n = 2p*,
gdzie p jest liczba pierwsza i w kilku innych szczegdélnych
przypadkach. Po biezace wyniki odsytlamy do publikacji
dostepnych w Internecie.

Michat ADAMASZEK, Stawomir KOLASINSKI
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Rozwazania te inspirowane sg znanym
w statystyce paradoksem
Jeffreysa—Lindleya. Za ceng technicznej
komplikacji przedstawiane tu dylematy
mozna jeszcze bardziej wyostrzy¢.

Przedstawiona sytuacja moze wydawac
sig, jak to w cyrku, nieco sztuczna, ale
cyrk ten to w zasadzie codzienno$é
dowolnego badacza wykonujacego

i interpretujacego do$wiadczenia. Opisany

model jest przeciez bardzo podobny
choéby do dylematéw fizyka czastek

elementarnych, ktéry musi wybraé¢ migdzy

hipoteza nieistnienia nowej czastki oraz
istnienia nowej czastki o nieznanej masie
(analogia staje si¢ szczegélnie wyrazna,
gdy ciaggi ortéw i reszek utozsamimy

z zapisanymi w systemie dwéjkowym
mozliwymi masami owej czastki).

Prawdopodobieristwem warunkowym
P(A|B) zdarzenia A pod warunkiem, ze
zaszlo zdarzenie B, nazywamy liczbe
P(AN B)

P(A|B) = )

Scisle rzecz biorac, wnioskowanie
statystyczne wykazuje powinowactwo

z manig ogarniajaca niektérych Sledczych:

nie ma hipotez, ktore nalezy przyjaé
za prawdopodobne (a wiec opisujace
rzeczywisto$é), sa tylko takie, ktérych
nie mozna odrzucié.

Nietrudno sprawdzié, ze dla

P(Ho) = P(Ha) = % magik odrzuca
hipotez¢ H 4 na tym samym poziomie
istotnosci, na jakim widz odrzuca
hipoteze¢ Hy, o ile py, =

Vmam/2’

Skad wiadomo, ze moneta ma i orlta, i reszke?

W Delcie 1/2015 Lukasz Rajkowski oszacowal, kiedy nalezy spodziewaé sie konica
Swiata. Narzedziem uzytym w tej analizie bylo wnioskowanie bayesowskie.

Nie od dzis wiadomo, ze nalezy je stosowaé z odpowiednia ostroznoscia oraz
dbaloscia o zalozenia i interpretacje. Dlaczego? Zastanéwmy sie nad ponizszym
prostym przyktadem, gdzie na uzytek tych, ktérzy nie wyobrazaja sobie
prawdopodobienstwa bez kul w urnach lub rzutéw moneta, zostal wykorzystany
ten ostatni model.

W cyrkach, do ktérych nie dotarla jeszcze zasada réwnouprawnienia plci,
sztuczki magiczne przedstawiane sa przez magika wspieranego przez asystentke.
Wyobrazmy sobie sztuczke, podczas ktérej asystentka zamykana jest w solidnej
skrzyni wraz z symetryczna moneta, ktéra wykonuje m rzutéw, odczytujac

na glos wyniki. Niestety, od czasu do czasu asystentke nachodzi przemozna cheé
zelgania wyniku: z prawdopodobienistwem py, udzieli ona zatem odpowiedzi R,
gdy wypadnie orzel, a odpowiedzi O po uzyskaniu reszki.

Wyniki podane magikowi przez asystentke tworza nastepujacy ciag danych
D=0ORRR...R.
—_——

m—1

Zadanie magika polega na rozstrzygnieciu, ktora z ponizszych hipotez jest
poprawna, tzn. lepiej opisuje rzeczywistosc.

Hy : Moneta ma dwie reszki. (Moneta bez orla?! Prezes NBP przed Trybunatl
Stanu!)
H 4 : Moneta jest zwykla symetryczna moneta z ortem i reszka.

Korzystajac z twierdzenia Bayesa, magik moze obliczy¢ prawdopodobienstwo
tego, ze prawdziwa jest hipoteza H(y pod warunkiem uzyskania danych D:

P(Ho)P(D|Ho)
P(Ho)P(D|Ho) + P(HA)P(D|Ha)

Prawdopodobiefistwa P(Hyp) i P(H 4) musza zosta¢ przyjete niejako ,z gory”

i ,na wiare” — wyrazaja one poglgdy magika na temat modelowanego zjawiska.
Jasne jest, ze P(D|Hg) = pp(1 — pp)™ ! (jezeli asystentka rzuca moneta
dwureszkowa, to wynik pierwszego rzutu musial by¢ zmyslony, a pozostale — nie)
oraz P(D|HA) = 1/2™ (jezeli orly i reszki pojawiaja sie losowo, to ciag D jest
jednym z 2™ mozliwych wynikéw i losowe klamstwo asystentki tego nie zmienia).
Zachodzi zatem réwnosé:

P(Ho|D) =

P(Ho)pu (1 —pp)™ "
P(Ho)py (1 —pp)™ 1 +P(Ha) - (3)"

Niezaleznie od pogladéw na temat wartosci P(Ho) i P(H4), przy pn < &
prawdopodobienstwo P(Hy|D) moze byé dowolnie bliskie jednosci

(a prawdopodobienstwo P(H 4| D) dowolnie bliskie zeru) pod warunkiem, ze

m jest dostatecznie duze. Oznacza to, ze uzyskanie przez asystentke odpowiednio
dlugiego ciagu reszek bedzie argumentem na rzecz odrzucenia przez magika
hipotezy H 4 i uznania hipotezy Hy za prawdopodobna.

P(Ho|D) =

Intuicyjnie oczywiste? Jednak z jednej z 16z stychaé gwizdy! Siedzacy tam widz
postanowit spojrze¢ na cyrkowsq sztuczke od bardziej klasycznej strony. Mozna
przeciez sprawdzi¢, czy hipoteza H( jest po prostu zgodna z danymi D. Gdyby
hipoteza Hy byla prawdziwa, prawdopodobienstwo uzyskania wyniku innego niz
ciag samych reszek réwnaloby sie 1 — (1 — py,)™. Jezeli py, jest odpowiednio mala
liczba, prawdopodobienstwo to takze jest male, wigc widz moégltby zadac
odrzucenia hipotezy Hy.

To wlasciwie dlaczego odrzucite$ hipoteze, ze moneta ma i orla, i reszke, magiku?

Kraysztof TURZYNSKI
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Co$ tu $mierdzi, czy to chlor?

Znowu doniesiono o odkryciu ciemnej materii. Calkiem
dawno, bo przed rokiem. Czemu zatem fizycy czastek
elementarnych nie rzucili si¢ odkorkowywaé¢ szampana
oraz umawia¢ na wywiady w telewizjach $niadaniowych
i na randki z wyrézniajacymi sie mtodszymi
specjalistami modelingu (co wydaje sie by¢ powszechnie
przyjetym atrybutem slawy i uznania)? Sprawa jest
prosta — nowe, nieoczekiwane wyniki naukowe musza si¢
nieco ucukrowaé i ulezeé. Nie chodzi tu, rzecz jasna,

o nabieranie dostojenstwa i mocy urzedowej, ale

o wytrzymanie naporu krytyki, jaka zwykle sie w takich
sytuacjach podnosi.

A bylo tak. Esra Bulbul ze wspdélpracownikami
postanowit sie blizej przyjrzeé liniom emisyjnym

w gromadach galaktyk oraz w najjasniejszej

na poétnocnym niebie Galaktyce Andromedy. Uwaza si¢
bowiem, iz zawarta w takich obiektach §wiecaca materia
utrzymywana jest w nich, miedzy innymi, wskutek
grawitacyjnego oddzialtywania ciemnej materii,
nieemitujacej i nieabsorbujacej $wiatta. Gdyby czastki
ciemnej materii byly bardzo dlugo zyjace, ale nietrwale,
a jednym z produktéw ich rozpadu byl foton, powinnismy
obserwowaé emisje takich fotonéw o energii réwnej %ch,
potowie energii spoczynkowej czastek ciemnej materii

o masie m. Bulbul i koledzy zabrali si¢ wiec za analize
danych dotyczacych promieniowania rentgenowskiego
badanego przez satelity XMM i Chandra, stwierdzajac,
ze zar6wno w Galaktyce Andromedy, jak i w gromadach
galaktyk w gwiazdozbiorach Perseusza, Centaura,
Wezownika i Warkocza Bereniki wida¢ tajemnicza linie
emisyjna odpowiadajaca energii 3,55 keV [1]. Analogiczne
wyniki zostaly uzyskane réwnolegle i upublicznione nieco
péZniej przez Alexeya Boyarsky’ego i kolegdw [2].

Jak zwykle w takich sytuacjach teoretycy zaczeli

na wyscigi proponowa¢ modele wyjasniajace ten stan
rzeczy. Wiele z tych modeli zakladalo, ze nowa czastka,
ktoérej rozpady udalo si¢ zaobserwowad, jest

tzw. neutrino sterylne o masie 7,1keV/c?, rozpadajace
si¢ na zwykte neutrino i foton.

Latem ubieglego roku radosé z odkrycia zaczeta stabnac.
Tesla Jeltema i Stefano Profumo opublikowali analize

o chwytliwym tytule Dark matter searches going bananas
(w luZznym tlumaczeniu: poszukiwaczom ciemnej materii
odbilo), w ktoérej zwracali uwage na konieczno$é bardzo
doktadnego modelowania emisji wszystkich fotonéw

o rozwazanej energii [3]. W szczegdlnosci przyjrzeli sie oni
widmom emisyjnym centrum naszej Galaktyki

i stwierdzili, Ze linie emisyjne jonéw potasu o dwoch
elektronach doskonale opisuja sytuacje w miejscu linii
odkrytej przez Bulbula i wspélpracownikéw, chociaz
ciemna materia powinna i tam dawaé jakis sygnat.
Zwrocili réwniez uwage na to, ze analiza konkurencyjnego
zespotu zaklada, iz natezenia tych linii emisyjnych

nie przekraczaja wartosci obliczonych na podstawie
analizy widmowej siarki z jednym elektronem,
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co obarczone jest trudnym do oszacowania btedem
systematycznym. Jego uwzglednienie oraz wtaczenie

do analizy linii emisyjnych jonéw chloru z jednym
elektronem pozwolitlo wyjasni¢ obserwowane widma

bez koniecznoéci postulowania nowych czastek

i oddzialywan, sprowadzajac cata dyskusje do zagadnien
modelowania znajdujacej si¢ w obiektach
astronomicznych zjonizowanej materii.

Na kontratak nie trzeba byto dlugo czekaé. Kilka dni
pozniej Boyarsky i wspdlpracownicy oglosili, ze

w centrum naszej Galaktyki wida¢ bedaca przedmiotem
dyskusji linie widmowg, [4]. Odtad sp6r rozdzielil sie

na dwa gléwne watki: co naprawde widaé¢ w liniach
emisyjnych galaktyk i gromad galaktyk oraz jak

linie te modelowac.

Jeszcze latem Malyshev i wspolpracownicy
przeanalizowali linie emisyjne galaktyk karlowatych,
ktore powinny zawieraé proporcjonalnie duzo ciemnej
materii, ale nie znalezli zadnych odstepstw od znanej
fizyki [5]. Negatywny wynik, niezgodny z [1], przyniosta
analiza Andersona i wspélpracownikéw, ktorzy zbadali
wiele galaktyk i gromad galaktyk [6]. Jesienia Urban

i wspélpracownicy doniedli, ze nie dostrzegli zadnej nowej
linii w gromadach galaktyk w gwiazdozbiorach Panny,
Wezownika i Warkocza Bereniki, ale znalezli ja

w gromadzie w gwiazdozbiorze Perseusza [7]. Réwnolegle,
Jeltema i Profumo, wspomagani przez Erica Carlsona,
zbadali dokladnie ksztalty linii emisyjnych, dochodzac
do wniosku, ze nie moga one pochodzi¢ z rozpadu
czgstek ciemnej materii [8].

Wartko toczy sie takze dyskusja na temat wlasciwego
modelowania zjonizowanej materii w gromadach
galaktyk. Bulbul ze wspoélpracownikami zauwazyli, ze
Jeltema i Profumo uzyli blednych danych do swoich
oszacowan [9], ci utrzymuja z kolei, ze po uwzglednieniu
poprawki ich wnioski pozostajg niezmienione. Krotko
moéwiac, mamy do czynienia z wiedza podrecznikowa

in statu nascends.

Co do jednego wszyscy sie jednak juz zgadzaja. Sporna
linia emisyjna na pewno nie pochodzi od chloru,
gdyz ten dawaltby takze dodatkowe linie emisyjne

o innych energiach. j
Krzysztof TURZYNSKI

Ta i wiele innych fascynujacych historii ze wspélczesnej fizyki
czastek elementarnych relacjonowana jest w miare rozwoju
wydarzen na angielskojezycznym blogu resonaances.blogspot . com.
Niewatpliwie beda tam tez omoéwione kolejne zwroty akcji

W opisywanej wyzej sprawie.

(1] Bulbul et al., arxiv.org/abs/1402.2301.

[2] Boyarsky et al., arxiv.org/abs/1402.4119.

[3] Jeltema, Profumo, arxiv.org/abs/1408.1699.

[4] Boyarsky et al., arxiv.org/abs/1408.2503.

[5] Malyshev et al., arxiv.org/abs/1408.3531.

[6] Anderson et al., arxiv.org/abs/1408.4115.

[7] Urban et al., arxiv.org/abs/1411.0050.

[8] Carlson et al., arxiv.org/abs/1411.1758.

[9] Bulbul et al., arxiv.org/abs/1409.4143.



Klub 44

Termin nadsytania rozwigzan: 30 IV 2015

Rozszerzona czoléowka ligi zadaniowej

Klubu 44 F
po 581 zadaniach
Tomasz Wietecha (Tarnéw) 9 — 43,56
Tomasz Rudny (Warszawa) 37,68
Andrzej Idzik (Bolestawiec) 11 - 31,77
Jacek Konieczny (Poznan) 27,92
Ryszard Wozniak (Krakéw) 22,51
Marian Lupiezowiec (Gliwice) 1 — 20,47
Krzysztof Magiera (Losiéw) 312,44
Michat Kozlik (Gliwice) 1- 9,63
Jacek Piotrowski (Rzeszéw) 2 - 8,89

Andrzej Nowogrodzki
(Chocianéw) 3 — 3,08
Pawel Kubit (Krakéw) 1,09

Liczba przed pauza oznacza krotnosé
zdobycia 44 punktéw.

l
——
o %
Rys. 2
al D
Rys. 3

Tmax !

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiagc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspdlczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwiazanie cho¢by jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwoéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegéltowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 592, 593
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

592. Uklad sklada sie z dwéch cienkich soczewek o wspélnej osi optyczne;j:
skupiajacej o ogniskowej f1 = 3 cm i rozpraszajacej o ogniskowej fo = —2 cm,
ustawionych w odlegtosci d = 6 cm. Przedmiot znajduje si¢ w odlegtosci

x1 = 4 cm od soczewki skupiajacej. Znalezé konstrukcyjnie

potlozenie obrazu po przejsciu promieni przez uktad. /

593. Cienki, nierozciagliwy lancuszek o zaniedbywalnie

matych ogniwach przerzucony jest przez nieruchomy bloczek A
(rys. 1). Konce zwisajacych z bloczka czesci tancuszka leza
na stole i na podlodze, przy czym czesé lezaca na stole jest
wystarczajaco dluga i utozona w maly kopczyk wokot
punktu A (odcinek AA; jest pionowy). Znalezé ustalona
predkos¢ wiszacej czesci tancuszka. Blat stolu znajduje sie
na wysokosci h nad podtoga. Tarcie zaniedbujemy. 7

h

Rys. 1
Rozwiazania zadan z numeru 10/2014

Przypominamy tres¢ zadan:

584. Po gladkiej, poziomej plaszczyznie §lizga si¢ z predkosciag v jednorodny klocek o dlugosci [.
Klocek wsuwa si¢ na szorstki odcinek powierzchni o wspélczynniku tarcia p (rys. 2). Po jakim czasie
klocek zatrzyma sig?

585. Z cienkiej soczewki o ogniskowej f = 50 cm usunieto czesé Srodkowa o szerokosci a = 0,6 mm.
Obie poléwki soczewki stykaja sie. Srednica soczewki wynosi D = 6 cm. W odlegtosci f od soczewki,
na jej osi optycznej, ustawiono punktowe zrédto swiatta monochromatycznego o dlugosci fali

A =6-10"° m. Z drugiej strony soczewki umieszczony jest ekran. Jakie musi byé potozenie ekranu,
aby mozna bylo obserwowac¢ na nim prazki interferencyjne? Zaktadajac, ze warunek ten jest
spelniony, znalez¢ odleglo$¢ miedzy sasiednimi jasnymi prazkami.

584. Niech = < [ oznacza odlegtosé¢, na jaka wsunal si¢ na szorstka powierzchnie
poruszajacy si¢ klocek. Dziata na niego sita tarcia Fr = —kz, gdzie k = #7£. Klocek
bedzie sie poruszat ruchem harmonicznym do chwili, kiedy albo zatrzyma sie, albo caly
wjedzie na szorstks powierzchnie. Z zasady zachowania energii mozemy wyznaczy¢

amplitude drgann A = v, / é.

Gdy | > A, czyli dlugosé klocka jest nie mniejsza od amplitudy drgan, a stad v < /ugl,

klocek zatrzyma sie po czasie t = T'/4 = 0,574/ é7 gdzie T jest okresem drgan.

Gdy | < A, klocek wjedzie na szorstkg powierzchnie w czasie t1, poruszajac si¢ ruchem
harmonicznym, a nastepnie w czasie t2 bedzie poruszal si¢ ruchem jednostajnie
op6znionym. Droga przebyta ruchem harmonicznym [ = A sin wti, gdzie

w= \/g = \/"Tig . Predkos¢ v, jaka osiagnie klocek w chwili ¢1, mozemy otrzymadé

2
z zasady zachowania energii: m2”2 = %lz = mgl , stad v1 = 4/v2 — ugl. Ruch
jednostajnie op6zniony odbywaé sie bedzie w czasie t2 = “L. Klocek zatrzyma sie

Hg

po czasie t =11 + 12 = 7”Ui;”gl + 4/ é arc sin (—ijgl)

585. Jezeli w plaszczyznie ogniskowej soczewki w odlegtoéci § od ogniska umiescimy

punkt $wiecacy P, to promienie wychodzace z tego punktu po przejsciu przez soczewke
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utworza wiazke rownolegta nachylona do osi optycznej soczewki pod katem «,

a

o} przy czym tgoa = a7

Rys. 6

(rys. 4). Po wycieciu czesci srodkowej i zetknigciu potdéwek
soczewki, promienie wychodzace z punktu P tworzg przecinajace sie wiazki rownolegte.
Z rysunku 5 widaé, ze maksymalna odleglosé, w jakiej mozna ustawié ekran, aby wigzki
te interferowaly ze soba, wynosi Tmax = Df

Dctga __
2 ~ a

B Niech ekran znajduje sie w dowolnej odleglosci od soczewki, mniejszej niz Tmax-
Na érodku ekranu powstaje maksimum interferencyjne. Aby w p. A w odlegloéci Axy
od srodka ekranu powstalo k-te maksimum (rys. 6), promienie PO1A i POA musza sie

wzmacniaé, zatem ich réznica drég optycznych wynosi As = kA. Droga optyczna
promienia OA jest taka sama jak promienia OA’. Promienie z wigzki réwnolegltej maja
w punktach A i B zgodne fazy, zatem As = 2Ax; sina ~ 2A:ck§. Odlegtos¢ miedzy

sgsiednimi prazkami wynosi Az = Axg41

*

W ubieglym roku najtrudniejsze okazato sie zadanie

570, gdzie nalezalo znalezé przyspieszenie preta
poruszajacego sie w rurze z woda. Jego wspdlczynnik
trudnosci wynidst 3,90. Gdy pret podnosi sie, pewna
masa wody porusza sie do dotu, zapelniajac oswobodzone
miejsce. Sita dzialajaca na pret ze strony wody zalezy od
przyspieszenia tej wody. Prawo Archimedesa w postaci:
sila wyporu réwna jest ciezarowi wypartej cieczy, nie ma
w tym przypadku zastosowania, a tak wlasnie préobowali
rozwiazaé zadanie uczestnicy klubu. Trudne okazalo sie
tez zadanie 563 (WT = 3,40), ktére zreszta, jak stusznie
wytknal mi Andrzej Idzik, pojawilo si¢ juz w Delcie

w 1986 r. Trzeba bylo w nim obliczy¢ predkosé, jaka nalezy
nada¢ tadunkowi punktowemu w $rodku wydrazonej
metalowej kuli, aby oddalil sie do nieskonczonosci

przez waska szczeling w tej kuli. W nadestanych
rozwiazaniach uwzgledniano na ogél oddziatywanie
tadunku punktowego z tadunkami indukowanymi

na powierzchniach kuli, natomiast nie uwzgledniano

— Az = £ =0,5 mm.
a
*

oddzialywania miedzy tadunkami indukowanymi

na obu powierzchniach. W zadaniu 577, odpowiadajac
na pytanie, jaka predkosé¢ uzyska walec po wylaczeniu
pola magnetycznego, w ktérym byl umieszczony,
rozwigzujacy zaniedbali zjawisko samoindukcji.

Zadanie 575 (wciaganie cieczy dielektrycznej

do kondensatora) czesé¢ klubowiczéw rozwiazala
poprawnie, poszukujac minimum energii takiego uktadu,
czesé jednak uznalta, ze przyrost energii potencjalnej
grawitacji rekompensowany jest obnizeniem energii
elektrostatycznej, powtarzajac btad szeroko dyskutowany
po jednej z matur jeszcze przed reforma. Niektore

bledy trzymaja sie wigc mocno. Zadanie 576, gdzie
klocki potaczone sprezyng zsuwaly sie z réwni, dwoch
uczestnikéw rozwiazato w ukltadzie zwiazanym z réwnia,
wykazujac sie imponujaca sprawnoscia rachunkowa.
Warto jednak bylo zrobi¢ to w ukltadzie zwiazanym

ze Srodkiem masy, co zdecydowanie upraszczalto
obliczenia i pozwalato tatwiej uchwycié istote tego ruchu.

Dziekuje wszystkim, ktorzy nadsytali rozwiazania, zapewniajac mi sprzezenie
zwrotne, przepraszam za niedociagniecia i literéwki, ktorych nie udato sie uniknaé.
Podobnie jak w roku ubieglym, wyrazam szczegdlne uznanie za sposéb prezentacji
na og6l bezblednych rozwiazan i ich dyskusje przez Tomasza Wieteche.

Klub 44

E. Z

Zadania z matematyki nr 695, 696

Redaguje Marcin E. KUCZMA

®

P(z?

695. Znalez¢ wszystkie pary wielomiandéw rzeczywistych P, @, spelniajace

—r+1)  Q@’t+a+l)

dla z € R.

réwnanie
—
—

2—z+41

R R |

696. Wyznaczy¢ najwigksza mozliwg liczbe punktow, jakie mozna rozmiescié¢
na plaszczyznie tak, by kazde trzy sposréd nich byly wierzchotkami tréjkata

Termin nadsytania rozwigzan: 30 IV 2015 rownoramiennego.

Zadanie 696 zaproponowal pan Krzysztof Kaminski z Pabianic.

Rozwigzania zadan z numeru 10/2014

Przypominamy tresé zadan:

687. Dowiesé, ze wéréd dowolnie wybranych 39 kolejnych liczb naturalnych znajdzie si¢ liczba, ktorej

suma cyfr dzieli sie przez 11.

688. Tréjkat réwnoboczny ABC o boku diugosci 1 jest podstawg ostrostupa prawidlowego ABC'S.
Na krawedziach SA, SB, SC lezg takie punkty X, Y, Z, ze suma kwadratéw pél tréjkatéw SXY,
SYZ, SZX jest rowna kwadratowi pola tréjkata XYZ. ()bhcavc objetosé ostrostupa ABC'S
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Lista uczestnikéw ligi zadaniowej
Klub 44 M
po zakonczeniu sezonu
(roku szkolnego) 2013/14

Jerzy Cisto - 10-43,59
Tomasz Wietecha - 9-42,14
Michal Miodek - 1-40,49
Wojciech Maciak - 39,65
Marek Spychata - 1-39,37
Wojciech Tobi$ - 34,67
Piotr Kumor 11-33,09
Grzegorz Karpowicz - 1-32,75
Tomasz Kochanek - 32,40
Franciszek Salezy Sikorski - 1-28,22
Jerzy Witkowski - 5-27,02
Michal Kozlik 26,46
Pawel Najman - 6-26,32
Krzysztof Maziarz - 25,35
Janusz Olszewski - 15-21,28
Barttomiej Dyda - 5-20,18
Pawel Burdzy - 19,87
Zbigniew Skalik - 2-19,42
Pawel Kubit — 5-18,24
Adam Dzedzej - 2-18,00
Witold Bednarek - 6-17,84
Roksana Stowik - 1-17,39
Jedrzej Garnek - 2-17,19
Marcin Kasperski — 3-16,39
Janusz Wojtal - 16,17
Marcin Matogrosz - 1-16,06

Legenda (przyktadowo): stan konta 6-26,32
oznacza, ze uczestnik juz szesciokrotnie
zdobyl 44 punkty, a w kolejnej

(siédmej) rundzie ma 26,32 punktéw.

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestnikéw ligi, ktérzy spelniaja
nastepujace dwa warunki:

— stan ich konta (w aktualnie
wykonywanej rundzie) wynosi
co najmniej 15 punktéw;

— przyslali rozwigzanie co najmniej
jednego zadania z rocznika 2012, 2013
lub 2014.

Nie drukujemy wigc nazwisk tych
uczestnikéw, ktérzy rozstali si¢ z liga trzy
lata temu (lub dawniej); oczywiscie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje sie wrécié

do naszych matematycznych tamigltowek,
jego nazwisko automatycznie wroci

na liste. Serdecznie zapraszamy!

Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

M. Galecki (5), J. Uryga (4),

A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,

T. Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk,

K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza (4),
P. Kumor (11), P. Gadzinski (7),

K. Jedziniak, J. Olszewski (15),

L. Skrzypek (4), H. Kornacki,

T. Wietecha (9), T. Jozefczyk,

J. Witkowski (5), W. Bednorz,

B. Dyda (5), M. Peczarski,

M. Adamaszek, P. Kubit (5),

J. Cisto (10), W. Bednarek (6),

D. Kurpiel, P. Najman (6), M. Kieza (4),
M. Kasperski, K. Dorobisz,

A. Woryna, T. Tkocz

(jesli uczestnik przekroczyl barierg
44 punktéw wiecej niz trzy razy,
sygnalizuje to liczba w nawiasie).

Pozostali cztonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

wdwukrotni”: Z. Bartold, A. Czornik,

A. Daniluk, A. Dzedzej, Z. Galias,

J. Garnek, A. Idzik, P. Jedrzejewicz,

K. Kaminski, H. Kasprzak,

T. Komorowski, Z. Koza, J. Lazuka,

J. Matopolski, J. Mikuta, E. Orzechowski,
R. Pagacz, K. Patkowski, K. Piéro,

J. Siwy, Z. Skalik, S. Solecki,

T. Warszawski, G. Zakrzewski;

687. Niech m bedzie dowolng liczba co najmniej dwucyfrowa, ktérej ostatnia
cyfra jest zero, a przedostatnia cyfra nie jest dziewiatka. Wowczas w ciagu
dwudziestu kolejnych liczb m, m + 1, ..., m 4+ 19 znajduje sie liczba o sumie cyfr
podzielnej przez 11; jesli bowiem suma cyfr liczby m wynosi s, to sumy cyfr liczb
m+1,...,m+9wynosza s+ 1, ..., s+ 9, za$ liczba m + 19 ma sume cyfr
rowng, s + 10; rzecz jasna, ktoras z wartosci s, s+ 1, ..., s + 10 dzieli sie

przez 11.

Pozostaje teraz zauwazy¢, ze kazdy ciag kolejnych 39 liczb naturalnych zawiera
20-wyrazowy blok o wyrazie poczatkowym m postaci, jak wyzej.

688. Sciany ASB, BSC, CSA sy przystajacymi tréjkatami réwnoramiennymi,

z jednakowym katem ¢ przy wierzchotku S. Niech ¢ = cos ¢. Oznaczajac
x=|SX|,y=|5Y|, z=1|5Z],u=|YZ|,v=|ZX|, w=|XY|, mamy

(1) 2= 2% 4 2% — 2t 2z,
Pole trojkata SXY wynosi %ij sin ; podobnie wyrazaja sie pola trojkatow
SYZ, SZX. Suma kwadratéw ich pél jest réwna 1(1 —¢2) Y 22y?%; tu i dalej
symbol > oznacza sume cykliczna wzgledem tréjki z,y, z (lub w, v, w).

u? =y? 4+ 2% —2tyz, w w? =22 4+ 9% — 2t xy.

Kwadrat pola tréjkata XY Z wyrazamy zgodnie ze wzorem Herona jako

Lt 0)? —w?)w? ~ (w—v)?)

1
16 = — (2uv+u® + 1% —w?)(2uv +w? —u? —0v?) =

16

= %(22112112 —Zu4> = iZuQUQ — %(Zuzf

Uzyskana warto$¢ ma by¢ réwna %(1 —12) 3" 2%y?; mnozac przez 4 dostajemy

rownanie
1 2
2,2 2 2 2,2 _
guv—<2§u>—(1—t)§$y—0.

(2)
2 .2

Po wprowadzeniu w miejsce u?, v?, w? wyrazen (1) i pogrupowaniu wszystkiego
wedlug poteg ¢ (to mechaniczny rachunek) okazuje sie, ze wyrazy
niezawierajace t znosza sie, a cale réwnanie (2) redukuje sie do postaci

2z 4y + 2)(xyz)(t? —t) = 0.
Kat ¢ jest niezerowy, wiec t = cos ¢ # 1; stad t = 0, czyli ¢ = 90°. Zatem kazdy
z trojkatow ASB, BSC, C'S A jest prostokatny i rownoramienny,
o przeciwprostokatnej dlugosci 1; przyprostokatne SA, SB, SC maja
dtugosé %\/ﬁ Ostrostup SABC jest szdsta czeécia szeScianu o krawedzi %\@

Jego objetosé wynosi 55v/2. . e

Oto coroczne omoéwienie. Jak zwykle, wybrane zostaly zadania ciekawsze

i trudniejsze, gdzie uczestnicy ligi przedstawili rézne zmyslne metody rozwiazan,
interesujace uogdlnienia, niebanalne komentarze. I jak zwykle namawiamy
Czytelnikéw do starannego przesledzenia owych ,zmyslnych” rozwiazan,
zreferowanych tutaj (z koniecznosci) mocno skrétowo. Po dopracowaniu

ich uroda uwidoczni sie w pelni.

Zadanie 667. [Szachownica bialo-czarna n x n (n — liczba parzysta); ciag ruchéw
typu: zmiana koloréw wszystkich pél w wybranym prostokacie planszy; min(czas
uzyskania planszy jednobarwnej)?] (wspélezynnik trudnosci WT = 2,35; liczba
poprawnych rozwiazan LPR = 11). Wszyscy podali jednakowy algorytm
uzyskania zadanego efektu w n ruchach (wybiera¢ co drugi wiersz i co druga
kolumne). Uzasadnienia, ze tego czasu skrécié sie nie da, byly rézne, i raczej

nie prostsze niz w rozwigzaniu firmowym — wszakze poprawne, a to sie liczy.
Ale, ale — dlaczego ograniczac sie do n parzystych? Kazde z podanych rozwiazan
(firmowe tez) wymaga jedynie drobnego retuszu, by obja¢ przypadek n
nieparzystego (co zauwazyli prawie wszyscy uczestnicy) — a nawet przypadek
planszy prostokatnej m x n; wynik |m/2| + |n/2| wskazali A. Dzedzej,

J. Olszewski oraz M. Kasperski, ktory ponadto zasugerowal rozszerzenie
zadania: rozwazamy plansze n X n, pomalowang na starcie niekoniecznie

W szachownice”; jaki jest minimalny czas, w ktérym z dowolnego wyjsciowego
uktadu pél czarnych mozna doj$¢ do planszy jednobarwne;j?
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sjednokrotni”: R. M. Ayoush,

S.

Bednarek, T. Bieganski,

W. Boratynski, M. Czerniakowska,

Duch, J. Fiett, P. Figurny, M. Fiszer,
Garncarek, L. Gasinski, A. Gluza,

. Grzesiak, K. Hryniewiecki, K. Jachacy,
. Jastrzebski, A. Jézwik, G. Karpowicz,

Klisowski, J. Kraszewski,

. Krzysztofowicz, T. Kulpa, A. Langer,

. Latata, P. Lipinski, P. Lizak,

. Labedzki, M. Lupiezowiec,

. Malogrosz, J. Mandziuk, B. Marczak,
. Marczak, M. Matlega, R. Mazurek,

. Mikotajczak, M. Mikucki, J. Milczarek,
. Miodek, R. Mitraszewski,

. Mostowski, W. Nadara, W. Olszewski,
. Pikula, B. Piotrowska, W. Pompe,

. Roman, M. Rotkiewicz, A. Ruszel,

Sewartowski, F. S. Sikorski, R. Stowik,

. Smolezyk, P. Sobczak, M. Spychata,

Surduka, T. Szymczyk, W. Szymeczyk,

. Trautman, P. Wach, K. Witek,

Zadanie 669 [AABC, okrag wpisany styczny do BC, CA, AB w D, E, F;
punkty X € BC,Y € CA, Z € AB: |AY| = |AZ|, |BX| = |BZ| = prosta DE
potowi odcinek XY] (WT = 1,38; LPR = 17). Latwiutkie. Ale, jak zauwazyla
wiekszosé rozwiazujacych, czego$ zabraklo w tresci zadania — nalezato wykluczy¢
przypadek, gdy punkty XY, Z pokrywaja sie z D, E, F'; wowczas bowiem, jak
wdziecznie zauwazyl Jacek Baginski, prosta DFE moze rozpotowié¢ odcinek XY
jedynie wzdluz, na dwa ciensze. . .

Niebanalne spojrzenie na geometri¢ zadania zaproponowal Janusz Fiett. Trzy
proste 1, 2, 3 tworza trojkat. Wybieramy punkt na prostej 1, po czym

na prostej 2 wyznaczamy punkt lezacy w tej samej odlegloéci od punktu
przeciecia 1 N 2, tak, by polproste o poczatku 1 N 2 i przechodzace przez owe
dwa punkty (wyjsciowy i odwzorowany) albo obie przecinaly albo nie przecinaly
prostej 3. Punkt otrzymany na prostej 2 w analogiczny sposéb odwzorowujemy
na punkt na prostej 3, i dalej tak samo, cyklicznie. Po szesciu krokach wrécimy

REANPNZIZZEZZURFEES0T

- Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,
. Zawistawski, P. Zmijewski.

do punktu wyjsciowego. Y.aczac kolejne punkty odcinkami dostajemy tamana
szescioboczna, o przeciwlegtych bokach réwnolegtych i rownoodlegltych

od prostych, wyznaczonych przez punkty stycznosci okregu wpisanego w trojkat
z jego bokami (stad i teza zadania).

Gdy wszystkie uzyskane punkty leza na bokach tréojkata,
mozemy pokusié¢ sie o model fizyczny: trojkatna ptytka,
opleciona petla sznurka, o kolejnych (szesciu) odcinkach
biegnacych, na przemian, po jednej i drugiej jej stronie,
przy czym konce kazdego odcinka sa jednakowo odlegte
od odpowiedniego wierzchotka ptytki; przesuwanie
réwnolegle jednego (dowolnego) z owych odcinkéw
wymusi analogiczne przesuniecia pozostalych odcinkow,
a sznurek pozostanie naprezony. (Gdy ktorys

z wierzchotkéw tamanej lezy nie na boku trojkata, lecz
na jego przedluzeniu, model przestaje funkcjonowaé — ale
jego algebraiczng namiastke mozna uzyskac,
wprowadzajac znaki plus i minus). Wywdd zwieficzony
apetyczna zacheta: Dalsze uogélnienie mogloby dotyczyc
wielokgtow innych niz trojkqty, majgcych okrgg wpisany
— w pewnych przypadkach takze mozna je tadnie oplataé
tamanymi; ale to juz zupeinie inna historia. . .

Zadanie 674 [f: R = R; f(z +1) = f(x)+ 1;

f(@?) = f(x)? = f=?] (WT = 2,94; LPR = 8). Sposréd
zadan omawianego rocznika to okazalo sie najtrudniejsze;
a takze chyba najciekawsze. Jedyna funkcja, spelniajaca
oba réwnania, jest funkcja identycznosciowa.
Uzasadnienie, jak w rozwiagzaniu firmowym (lub rézniace
sie nieistotnie) podali J. Garnek, P. Kumor,

M. Malogrosz, J. Olszewski. Elegancki i nieco
odmienny dowdd znalazt Jerzy Cisto: jak w firmowym,
zauwaza, ze [ jest funkcjg nieparzysta i ze odwzorowuje
Ry w Ry ; nastepnie uzasadnia, ze f(r) =r dla

r =k/n € Q (przeksztalcajac wyrazenie f((r + n)?)

na dwa sposoby); wreszcie dowodzi, ze f(z) < f(y) dla

x <y — najpierw w przypadku, gdy y — x > 1 (i mozna
miedzy x i y wlozy¢ liczbe caltkowita), potem gdy

x,y € (1;00) (wiec wysokie potegi tych liczb réznia sie

o 1 lub wiecej); w pozostalym przypadku, przesuniecie

o liczbe catkowita przeniesie liczby do przedziatu (1; o).
Funkcja rosnaca, bedaca identycznoscia na Q, jest
identycznoscia na R.

Zgrabnie poradzil sobie Krzysztof Maziarz. Wstepne
spostrzezenia (nieparzystosé, f > 0 na R,), a dalej:
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przypusémy, ze dla pewnego x zachodzi nier6wnosé

x> f(z) =: x —e. WeZmy k € N tak duze, by
r+k=:y>(e+e1)/2. Z réwnania f(y) =y — ¢
wynika, ze f(y?) = (y —€)? < y? — 1; stad za$
f?—v?]) <y?> —1-[y?] <0, whrew temu, ze f > 0
na R;. Tak wiec f(z) > = dla € R; wobec
nieparzystosci, f(z) = z. Podobne rozumowanie, zapisane
nieco bardziej zawile, przedstawil Adam Dzedzej.

Janusz Fiett, bardzo oryginalnie, patrzy jedynie

na wykres funkeji (czy raczej hipotetyczny wykres, bo to
dowdd nie wprost), widzi ,drabinki punktéw” i inne
konfiguracje geometryczne; gdy za$ potrzebuje
nieréwnosci — uzasadnia je tez geometrycznie,
poréwnujac pola pewnych prostokatow; jezyk mocno
nieformalny, uzasadnienia miejscami z lukami — ale

w koncu wszystko sie broni, zadanie zrobione.

Wspdélnym rysem wszystkich rozwiazan jest uzycie
argumentéw, nalezacych do analizy matematycznej:
granic ciaggéw lub przynajmniej nieréwnosci, de facto
generujacych owe granice. Tymczasem teza zadania ma
charakter algebraiczno-mnogosciowy: jedyna funkcja,
przemienna (w sensie superpozycji) z funkcjami

o(x) =2+ 1, ¥(z) = 22, jest f(x) = x. Jakie inne pary
funkcji ¢, 1 maja te wlasnosé¢? Czy da si¢ takie pary
scharakteryzowa¢ w terminach czysto mnogosciowych —
w jezyku algebry zbiorow i relacji miedzy orbitami
iteracyjnymi ¢, ¥? Nie sa nam znane zadne twierdzenia
tego typu; moze ktos z Czytelnikow?. . .

Zadanie 675 [Alfabet o, ..., w (24 litery);

pn = prawdopodobienstwo, ze w losowym n-stowie litery
a, w nie sasiaduja; min{n: p, <1/2} =7 (WT = 2,29;
LPR = 38). Jasne, ze nalezalo szukaé¢ rekurencji dla
ciagu (pn). Ciekawe, ze mozna ja bylo uzyskaé¢ znacznie
prosciej, niz w firméwce: p, = m™"c,, gdzie m to
liczno$¢ alfabetu (tu m = 24), ¢, jest liczba n-stéw bez
aw lub wa; piszemy ¢, = a, + by, gdzie a, to liczba
tych, ktére maja na koncu « lub w, zas b, to liczba tych,
ktére sa zakonczone inaczej. Zwiazki a,, = ap—1 + 2b,—1,
by, = (m — 2)c,—1 sa doprawdy oczywiste i od razu daja



rekurencje
(1)
czyli
m—1 m—2
2 n = — _ Pn— -5 Pn—
2 »p =Pt = paz (M

W ten sposéb postapili: Jerzy Cisto (z dowolnym m),
Janusz Fiett oraz Roksana Stowik.

cn=m—1)cp—1+ (m—2)cp_2,

= 24).

Rozumowanie z rozwiazania firmowego tez miato swoich
zwolennikéow: P. Kumor, M. Matogrosz, M. Miodek,
J. Olszewski. (Jeszcze troche inna droga doszedl

do wzoru (2) P. Najman). Rozstrzygniecie, dla jakich n
wartos¢ p,, spadnie ponizej 0,5, zostalo przez wszystkich
(tacznie z firméwka) pozostawione maszynie; wynik:
minn = 208.

Mozna byto zajmowaé sie wylacznie ciagiem (c,), z zaleznoscia (1) i pytaniem:
¢n < 0,5-24™ (7), bez przechodzenia do postaci (2). To by prowadzito do badania
duzych liczb catkowitych — za duzych (w prze$wiadczeniu redaktora ligi), by nad
zagadnieniem zapanowaé. Tym wieksze byto redaktora radosne zaskoczenie, gdy
w dwoéch pracach (J. Fiett, M. Miodek) znalazl wartosci coo7, c20s8
wydrukowane in extenso! Niech i nasi Czytelnicy troche tej uciechy maja:

co07 = 253510478116989667286069556112239483966686696087778708186081
241005457086185875947576983665148084284804983929373835070160
456915245509527032465634911491404779725578425599190252059531
236220647978264714330381942130166515018490948673294755506983
6010258379841748909914188149028725759669801930,

c208 = 606390531917155388638659541205594709872002372899953 774685779
132318477871720723344069954785179879991382257774972929493109
088401396406576820414785954097915904743731483512534464549112
457438179568399783955501282839841176163110541645599079981093
49296470060622232450152310425551499093489341202.

Zadanie 678 [Czy istnieja rézne liczby pierwsze p, ¢, r
pl207t -1, qgl2m "t —1,r | 2071 =1 7] (WT =2,13;
LPR = 10). Tu redaktor ligi ewidentnie zawinil
niefrasobliwo$cia — zadanie poznal byl wraz

z rozwiazaniem (ktére podal jako firmowe) — byl wszelako
zbyt leniwy, zeby samemu, prosciutkim programem,
poszukaé takich tréjek. A istnieje ich mnostwo

(i znajduje sie je bez problemu); Michal Miodek
wydrukowal przeszto sto tréjek! Wérdd przyktadow
podawanych przez uczestnikéw najczesciej powtarzala si¢
tréjka (19,37, 73), jedyna skladajaca sie z samych liczb
dwucyfrowych (oraz realizujaca min(p + ¢ +7)).

Przypomnijmy, ze w rozwiazaniu firmowym (autor
zadania: Witold Bednarek) zostalo wykazane, ze jesli s
jest liczba pierwsza, dla ktérej 2° — 1 ma co najmniej
trzy ré6zne dzielniki pierwsze p < ¢ < r, to tréjka (p, q,r)
spelia wymagane warunki, bowiem kazda z liczb

2t=1 — 1 (t = p, q,r) dzieli sie przez pqr; wyktadnik

s = 29 generuje w ten sposob tréjke ,firmowa’, ztozong
z liczb 3- 1 4-cyfrowych. Uzyskana teza (pgr — wspdlny
dzielnik trzech liczb) jest o wiele mocniejsza niz wlasnosé
postulowana w zadaniu.

Dokladnie to samo rozumowanie, z tak wzmocniona teza
(i z tym samym przyktadem liczbowym) przedstawit
jeden uczestnik: Jedrzej Garnek. Teraz, po refleksji,
widac, ze w tej ambitniejszej wersji zadanie byloby
znacznie lepsze; i zostaloby zrobione przez co najmniej
jednego uczestnika; ciekawe, przez ilu. ..

Zadanie 682 [z1,...,2, > 0; > 1/(1+x;) =1
=SV > (n—1)3/1/z;] (WT =2,29; LPR = 11).
Niestety, zadanie okazato si¢ znane. Pojawito sig¢

(m.in.) na konkursie: V. Jarnfk Intl. Math. Competition
(2002), z oficjalnym rozwiazaniem (jak nasze firmowe)

23

przez nieréwno$¢ Czebyszewa dla ciagbéw przeciwnie
monotonicznych; cze$¢ uczestnikow powolala sie

na to zrédlo. Rozwiazanie oparte na tym samym pomysle
znalezli niezaleznie: S. Bednarek, J. Garnek, P. Duch.

Przyjmujac liczby a; = 1/(1 + z;) jako nowe zmienne
mozna bylo przemodelowaé¢ zadang nieréwnoé¢ do postaci

D Y R D NV

gdy a; > 0, Zai =1.
Janusz Olszewski pokazal, ze pomiedzy lews i prawa
strone (3) mozna wlozy¢ wyrazenie \/% Doizg Vaifag:
dwie czesci tak powstalej tezy okazujg sie by¢
konsekwencja nieréwnosci, wiazacych srednie:
kwadratowa, arytmetyczna i harmoniczng liczb va;.

Jeszcze bardziej zmyslnie, bez wprowadzania
zmiennych a;, postapil Grzegorz Wiech. Oznaczajac
przez ), A, H érednie (kwadratowa, arytmetyczna,
harmoniczna) liczb \/1/x;, zapisujemy teze zadania

w formie (n — 1)AH < 1; skoro A< Q, H < Q,
wystarczy wykazaé, ze Q72 > n —1. Ale Q72 to

po prostu érednia harmoniczna liczb x;; jej dolne
ograniczenie przez n — 1 tatwo uzyskaé¢ z warunku
Y1/ +x) =1

Jerzy Cisto przeksztalcit (3) do postaci > f(a;) > 0,
gdzie f(t) = (1 —nt)/\/t( 1—t (@a;>0,>a;=1)

i udowodml te teze, szacujac oddmelme dwa fragmenty
badanej sumy — w przedzialtach, gdzie funkcja f jest
wypukla badz wklesta. Najproéciej za$ poradzil sobie
z nieréwnodcia (3) Tomasz Wietecha, odsylajac

do ksiazki: L. Kourliandtchik Powrét do krainy
nieréwnodci, gdzie na stronach 53-55 twierdzenie (3) jest
udowodnione. No coz. . .
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Prosto z nieba: Tajemnice oceanéw Tytana

Sonda Cassini, ktéra zostala wystana w kierunku Saturna w 1997 r. (pierwsze
spotkanie z planeta w 2004 1.) jest wciaz w doskonalej formie. Niedawno wykonala
zdjecie pierscieni Saturna z Ziemig i Ksiezycem w tle, nawiazujac w ten sposob
do zdjecia pt. Blekitna Kropka Voyagera 1 (ang. Pale Blue Dot — pomyst
legendarnego Carla Sagana, sktaniajacy do refleksji nad wyjatkowoscia zycia

na Ziemi w bezmiarze kosmicznej pustki). Dostarczyta tez informacji o wodnym
oceanie znajdujacym si¢ pod powierzchnia Enceladusa. Ostatnie obserwacje
rowniez odnosza sie do oceanu, znajdujacego si¢ na drugim co do wielkosSci

(po Ganimedesie) ksiezycu Ukladu Stonecznego, Tytanie. Powierzchnie Tytana
okrywa plaszcz cieklych weglowodoréow, gléwnie metanu. Regularne przeloty
Cassiniego w poblizu Tytana umozliwiajg doktadne mapowanie ksiezyca,

w szczegdlnodci poréwnywanie zmian zachodzacych na powierzchni.

Umieszczone obok zdjecie radarowe przedstawia ewolucje fragmentu oceanu
o rozmiarze ok. 100 km?. Po wykluczeniu btedéw aparaturowych badacze
Cassiniego zaproponowali kilka mozliwoéci wyjaénienia tajemniczej obserwacji:
zjawisko moze by¢ fala na powierzchni metanowego oceanu, czasowym skupiskiem
babelkéw, ,kra” ptywajaca po lub pod powierzchnia, lub — oczywiscie — czym$
jeszcze bardziej egzotycznym (fascynujace, ze zyjemy w czasach, w ktérych mozliwe
jest podgladanie zmian zachodzacych na powierzchniach odleglych globéw!).
Ewolucja powierzchni Tytana jest najprawdopodobniej zwiazana z sezonowymi
zmianami pogody i nadchodzacym na péinocnej potkuli ksiezyca latem. Wtasnie ta
tematyka, prognozowaniem i monitorowaniem pogody Tytana, zajmie si¢
w przysztosci Cassini, ktérego misja zostala przediuzona do wrzeénia 2017, gdy
w systemie Saturna dojdzie do letniego przesilenia.

Michat BEJGER

Niebo w lutym

Poczatek lutego bedzie nalezal do naszego naturalnego satelity, ktory swoim
blaskiem zdominuje nocne niebo, poniewaz 4 II przypada druga tej zimy pelnia.

Za kazdym razem w czasie pelni Ksiezyc, oprocz tego, ze $wieci wtedy najjasniej

w ciagu miesigca, widoczny jest tez przez znaczna cze$é nocy, poniewaz znajduje
sie niemal naprzeciw Stonca. W momencie pelni Ksiezyc bedzie w konstelacji Raka,
przez co znajdzie sie wysoko na sferze niebieskiej. Podczas kolejnych nocy bedzie
on wschodzil coraz pézniej — o okolo godzine kazdego dnia — ale tez widoczny
bedzie dtuzej, az w koncu pojawiaé sie bedzie dopiero przed switem oraz wczesnym
rankiem. Do czasu, kiedy osiagnie ostatnia kwadre, czyli okoto tygodnia po pelni,
wschodzi¢ bedzie w okolicach pélnocy, a zachodzi¢ okoto potudnia. Bedzie wiec
doskonalym obiektem do obserwacji tuz przed $witem. Ksiezyc w ostatniej
kwadrze, ktéra przypada na 12 II, jest idealny do obserwacji przez lornetke

lub maly teleskop, poniewaz géry i kratery na jego powierzchni prezentuja sie
wtedy bardzo wyraznie. Terminator — linia, ktéra dzieli oSwietlong i nieoswietlong,
cze$é tarczy Ksiezyca — jest wtedy najwyrazniej widoczna. Znajdujac sie

na terminatorze, widzielibyémy Stonce tuz nad horyzontem, oswietlajace
ksiezycowy krajobraz pod bardzo niskim katem, dzieki czemu obrecze krateréw

i géry rzucaja dlugie, efektowne cienie. Néw Ksiezyca wypada 19 II, natomiast jego
pierwsza kwadra 25 II. W okolicach tej daty nasz naturalny satelita bedzie
doskonalym obiektem tym razem wieczornych obserwacji. Podobnie jak w ostatniej
kwadrze, rowniez teraz warto bedzie uzy¢ lornetki lub matego teleskopu

do obserwacji ksigzycowych krateréw.

Mitoénicy Jowisza przez caly miesiac beda mie¢ bardzo dobre warunki do jego
obserwacji. 6 II to dzien, w ktérym planeta osiagnie, okoto poinocy, najwyzszy
punkt na niebie: beda to jednoczes$nie najbardziej korzystne warunki do obserwacji
Jowisza oraz jego ksiezycéw. Dokladnie w tym czasie Stonce schowa si¢ bowiem
najnizej pod horyzontem, dzieki czemu oswietli obiekty Ukladu Stonecznego
znajdujace si¢ po przeciwnej stronie, czyli najwyzej na naszym niebie. Jowisz
znajdzie sie wtedy w opozycji oraz w najmniejszej odlegloéci do Ziemi, przez co
osiagnie najwigksza z mozliwych jasnosci.

Magda OTULAKOWSKA-HYPKA
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Rys. 7.0 < a, 8 < 90°.

Czgéé przykltadéw pochodzi z wielu
ksigzek C. Alsiny i R. Nelsena.

Oszacujmy pole
Joanna JASZUNSKA

Korzystajac z tytutowego pomystu oraz z rysunku 1 lub drobnych jego
modyfikacji, mozna udowodnié¢ szereg twierdzen z réznych dzialéw matematyki.

Zauwazmy, ze pole calego kwadratu jest nie mniejsze od sumy pdl czterech
zawartych w nim biatych prostokatéw. Stad (a + b)? > 4ab, uzyskujemy wiec
%ﬁb > Vab, czyli nieréwno$é pomiedzy Sredniq arytmetyczng a geometryczng.

Dla b= %, kazdy z prostokatéw ma pole réwne 1, zatem (a + 5)2 > 4. Stad
liczba dodatnia i jej odwrotno$é zawsze dajg w sumie co najmniej 2.

Zamiast kwadratu o boku a + b, rozwazmy kwadrat o boku “a—+“bb + %‘Tbb = +ab,
przedstawiony na rysunku 2. Analogiczna jak dotychczas analiza pél pozwala
udowodnié¢ niercwno$¢ pomiedzy Sredniq geometryczng a harmonicznag:

Vab by 2 2
Vab 4. Wb Wb s 20 s 2
a+b a+bd a+b

a b

Cigg Fibonacciego definiujemy tak: Fy =1, Fo =1, F,,41 = F, + F,,_1 dlan > 2.
Rozumowanie podobne do powyzszych pozwala dowies¢ nastepujacej tozsamosci:

F3+1 =4F,F, 1+ F? , dlan>3.

T

Rozwazmy w tym celu kwadrat o boku F,, 4+ F},_1 = F,+1 (vys. 3). Zauwazmy, ze
maly szary kwadracik posrodku ma wéwczas bok dlugosci F,, — Fj,—1 = Fj_o.
Wobec tego powyzsza tozsamos$é opisuje pole catego duzego kwadratu.

El+l

Rys. 4 Rys. 5

Podobnie, analiza objetoéci szeScianu o krawedzi F,, + F,,—1 = F,,41 podzielonego
na kilka czeéci tak, jak na rysunku 4, pozwala dowies¢ tozsamosci

B =F}+F | +3F, 1F,F,y1 dlan>2.

Z rysunku 5 mozna dla odmiany odczytaé, ze dla nieparzystych liczb
naturalnych n, liczba n? daje przy dzieleniu przez 8 reszte 1.

Oznaczmy przekatne prostokatéw z rysunku 1 przez c¢ (rys. 6). Usuwajac cztery
yzewnetrzne” trojkaty, otrzymujemy kolorowy kwadrat o boku c. Z kolei
usuwajac cztery ,gorne” trojkaty, uzyskujemy szara figure ztozong z kwadratow
o bokach a i b. Réwnoéé pél prowadzi do twierdzenia Pitagorasa: a® + b* = c2.
Ponadto, co najmniej polowa kwadratu jest szara, czyli a® + b > 1(a + b)?. Stad
nierownosé pomiedzy Srednig kwadratowg a arytmetyczng: 4/ # > “TH’.
Przekatne prostokatéw z rysunku 7 maja dlugoéci sin® a + cos? o = 1 oraz
sin? § 4 cos® § = 1. Dwukrotnie usuwajac po cztery tréjkaty prostokatne,
podobnie jak powyzej, uzyskujemy z jednej strony kolorowy romb o boku 1
i kacie a4 3, z drugiej za$ strony szara figure zlozong z dwéch prostokatéw.
Stad réwnosé pél: sin(a + (3) = sin avcos § + cos asin f3.

Warto poszukaé¢ na rysunku 1 dowodéw innych ciekawych faktéw oraz odpowiedzi
na pytanie, kiedy w opisanych powyzej nieréwnosciach zachodza réwnosci.
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