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Rys. 1. Warkocz ,normalny” i odwrotny.

*Katedra Matematyki,
Politechnika Rzeszowska

O grupie warkoczy
Bronistaw WAJNRYB”*

Grupa warkoczy byla rozwazana po raz pierwszy przez Adolfa Hurwitza w roku
1885, jednak nie pod ta nazwa; w grupie rozwazanej przez Hurwitza trudno byto
dopatrzy¢ sie warkoczy. Nazwe wprowadzil Emil Artin w roku 1925, bo w jego
interpretacji elementy grupy kojarza sie z warkoczami. Przypomne, jak sie je
zaplata. Dzielimy wlosy, z ktérych chcemy zaplesé¢ warkocz, na trzy pasma réwnej
gruboéci. Nazwijmy je: pasmo lewe, srodkowe i prawe. Zaplatamy lewe pasmo

na $srodkowe. Pasma zmieniaja kolejnosé: lewe pasmo staje si¢ sSrodkowym, srodkowe
staje si¢ lewym. Nastepnie zaplatamy prawe pasmo na $rodkowe, potem lewe

na Srodkowe, i tak dalej. Gdy zblizamy si¢ do konica dtugosci wloséw, zwiazujemy
wszystkie trzy pasma razem sznurkiem, gumka, spinkg lub wstazka z kokardka. Taki
warkocz jest prosty do zaplecenia, estetyczny i trwaly, zachowuje swoj wyglad.

Mozna tez zaplataé warkocz odwrotnie: pasmo srodkowe na lewe, potem Srodkowe
na prawe, potem Srodkowe na lewe, i tak dalej. Rezultat wyglada bardzo podobnie,
ale jesli zaczniemy zaplata¢ warkocz ,normalnie” a potem, powiedzmy po potozeniu
lewego pasma na srodkowe, bedziemy kontynuowaé zaplataniem ,,odwrotnym”
(pasmo $rodkowe na lewe, potem $rodkowe na prawe i tak dalej), to w pewnym
momencie okaze sig, ze wszystko sie rozplotto i mamy z powrotem trzy réwnolegle
pasma, od ktorych zaczeliSmy.

Warkocze matematyczne, o ktérych méwil Artin, moga sie skladaé z wielu pasm.
Kazde z nich zastepujemy jednym wlosem, zwanym nicig, ktéry ma grubosé rowna
zero. Ponadto, dla tatwiejszej interpretacji, bedziemy warkocze zaplataé poziomo,
jak Pippi Ponczoszanka. Zdefiniuje teraz owe matematyczne obiekty. Ustalmy
prostokatny uktad wspotrzednych w przestrzeni. O§ OX jest pozioma, skierowana
z lewa na prawo i okresla ona kierunek warkocza. Czesto piszemy ¢ zamiast xz i tak
tez bedziemy postepowac tutaj. Os OY tez lezy w plaszczyznie poziomej i jest
skierowana ,w glab kartki”, a o§ OZ jest skierowana do géry.

Warkocz o n niciach jest to wspolny wykres n funkcji ciagtych okreslonych
na pewnym przedziale [a,b], fi, f2,- .-, fn : [a,b] — R2, spelniajacych dwa warunki:

e ich wykresy sie nie przecinaja, czyli dla kazdego ¢ z przedziatu [a, b] mamy
fi(t) # f5(t) dlai # j,

e zbiory ich wartosci na poczatku i na koncu przedziatu sa takie same, czyli,
bardziej formalnie, istnieje taka permutacja 7 zbioru {1,2,...,n}, ze

fl(b) = f.,.(i)(a) dla i = 1, 2, ey N

Wykres funkcji f; to i-ta ni¢ naszego warkocza. Dla wygody dalszego opisu
przyjmiemy oznaczenie P; = f;(a) 1 wybierzemy poczatki nici Py, Py, ..., P,

na osi OZ ponumerowane od dotu do géry. Teraz kolejne nici leza jedna nad druga
i gdy sie zaplataja (krzyzuja), méwimy, ze dolna lezy przed gérna (patrzac

,0d nas”) lub za gérna.

Warkocz bedziemy oznaczaé malg litera bez indeksu. Powiemy teraz, kiedy dwa
warkocze f = (f1,...,fn) 19 = (91,...,9n) uwazamy za takie same (réwnowazne,
izotopijne), co bedziemy oznaczaé jako f ~ g. Najpierw dwa proste przypadki.

1. Przesuniecie: g;(t) = fi(t —c¢) dlai=1,2,...,n. Warkocz g jest okreslony
na przedziale [a + ¢,b + ¢] i jego wykres jest taki, jak wykres warkocza f, tylko
przesuniety w lewo lub w prawo.

2. Zaplecenie gesciejsze lub rzadsze: g;(t) = fi(ct), ¢ >0,dlai=1,2,...,n.
Warkocz g jest okreslony na przedziale [a/c, b/c] 1 jest zapleciony podobnie jak f,
ale gesciej (jedli ¢ > 1) lub rzadziej (jedli ¢ < 1).

Ogoélnie warkocze uznamy za réwnowazne, jesli istnieje miedzy nimi izotopia.

Céz to takiego? Jedli funkcje f; sa okreSlone na [a, b], a ¢; sa okreSlone na [d, €],
taczaca je izotopia nazwiemy funkcje ciaglte dwéch zmiennych Fi(t,s), ..., Fy(t,s)
okreslone na trapezie, ktérego dolna podstawa to {(¢,0) : ¢ € [a, ]}, a gérna to
{(t,1) : t € [d, e]}, spelniajace nastepujacy warunek: dla kazdego ustalonego s
funkcje tworza warkocz, przy tym F;(¢,0) = f;(t), a Fi(t,1) = g;(t). Izotopia

jest wiec ciagla rodzing warkoczy, taczaca warkocz f z warkoczem g.
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Rys. 2. Dodawanie warkoczy. Trzeci
warkocz jest odwrotny do drugiego.
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Rys. 4. Relacje w B,.

il

Intuicyjnie, jesli warkocze nie sa zaplecione zbyt gesto i nie sa zbyt dlugie, to
mozna ztapac¢ za lewe konce warkocza lewa reka i za prawe konce warkocza prawa
reka, i potrzasnaé. Jesli warkocze sa réwnowazne, to po potrzasnieciu powinny
wyglada¢ identycznie.

Warkocze mozna w naturalny sposéb dodawac. Jesli warkocz f jest okreslony

na przedziale [a,b], a warkocz ¢ jest okreslony na przedziale [b, ¢], to zbiér koncéw
nici pierwszego warkocza pokrywa si¢ ze zbiorem poczatkéw nici drugiego
warkocza, wigc mozna je odpowiednio potaczyé i otrzymaé jeden warkocz f - g.
Jedli oznaczymy nowy warkocz przez h, to bedzie on okreSlony na przedziale [a, ]

przez funkcje
ha(t) = fi(t) dla t € [a, b],
9r(4) (t) dlate [ba C]7

gdzie T jest permutacja odpowiadajaca warkoczowi f. Jesli przedzialy okreslonosci
warkoczy nie lacza sie na konicach, to mozna drugi warkocz odpowiednio przesunaé
i dopiero wtedy potaczyé warkocze.

Tak okreslone dzialanie jest laczne, czyli (f-g)-h = f-(g-h). Ponadto nietrudno
wykazaé, ze jeSli f ~gih~Fk, to f-h ~ g-k, wiec dzialanie laczenia warkoczy jest
okreslone (i taczne) na klasach réwnowaznosci warkoczy. Jego elementem
neutralnym jest warkocz staly ¢ = (f1,..., fn) (a wlasciwie jego klasa
réwnowaznosci), gdzie f;(t) = P; dla kazdego t z przedziatu [a, b]. Wspomniatem
we wstepie, ze dotaczenie do warkocza ,normalnego” warkocza zaplecionego
odwrotnie daje warkocz staly. Ogdlnie, warkocz odwrotny do warkocza f
otrzymujemy przez odbicie symetryczne warkocza f wzgledem plaszczyzny OYZ.
W ten sposéb wykazalidémy, ze klasy réwnowaznoéci warkoczy tworza grupe

ze wzgledu na dzialanie taczenia warkoczy. Te grupe nazywamy grupa warkoczy
o n niciach i oznaczamy B,, (po angielsku braid group).

Dalej nie bede odrézniat klasy réwnowaznosci warkocza od jej reprezentanta,
zwanego czasem warkoczem geometrycznym, i bede oba nazywal warkoczem.
7Z kontekstu bedzie jasno wynikalo, w ktérym ze znaczen uzywam tego pojecia.

WeZmy dowolny warkocz i rozwazmy jego rzut na plaszczyzne OXZ, czyli
»plaszczyzne kartki”. Powiemy, ze dwie nici krzyzZujg sie, jesli krzyzuja si¢ ich rzuty
na plaszczyzne OXZ. Moze sie zdarzyé, ze rzuty trzech nici spotykaja sie w jednym
punkcie lub zZe rzuty dwoch nici pokrywaja sie na pewnym odcinku, ale po izotopii
(potrzasnieciu) mozemy zalozyé, ze liczba skrzyzowan jest skoficzona, przez kazde
skrzyzowanie przechodza tylko dwie nici i dwa rézne skrzyzowania maja rézne
wspolrzedne . Wtedy albo nie ma skrzyzowan i warkocz jest prosty (réwny ¢), albo
mozna podzieli¢ przedzial [a, b] na krétkie przedzialy tak, ze w kazdym z nich jest
tylko jedno skrzyzowanie. Oznacza to, ze nasz (dowolny) warkocz jest ztozeniem
warkoczy typu o; i o, 1 przedstawionych na rysunku 3. Innymi slowy, warkocze o,

i=1,2,...,n—1, sa generatorami grupy B,,. Miedzy tymi generatorami zachodza
relacje
(*) 0i0; = 004, ‘Z—]‘ > 1,

O’inJi:O'jO'iO'j, "L—]‘:l,
przedstawione na rysunku 4. Okazuje si¢, ze wszystkie relacje miedzy
generatorami o; wynikaja z relacji (x). Twierdzenie to zostalo udowodnione
niezaleznie przez Artina i Bohnenblusta w 1947 roku.

x kK
Grupa warkoczy jest SciSle zwiazana z teoria wezléw i pojawia sie tez w bardzo
wielu innych dziedzinach matematyki: w topologii, teorii grup, teorii algebr,
geometrii algebraicznej, w algebrach von Neumanna, a oprécz tego w fizyce
i mechanice statystycznej. Po Artinie wazne prace o grupie warkoczy pisali laureaci
medalu Fieldsa: Pierre Deligne, William Thurston i Vaughan Jones. Opisze teraz
pokrétce inne, réwnowazne definicje tej grupy.

1. Grupa (rozwazana przez) Hurwitza. Ustalamy n punktéw Py, Ps, ..., P,
wewnatrz domknigtego kota D na plaszczyznie. Rozwazmy klasy izotopii
homeomorfizméw kota D na siebie, ktére sg identycznoscia na brzegu kota

i permutuja punkty Pi, Ps,..., P,,. Homeomorfizmy sa réwnowazne (izotopijne)
jesli sa polaczone ciagla rodzing takich homeomorfizméw. Zlozenie

?
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Rys. 5. Lemat Alexandera.

Py
Py

Rys. 6. Warkocze jako automorfizmy
grupy wolnej.

homeomorfizméw zachowuje klasy réwnowaznosci i otrzymujemy grupe klas izotopii
homeomorfizméw izomorficzna z grupa warkoczy. Jak wyglada ten izomorfizm,
podpowiada nastepujacy lemat.

Lemat 1 (Alexander). Jesli h: D — D jest takim homeomorfizmem kola

o $rodku 0, ze h(0) =0 i h jest tozsamoscig na brzegu kola, to istnieje taka izotopia
hi: D — D, t€[0,1], ze ho(xz) =z, he(0) = 0, ha(z) = h(z) ¢ hy jest toZsamoscig
na brzegu kola.

Dowaod. Mozemy zalozyé, ze D jest kotem jednostkowym na plaszczyznie zespolonej
D={z=re":0<r<1,0<6<2r}.
Wtedy szukana rodzina homeomorfizméw moze by¢ zadana wzorem
ret, t<r<l,

hy(re'?) = )

t(re”) t-h(:e’9>, 0<r<t.

Podczas izotopii hy punkty hi(Py), he(Ps),. .., hi(Py,) poruszaja sie wewnatrz
dysku, nie spotykajac sie, i funkcje f;(t) = hi(P;) okredlaja nici warkocza
odpowiadajacego homeomorfizmowi h. Klasa réwnowaznoéci warkocza zalezy tylko
od klasy izotopii h.

2. Gdy dany jest warkocz f = (f1, f2,-- -, fn), to dla kazdego t € [a, b] okreéla on
zbiér n réznych punktéw fi(t),..., fn(t) na plaszczyznie; dla t = a i dlat = b jest
to ten sam zbiér. Mozna wiec powiedzieé, ze warkocz to zamknigta droga

w przestrzeni n-elementowych nieuporzadkowanych podzbioréw plaszczyzny
(przestrzeni konfiguracyjnej n punktéw w ptaszezyznie), oznaczanej C, (R?). Zatem
grupa warkoczy B, to grupa podstawowa 1 (C,,(R?)).

3. Zamiast o R? mozna méwié¢ o plaszczyznie C liczb zespolonych. Zbiorowi
n-elementowemu liczb zespolonych {z1, 22, ..., 2, } jednoznacznie odpowiada
wielomian unormowany f(z) = (z — z1)(z — 22) . .. (2 — 25,) 0 réznych pierwiastkach
zespolonych. Grupe B,, mozna wiec tez interpretowaé jako grupe podstawowa
przestrzeni wielomianéw unormowanych stopnia n o wspélczynnikach zespolonych,
bez pierwiastkéw wielokrotnych. Zauwazmy, ze wielomian jest okre$lony przez

n swoich wspoétezynnikéw. Ponadto dla wielomianéw bez pierwiastkdw
wielokrotnych wyréznik A, ktory jest wielomianem od wspdélczynnikéw, jest rézny
od zera. Jesli zatem oznaczymy H = {(aq,...,an—1) : Alag,...,a,—1) = 0}, to

B, =m(C"\ H).

4. Ostatnia interpretacja grupy warkoczy nalezy znéw do Artina. Zamiast wyréznié
punkty Py, Ps, ..., P, w dysku D mozemy je z niego wyrzuci¢. Wtedy méwimy

o grupie podstawowej w1 (D \ {P1, Ps, ..., Pn}, Py) = F,, z punktem bazowym P,

na brzegu dysku D. Homeomorfizm h indukuje automorfizm grupy F,, ktora jest
grupa wolna o generatorach 1, ..., x, przedstawionych na rysunku 6.

Lemat 2 (Artin). Homomorfizm ¢ : F,, — F,, jest indukowany przez
homeomorfizm h : D — D (ktdry jest warkoczem i w szczegdlnodci jest
automorfizmem) wtedy i tylko wtedy, gdy ¢(x1x2...Tn) = T1X2 ... Ty i dla kaZdego
ke{1,2,...n}, ¢(xy) jest sprzezone z pewnym xj, czyli d(xy) = AkxjAgl.

Stad grupa B,, jest izomorficzna z powyzsza podgrupa automorfizméw grupy
wolnej.

W roku 2001 Daan Krammer i Stephen Bigelow udowodnili (osobno), ze grupa B,
jest grupa liniowa, izomorficzng z pewng podgrupa multiplikatywnej grupy
macierzy. Byt to otwarty problem przez wiele lat. Z tego twierdzenia wynika bardzo
wiele waznych wtasnoéci grupy B, ale wigkszo$¢ byla juz znana przed jego
udowodnieniem.

Na koniec chcialbym przytoczy¢ jeden otwarty problem, ktéry mozna tatwo
sformutowaé. Warkocz nazywamy dodatnim, jesli mozna go zapisa¢ jako iloczyn
dodatnich generatoréw (same o; bez o, 1). Warkocz jest potdodatni, jesli mozna go
zapisaé jako iloczyn elementéw sprzezonych z dodatnimi generatorami. Nalezy
znalez¢ algorytm, ktéry sprawdza, czy warkocz jest pétdodatni. Wiadomo, ze
istnieje rozwigzanie dla warkoczy o trzech niciach, podane przez S. Orevkova. Moze
Tobie, Czytelniku, uda si¢ znalezé¢ rozwiazanie dla wigkszej liczby nici?

3



Pierwsza cyfra znaczgca to

w pozycyjnym systemie zapisu pierwsza
od lewej cyfra liczby niebedaca zerem.
Przykladowo dla 234 jest to 2,

a dla 0,75 to 7.

=
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czestosé wzgledna

0,0

123456789

pierwsza cyfra znaczaca

Rys. 1. Rozklad czestosci pierwszych cyfr
znaczacych powierzchni wszystkich
krajéw Swiata.

Pierwsze cyfry Maciej PAJAK”®

Rozwazmy nastepujacy problem: gromadzimy powierzchnie wszystkich krajow
wyrazone w kilometrach kwadratowych i patrzymy tylko na pierwsze cyfry
znaczace tych wartosci. Otrzymamy liste liczb z zakresu od 1 do 9 wiacznie;
pytanie brzmi, jakie sa czestosci ich wystepowania w tym zbiorze?

W dobie powszechnego i otwartego dostepu do informacji nietrudno sprawdzié¢ to
samemu; jezeli umieScimy czesto$ci na wykresie, bedzie on przypominaé rysunek 1.

Czy regularny ksztalt tego wykresu to tylko ciekawy przypadek, czy jesteSmy
na tropie ogdlnej zaleznosci (ktéra najchetniej opisaliby$my wzorem)? Uwazny
Czytelnik zapewne spostrzegl, ze formultujac problem, poczyniliSmy pewne
zalozenie, mianowicie chcieliSmy, zeby powierzchnie krajow byly wyrazone

w kilometrach kwadratowych. Jednak nie wszystkie kraje na Swiecie uzywaja
systemu metrycznego — czy ksztalt rozkladu zmieni sie, jezeli wyrazimy je

w milach kwadratowych lub stopach kwadratowych? Co bedzie, jezeli spojrzymy
na ludnoé¢ zamiast na powierzchnig, albo historyczne wartosci ludnosci?

Wreszcie, czy musimy ograniczaé sie¢ do danych geograficznych? Absolutnie nie!

Spéjrzmy wiec na pierwsze 1000 wyrazéw ciggu Fibonacciego, liczby (niebedace
datami badz liczbami porzadkowymi, numerami stron, itd.) pojawiajace sie

w dowolnym wydaniu Financial Timesa albo w dowolnej pracy naukowej z duza
iloscig danych liczbowych.

Pozostawie to tutaj jako éwiczenie z wyszukiwania informacji dla chetnych, ale
zdradze, ze wynik (oczywiscie w przyblizeniu) jest zawsze taki sam.

Rys. 2, Rozklad czesto$ci powierzchni krajéw (a) w skali liniowej, (b) w skali logarytmicznej na osi X, (c) pojedynczy rzad wielkosci z (b),
(d) przyblizenie, liczby w zakolorowanym obszarze zaczynaja si¢ od 1.

*School of Informatics,
University of Edinburgh

Aby zrozumieé, co sie dzieje, musimy odwotlaé sie do rozkladu calych liczb
(rysunek 2), ale zamiast malo informatywnej skali liniowej (a) na osi poziomej
uzyjemy skali logarytmicznej (b). Patrzac tylko na jeden rzad wielkosci,

tj. warto$ci pomiedzy dwiema kolejnymi potegami dziesiatki (c) (liczby

w kolejnych obszarach rozpoczynaja sie od 1, 2, i tak dalej), widzimy, ze

te obszary staja si¢ coraz mniejsze.

Jesli zatozymy, ze wsrdd liczb wewnatrz jednego rzedu wielkoéci ten rozklad
nakreglony w skali logarytmicznej na osi poziomej jest w przyblizeniu staly (d), to
pole zakolorowanego obszaru bedzie réwne: ¢ - (log;, 2 — logy 1), a ogdlnie, dla
dowolnej cyfry poczatkowej n bedzie to

n—+1
c- (logjo(n + 1) —logyo(n)) = c-logyg (n) ;

czyli wzgledna czestosé cyfry poczatkowej n to po prostu

n+1
log;, - .

Ta sama prawidlowos¢ zachodzi dla wielu rodzajéw zbioréw liczb (m.in. tych
wymienionych powyzej), jednak latwo przywolaé przyklady, dla ktérych
nie zachodzi, np. wzrost, masa ciata ludzi.

Aby wyjaénié¢, co wyréznia wymienione klasy danych liczbowych, musimy odwotaé
sie z powrotem do rysunku 2(b). Po pierwsze, aby nasze przyblizone obliczenia
byly uzasadnione, dane musza obejmowaé kilka kolejnych rzedéw wielkosci,

w praktyce co najmniej 3-4, co wyklucza m.in. wzrost i mase ciata. Ponadto,
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Tablice logarytmiczne to narzedzie, ktére
ulatwialo wykonywanie skomplikowanych
obliczen wykorzystujacych mnozenie,
potegowanie, itd. przed
upowszechnieniem kalkulatoréw; dla
kazdej liczby mozna bylo odnalezé
przyblizong warto$¢ jej logarytmu.

poniewaz zmiana jednostki (np. z kilometréw kwadratowych na mile kwadratowe,
jak w przykladzie z powierzchniami) jest niczym innym jak mnozeniem wszystkich
wartosci przez stala, rozktad czestosci na skali logarytmicznej zachowuje swdj
ksztalt i przesuwa sie¢ w lewo lub w prawo. Jezeli na poczatku rozktad

nie obejmowal wystarczajaco wielu rzedow wielkosci badz nie byt wystarczajaco
»plaski” na skali logarytmicznej, przeliczenie jednostki sprawi, ze proporcje
wielkosci zakolorowanych obszaréw ulegng zmianie, tym samym zmieniajac ksztalt
rozktadu czestosci pierwszych cyfr.

Opisana prawidlowoséé jest nazywana prawem Benforda, mimo ze Frank Benford
nie byt pierwsza osoba, ktéra zauwazyla to zjawisko. Pierwszy byl Simon Newcomb,
znany réwniez ze swojej pracy w dziedzinach fizyki, astronomii i ekonomii, ktéry
w roku 1881 zauwazyl, ze w tablicach logarytmicznych w bibliotece strony

z liczbami zaczynajacymi sie od 1 byly bardziej zuzyte od tych z liczbami
zaczynajacymi sie od 2, itd. Odkrycie popadlo w zapomnienie az do roku 1938,
kiedy Frank Benford, inzynier i fizyk pracujacy dla General Electric, opublikowal
swoje obserwacje poparte przyktadami wielu réznych zbioréw liczbowych
spetniajacych zalezno$é, m.in. tych wartosci geograficznych, od ktérych
rozpoczeliSmy nasze rozwazania.

czestosé

Szukajac mozliwych uogdlnien tego zjawiska, zastanowmy sie, czy dla
wartosci liczbowych, ktérych pierwsze cyfry zachowuja sie zgodnie

z rozktadem Benforda, da si¢ co$ powiedzie¢ o drugich i kolejnych
cyfrach tych liczb. Ot6z tak, spdjrzmy na rysunek 3, podobny do
rysunku 2(d), ale z innymi zakolorowanymi obszarami.

Podobnie jak wyznaczaliémy obszary obejmujace liczby zaczynajace
si¢ od 1, mozemy wyznaczy¢ obszary, w ktérych znajduja sie liczby
zaczynajace sie od 12, 22, 32, itd., czyli wszystkie, w ktoérych druga
cyfra znaczaca jest 2. Jezeli oznaczymy dowolny ciag cyfr jako x,

2 23 3 4
2,2 liczby

11213

Rys. 3. Fragment przyblizonego rozkladu czestosci liczb
spelniajacych prawo Benforda na skali logarytmicznej.

10 dowolna pojedyncza cyfre jako 7 i prawdopodobiefistwo tego, ze
liczba zaczyna sie od ciagu dwoch cyfr a i b jako P(ab%), to podobnie
jak poprzednio, biorac pod uwage powierzchnie obszaru obejmujacego

liczby rozpoczynajace sie od 12, mozemy okresli¢
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czyli — sumujac po wszystkich mozliwych pierwszych cyfrach — mamy

P(72%) = ZP(x2*) = Zlogm (

Wzér ogélny dla drugiej cyfry znaczacej n przybiera nastepujaca

forme:
P(7nx) Z logyq ( )

Idac dalej, mozemy tatwo otrzymaé wzoér na prawdopodobienstwo
k-tej cyfry réwnej n; nietrudno zauwazy¢, Ze przy rosnacym numerze
cyfry (k) rozklad prawdopodobienstwa bardzo szybko staje sie

P(12x) = logy, (

10z + 2
10z + 3

pozycja:

10z +n
10z +n+1

0o 1 2 3 4 5 6 7 8

cyfra

Rys. 4. Prawdopodobienstwo wystapienia
danej cyfry na kolejnych pozycjach liczby
ze zbioru spelniajacego prawo Benforda.

O prawie Benforda pisaliSmy w Delcie
31 12/2010.

T. Hill, Base invariance implies
Benford’s law, Proc. Amer. Math. Soc.
123 (1995), 887-895.

T. Hill, A statistical derivation of the
significant-digit law, Statistical Sci. 10
(1996), 354-363.

9 nierozréznialny od rozkladu réwnomiernego (rysunek 4).

Prawo Benforda mozna tez uogélnié¢ na inne systemy liczbowe, we wzorach
zamieniamy wtedy podstawe logarytmu i wszelkie dziesigtki na podstawe systemu
liczbowego, ktérego uzywamy. Liczby spelniajace zaleznoéé w jednym systemie
liczbowym beda ja dalej spelnia¢ po zamianie podstawy.

Na koniec, zainteresowanym dowodem, tudziez formalnym wyjasnieniem tego
empirycznego zjawiska, polecam serie artykutléw Theodore’a P. Hilla. W tych
publikacjach autor opisuje, jak generowanie liczb losowych ze zbioru wielu réznych
losowych rozktadéw prawdopodobienstw w naturalny sposéb prowadzi do rozktadu
Benforda dla ich kolejnych cyfr znaczacych.
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Szczepi¢ czy nie szczepi¢? Oto jest pytanie...

Czarna $mieré — jedna z najwigkszych
epidemii, ktéra w XIV w. przyczynila si¢
do $mierci okolo 30% ludnosci Europy.
Uwaza sig, ze byla to epidemia dzumy,
ktéra do Europy dotarta z Chin.

Hiszpanka — pandemia grypy w latach
1918-1919, najbardziej $miertelna

w przeliczeniu na jednostke czasu
epidemia zanotowana w historii.

Na kongresie epidemiologicznym

w 1998 roku stwierdzono, ze zmarto
wtedy 100 mln ludzi, a liczbe
zachorowan szacuje si¢ na 500 mln, czyli
okolo 1/3 $wiatowej populacji. Liczba
ofiar tej epidemii znacznie przewyzsza
liczbe ofiar I wojny $wiatowe;j.

Pierwszego szczepienia krowianka
dokonat angielski lekarz Edward Jenner
w 1796 roku, co otworzylo droge

do szerokiego stosowania szczepien

w zapobieganiu réznym chorobom.

William Ogilvy Kermack (1898-1970),
szkocki matematyk i chemik.

Anderson Gray McKendrick (1876-1943),
szkocki lekarz i epidemiolog, pionier
epidemiologii matematycznej.

]

Rozwigzanie zadania M 1489.
Kazda liczb¢ naturalng mozna
przedstawi¢ w postaci 10" — 10™ dla

1 <m < n <2016 na co najwyzej jeden
sposob. Stad szukamy liczby takich par
(n,m), dla ktérych liczba

10" — 10™ = 10™ - (10"~ ™ — 1) jest
podzielna przez 1001. Jest to
réwnowazne podzielnosci 10"~ " — 1
przez 1001.

Poniewaz 10" daje z dzielenia przez 1001
reszte 10, 100, —1, —10, —100 lub 1

dla k dajacego z dzielenia przez 6
odpowiednio reszt¢ 1, 2, 3, 4, 5 lub 0,
to otrzymujemy réwnowaznosé warunku
z zadania z podzielnoscig liczby n — m
przez 6. W takim razie liczby n i m
muszg dawac taka samag reszte

z dzielenia przez 6.

Podzielmy liczby naturalne od 1 do 2016
na sze$¢ podzbioréw ze wzgledu

na reszt¢ z dzielenia przez 6 (kazdy
zawierajacy 336 elementéw). Aby wybraé
liczby n i m, wybieramy jeden

z podzbioréw, a z niego dwa elementy.
Stad szukana w zadaniu liczba to

6- (3;(;).

*Zaklad Biomatematyki i Teorii Gier,
Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Urszula FORYS*

1. Wprowadzenie. Prawie co roku w sezonie grypowym w mediach pojawia si¢
temat szczepien. Omawiane sa rézne aspekty, podawane argumenty za i przeciw
szczepieniom, czesto obserwujemy wiecej emocji niz racjonalizmu. Epidemie,

a w szczegdlnosci pandemie, stanowig przedmiot badan od wielu lat ze wzgledu
na swéj znaczacy wplyw na rozwéj populacji ludzkiej. Zaréwno w starozytnosci,
jak i w Sredniowieczu, a takze juz w czasach wspolczesnych réznego typu
choroby, takie jak dzuma, tyfus, cholera, grypa, dziesiatkowaly mieszkancéw
naszego globu. Dobrze znamy okreélenia czarna $mierc¢ czy hiszpanka, a objawy
tzw. plagi atenskiej, jednej z najwiekszych epidemii w starozytnoéci, przedstawit
grecki historyk Tukidydes z Aten w dziele swego zycia zatytulowanym Wojna
peloponeska. Monografia ta poswiecona zostala opisowi przebiegu wojny
pomiedzy Sparta a Atenami oraz ich sprzymierzencami, ktéra miata miejsce

w latach 431-404 p.n.e. Ze wzgledu na obiektywizm podejécia stanowi ona
kamienn milowy na drodze do naukowego sposobu przedstawiania historii, a jej
kilka stron zawiera opis objawéw i skutkoéw zarazy, ktéra zdziesigtkowala
mieszkancow Aten w latach 430-428 p.n.e. Jednym z waznych aspektow tej
choroby, na ktére zwrécil uwage Tukidydes, byto uodpornienie, gdyz osoby, ktére
zachorowaly i wyzdrowialy, nie chorowaly powtérnie. Wladnie tego typu choréb
dotyczy problem szczepien, ktory oméwimy z matematycznego punktu widzenia.
Prawdopodobnie pierwszy model matematyczny rozprzestrzeniania sie epidemii
i wplywu szczepienia rozwazal Jacob Bernoulli, ktérego dzisiaj znamy gtéwnie
dzieki rozkladowi Bernoulliego. Bernoulli wykorzystal nieliniowe réwnania
rozniczkowe ze wspolczynnikami charakteryzujacymi wlasciwosci choroby
zakaZnej i opisal wplyw szczepienia krowiankg (wirusem choroby bydla
domowego i $wif) na rozprzestrzenianie sie ospy. W tym artykule bazujemy

na klasycznych pracach dotyczacych modelowania epidemii autorstwa Kermacka
i McKendricka, ktére staly sie podstaws modeli typu SIR.

2. Model matematyczny typu SIR. Model matematyczny, na ktorym
oprzemy nasze rozwazania dotyczace szczepien, nalezy do klasy modeli typu SIR.
Co to znaczy? Skrot SIR wzial sie z angielskich nazw grup, na ktére dzielimy
populacje w przypadku pojawienia sie choroby zakaznej, po przebyciu ktorej
nabywamy odpornosé¢. W zwiazku z tym w populacji wyrézniamy 3 grupy: osoby
podatne (S od ang. susceptible), osoby chore (I od ang. infected) oraz osoby
odporne (R od ang. resistant). Osoba podatna to taka, ktéra do tej pory

nie zetknela sie z dang choroba, a osoba odporna to taka, ktéra na dana chorobe
juz nie zachoruje. Przejscia pomiedzy tymi grupami odzwierciedla schemat

S — I — R,

przy czym zakladamy, ze choroba rozprzestrzenia sie przez bezposredni kontakt
pomiedzy osobg zdrows i chora. Jesli dojdzie do takiego kontaktu, niektére
osoby z grupy S przechodza do I, a ile takich oséb bedzie, to zalezy od réznych
czynnikéw, ktére umownie okreslimy jako zakazno$é danej choroby. Po przebyciu
choroby dana osoba uodparnia sie, zatem przechodzi do grupy R. Aby uproscié
opis matematyczny, zakladamy, ze liczebnos¢ populacji nie zmienia sie, wiec
mozemy zaniedba¢ naturalne procesy rozrodczoéci i Smiertelnosci. Dodatkowo
zakladamy, ze liczebnosé ta jest dostatecznie duza i mozemy zaniedbaé
rozmieszczenie przestrzenne. Mamy zatem opisa¢ tempo zmian liczebnosci grup
S, I, R w czasie, a skoro catkowita liczebnosé N nie zmienia sig, wystarczy znaé
procentowy wktad tych grup w cata populacje.

Niech wiec S(t), I(t) i R(t) oznaczaja, odpowiednio, proporcje oséb podatnych,
chorych i odpornych w populacji. Wnioskujemy stad, ze w dowolnej chwili ¢ musi
zachodzi¢ S(t) + I(t) + R(t) = 1. W szczegdlnodci zalezno$¢ ta powinna byé
speliona dla warunku poczatkowego So, Iy i Rg, przy czym przy pierwszym
pojawieniu sie choroby nie ma osob, ktore sa na nia odporne, wiec mozna
zatozy¢ Ry = 01 wtedy So + Ip = 1. Jesli w chwili poczatkowej pojawia sie

IgN 0s6b chorych, to choroba zaczyna si¢ rozprzestrzenia¢ w populacji.
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Rozwigzanie zadania F 902.
Predkosé spadajacej piteczki w momencie
uderzenia w nieruchomg rakietke wynosi

v = 2gH, gdzie g to przyspieszenie
ziemskie. Po odbiciu piteczka uzyskuje
predkoéé 0,8v. Niech teraz rakietka

w momencie odbicia pileczki porusza si¢
ku goérze z predkoécig V. W ukladzie
wspolrzednych, zwigzanym z rakietka,
piteczka ma w momencie zderzenia
predko$¢ v + V. Po zderzeniu jej
predko$é¢ w tym ukladzie odniesienia
wyniesie 0,8(v + V), czyli

w nieruchomym uktadzie odniesienia
bedzie miala predkosé 0,8(V + v) + V.
Poniewaz po podbiciu pileczka ma si¢
wznie$¢ na taka wysokosé, z jakiej
spadta, to musi by¢ spelniona zaleznosé
0,8(v+V)+V =wv, a stad

V =v/9=+/2gH/9 ~ 0,47m/s.
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Na obrazku widzimy pole wektorowe
odpowiadajace prawej stronie ukladu (x)
dla v < B8 — wtedy warto$é¢ krytyczna

Sk = % = «a lezy w rozpatrywanym przez
nas obszarze S + I < 1. Po ograniczeniu
prostymi S =0, I =0 oraz S+ 1=1
dostajemy tzw. portret fazowy uktadu,
na ktérym rozwiazania sg zobrazowane
jako funkcje I = I(S), a uplyw czasu
wskazuja strzaltki pola wektorowego.
Warto$é maksymalna funkcji I(S) jest
przyjmowana dla S = a.

Dodatkowo z uktadu (%) wynika, ze

dI o .

15 = %, gdzie o = E,
a stad mozemy wyznaczy¢ zaleznos$é
S(t)+ I(t) — alnS(t) = So + Ip — aln Sy
i dla S(t) = a otrzymaé

—14

I 1—a+aln—
max =1 —a+ aln —.
So

Wirus polio wywotuje chorobe
Heinego-Medina, zwana tez polio.
Kontynent amerykanski uznano za wolny
od tej choroby w 1994 roku.

Tempo zmian w czasie proporcji liczby oséb podatnych zalezy od S(t)I(t)N,
gdyz liczba mozliwych spotkan jednej osoby zdrowej z osoba chora zwigksza sig¢
wraz z rosnaca liczba 0séb chorych, jak i na odwrét — jeden chory spotyka
tym wiecej podatnych, im wigksza jest liczebno$é grupy S. Mamy wiec
S(t) = —BS(t)I(t), gdzie S(t) oznacza pochodng S(t) wzgledem czasu, czyli
tempo zmian wielkoSci grupy S w czasie, a wspolczynnik § opisuje zakaznosé
choroby; méwi nam, jak szybko choroba sie rozprzestrzenia w czasie. Wszystkie
osoby, ktore zachorowaly, przechodza z grupy S do I. Jednoczesnie obserwujemy
proces zdrowienia, ktéry powoduje, ze po przebyciu choroby dana osoba przenosi
sie do grupy R. Dostajemy stad réwnanie I(t) = 8S(t)I(t) — vI(t), gdzie v
nazywamy wspolczynnikiem zdrowienia i v = 1/T, a T oznacza $redni czas
trwania choroby. Poniewaz wszystkie osoby, ktore wyzdrowialy, przechodza
do grupy R, to R(t) = vI(t). Ostatecznie otrzymujemy uklad trzech réwnan
rézniczkowych opisujacych zmiany zachodzace w kazdej z grup; uktad ten
nazywamy modelem Kermacka—McKendricka

S(t)=—=pSWI(), 1(t)=pSHI(E) —~vI(1), R(t)=~I().
Zauwazmy, ze dodajac te trzy réwnania stronami, mamy S(t) + I(t) + R(t) = 0,
zatem faktycznie suma proporcji grup nie zmienia si¢ w czasie — méwmy o takim
ukladzie, ze jest zachowawczy. Stad, znajac S(t) i I(t), mozemy wyznaczy¢
R(t) =1-S(t) — I(t), co oznacza, ze wystarczy badaé¢ uklad dwéch réwnan

(%) S(t) = =BSWI(t),  I(t) = BSH)I(t) —~I(t),
przy zalozeniu S(t) > 0, I(¢t) > 0, S(t) + I(¢) < 1.

Jesli na danym obszarze pojawia sie jakas choroba zakazna (opisana w modelu
parametrami 5 i ), to staramy si¢ odpowiedzie¢ na kluczowe pytania — czy przy
danych poczatkowych wartosciach Sy i Iy choroba bedzie si¢ rozprzestrzeniac,

a jesli tak, to jak przebiegnie rozwdj epidemii w czasie i kiedy ona zaniknie?
Zauwazmy, ze z pierwszego réwnania ukladu (x) mamy S (t) < 0dla

S(t)I(t) > 0, wiec liczebnos$é grupy S zawsze maleje, o ile tylko wystepuja

w populacji zar6wno osoby podatne, jak i chore. Stad takze S(¢) < Sp. Z kolei
I(t) = I(t)(BS(t) —v) <0, jedli S(t) < - Wnioskujemy ostatecznie, ze dla

Sp < S = 1 epidemia sie nie pojawia, gdyz liczebnos$é grupy I maleje w czasie.
Jesli natomiast I poczatkowo rosnie, to mozemy wyznaczy¢ maksymalna
wartosé I(t). W punkeie maksymalnym zachodzi I(t) = 0, czyli maksimum jest
osiagane, gdy S(t) = %

3. Szczepienia. Jednym z kluczowych parametrow kazdej choroby zakaznej
jest tzw. podstawowy wspotczynnik odnowienia, ktéry w modelu
Kermacka—McKendricka definiujemy jako

8%
o
Liczba Ry méwi nam, ile wtérnych zachorowan przypada na jedna chora osobe
wprowadzong do danej populacji. Stad, oczywiscie, progowa wartos¢ to 1; jesli
Ro > 1, to epidemia sie rozwija, a dla nieréwnosci przeciwnej zanika. Jeden
z mozliwych sposobow obnizenia R opiera sie na zmniejszeniu liczebnosci
grupy S. Szczepienia stanowig powszechna metode stuzaca do tego celu i okazaly
sie najpierw skuteczne w walce z ospa, a potem takze z innymi chorobami.
Dzieki nim w USA liczba przypadkéw odry zmalata z 894 134 w 1941 roku
do 135 w 1997 roku, a liczba przypadkéw polio spadia z 21269 w 1952 roku
do ostatniego zachorowania w 1979 roku. Podobnie wyglada redukcja
przypadkéw wystepowania innych chordb dzieciecych. Szczepienia nie tylko
uodparniaja pojedyncze osoby, ale takze chronia cala populacje, gdyz utrzymuja
Ry ponizej poziomu, ktoéry pozwalalby na zainicjowanie epidemii. Nazywamy to
sodpornoécig zbiorowa”. Interes spoteczny wsparty matematyka jednoznacznie
wskazuje odpowiedZ na postawione w tytule pytanie: tak, szczepic.
Rozstrzygniecia za$ indywidualnej decyzji o szczepieniu, stwarzajacym jednak
pewne (choé¢ niewielkie) ryzyko, nalezy szukaé poza matematyka — pozostaje mi
wierzy¢, ze i w tym przypadku bedzie to: tak!

Ro
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Moje 50 lat biologii molekularnej

prywatne podsumowanie mojego biochemicznego zycia

zycie na G ;
° a - e N 1,
Z y \M 66 W trakcie mojego zycia badania naukowe w biochemii ulegaly waznym

transformacjom. W polowie lat 50. (ubieglego, tak, tak) stulecia mozna bylto by¢
pojedynczym badaczem. No, moze we dwdjke — taka prace zaproponowal mi méj

mistrz — David Shugar.

Mialy$my, z réwnie niedoswiadczona kolezanka, Ewa, wypreparowa¢ DNA z trzech
roznych organizméw: cielecia, pszenicy i éledzia. Te DNA réznity sie drobnymi
chemicznymi modyfikacjami. Szef nie powiedzial nam, do czego potem sie te DNA
przydadza. Zdobylyémy surowce, chyba nie jezdzily$my nad morze, ale na pewno
posztysmy do rzezni. Cala preparatyke trzeba byto wykonywaé¢ w chlodni (4°C).
Przez kilka miesigcy! Wlozylyémy na stale waciaki i ciepte buty. Po drodze
wykonczytysmy jedyna dostepna chlodzona, duza wiréwke. Ja, na cale zycie,
dorobitam si¢ choroby nazywanej ,zapaleniem miedniczek” (nerkowych). Wyszlo
duzo tych preparatéw, wygladaly jak dlugie, polyskliwe nici. Szef w miedzyczasie
chyba stracil pomyst, bo nigdy do niczego nie zostaly uzyte.

Tyle jezeli chodzi o epoke samotnych odkrywcow.

Potem zostalam z samomianowania biologiem Mniej wiecej w tych czasach na Swiecie doszto do rewolucji
molekularnym. Przez kilka lat zajmowalam si¢ — elegancko genowej, nazwanej powstaniem inzynierii genetycznej.
mozna by to nazwaé — badaniem cech fizycznych
pochodnych kwaséw nukleinowych. Ale naprawde polegato
to na mierzeniu widm ultrafioletowych wielu, wielu
substancji wsypywanych przez tego samego szefa z malych
probéweczek do mojej, jeszcze mniejszej proboweczki.

I w wielkich stojach rozdzielatam te substancje technika
chromatografii bibutowej. Brzmi tajemniczo, ale byl to
kawalek bibuly podwieszonej na nitkach, przyczepionych

do stoja plasteling i na dole zanurzonej w réznych cieczach —
naukowo: solwentach. Po potudniu zawieszanych, rano

Praca w pojedynke chyba nie bardzo w tej dziedzinie byta
mozliwa. Byly lata 80. Ludzie nauczyli si¢ okresla¢ budowe
chemiczna DNA (sekwencjonowad). Coraz lepiej rozumieli,
ze od wiedzy o budowie genéw i genomoéw zaczyna sie wielki
nowy $wiat biologii, medycyny, biotechnologii, farmacji,
rolnictwa. .. wszystkiego, w czym biorg udzial zywe istoty.
Wymyélali wiec coraz to inne aparaty, urzadzenia

i programy informatyczne, zeby dane o genach jak
najszybciej stawaly sie uzyteczne.

wyjmowanych. Bibula byta firmy Whatman. Z importu! Na swiecie do tej dziedziny naplynety i dalej naptywaty
coraz wigksze pienigdze. Nauka rozrastata si¢ w sensie
Zrobitam doktorat, potem habilitacje (badalam wlasnodci akademickim i korporacyjnym. Skonczyla sie era pracy
polinukleotydéw, ich widma w ultrafiolecie w réznych malutkich zespoléw. Juz nie tylko pod pracami fizykéw,
temperaturach). ale i biologéw widnialy podpisy setek (1) autordw.

Co w tej sytuacji dzialo si¢ w tych naukach w Polsce? Poczatkowo wydawalo sie¢ nam,
ze mozemy nadazy¢. Tylko jak? TAKICH pieniedzy przyznawanych na nauke
w Polsce nie bylo, nie mozna bylo tez wiecej pracowaé, bo ,,oni” pracowali jeszcze

Oczywidcie, biologia molekularna w Polsce Wi(gcej iw jeszcze WiQkSZyCh zespolach.
jest nadal rozwijana przez mlodych, ., . B L . L
dobrze wyksztatconych ludzi, znajacych  Stalidmy sie¢ pafistwem naprawde europejskim i bez europejskich funduszy byto

obce jezyki, pracujgcych czasem trudno pracowac. Przedtem badacz nawet $redniego wymiaru nie myslal, skad ptyna

miesigcami za granicg, wspoétpracujacych .. , . . . L. . "

2 wielkimi zespotami tematycznymi. Mam Ppieniadze. W pafstwowym instytucie dbali o to dyrektorzy i kierownicy probleméw

dla nich wielkie uznanie. Tylko — prosz¢  wezlowych. Nie bede opisywaé, co to znaczy, ale fundusze na te spektrofotometry

spojrze¢ na tytul — nie o tym pisze. Moje . bibuly Wh bylv. 7 . dodwiad . Kk T .

pokolenie zrobilo swoje i odeszto. i bibuty atmana byly. Zaczynajac doswiadczenia z zakresu inzynierii genetycznej,
bylidémy, w kalendarzu, o 6 lat spéznieni. Juz po roku — o 10 lat. A potem
przestaliémy sie poréwnywac.

W roku 1996 rzuciliémy hasto ,popularyzacja nauki” i zrobiliSmy, w trzy osoby,
pierwszy Festiwal Nauki w Polsce. To oznaczalo opisywanie tego, co inni za granica
zrobili w dziedzinach, ktére kiedy$ byly naszymi doswiadczeniami. A w Festiwalu,
oczywiscie, bylo jeszcze kilkadziesiat oséb, naszych wspaniatych kolegéw, ktérzy

do festiwalu si¢ zglosili i przygotowali rézne imprezy. Potem nazwano to ,iwentami”.
A na naszej stronie www.festiwalnauki.edu.pl do dzi$ widnieje to samo hasto,
wylonione w wyniku konkursu:

Brak inwestycji w nauke to inwestycja w ignorancje.

Magdalena FIKUS



Delta i fizyka czastek elementarnych (IV):
Czego bezposrednim swiadkiem byla Delta

Piszac A'yy, odwolujemy si¢ do

numeru n Delty z roku 19XY lub 20XY.
Pelna lista przywolywanych artykutow
jest na stronie www.deltami.edu.pl.

Wyjatkowo dlugi czas zycia mezonu J/v
mozna jakosciowo zrozumieé, analizujac
schematyczne diagramy reprezentujace
mozliwe mechanizmy rozpadu ukladu cc.
Sa one dwéch rodzajéw:

Fenomenologiczna reguta
Okubo—-Zweiga-Tizuki (OZI) méwi, ze
zachodzace pod wplywem oddzialywan
silnych rozpady reprezentowane przez
diagram drugiego rodzaju, w ktérych stan
koricowy i poczatkowy nie sa polaczone
ani jedng ciagta linia kwarkowa, sa
tlumione (tzn. ich amplitudy sa znacznie
mniejsze) w poréwnaniu z rozpadami
odpowiadajacymi pierwszemu
diagramowi. Poniewaz struktura kolorowa
uniemozliwia przejécie pary qq

w pojedynczy (wirtualny) gluon, a stan
dwu gluonéw nie moze mieé catkowitego
momentu pedu réwnego 1h

(tzw. twierdzenie Landaua—Yanga),
amplitudy A(;;) odpowiadajace
diagramom drugiego typu sa

z konieczno$ci mnozone przez (a&;)?

z p > 3, podczas gdy diagramy pierwszego
rodzaju daja A(r) < &s. W polaczeniu

7z Qs = §§/47T <1 (1/47 jest typowym
czynnikiem pochodzacym z diagramoéw
Feynmana), obserwacja ta uzasadnia
jako$ciowo na gruncie chromodynamiki
regule OZI. W przypadku rozpadéw
czastki ¢ (Mg = 1,2 GeV) bedacej
stanem zwigzanym kwarkéw s i §
pierwszy diagram odpowiada rozpadom ¢
na dwa kaony Kt =usi K~ = s

lub K°KO, a drugi rozpadom ¢ na mp

(i nastepnie p — mm) lub bezposrednio
na trzy mezony 7, ktére rzeczywiscie
zachodza znacznie rzadziej. W przypadku
J/v pierwszy diagram odpowiadalby
rozpadom na mezony Dt =c¢d i D™ = de
lub DDO, ktére sa zabronione przez
zasade zachowania energii

(Mj/y < 2Mp) i mozliwe sg tylko
rozpady silne odpowiadajace drugiemu
diagramowi przy czym, poniewaz tu

Q ~ 1,5 GeV, odpowiednia warto$é¢ as(Q)
jest mniejsza (asymptotyczna swobodal

— zob. odcinek II) niz w przypadku
rozpadéw ¢. (Rozpady
elektromagnetyczne, np. J/¢ — €747 s
z kolei tltumione przez malg wartos¢ statej
sprzezenia e, a stabe rozpady J/¢ sa
oczywiScie jeszcze mniej prawdopodobne.)

O tym, jak odkrywa si¢ nowe czastki,
badajac rozklad masy niezmienniczej
produktéw zderzen pisaliSmy w Agg, Ag
i Al

*Wydzial Fizyki, Uniwersytet Warszawski

Piotr CHANKOWSKI"

Fizyka wysokich energii powitata narodziny Delty spektakularnymi wydarzeniami.
Najpierw, w listopadzie 1974 roku, w USA, w laboratoriach w SLAC i w Brookhaven
odkryto (niemal) niezaleznie mezon J/v o spinie 1%, masie okoto 3,1 GeV i bardzo
dhugim w poréwnaniu z typowymi rezonansami hadronowymi czasie zycia. Odkrycia
tego dokonaly zespoly B. Richtera i S.C.C. Tinga (spér o pierwszenstwo zalagodzila
przyznana w roku 1977 obu kierownikom zespoléw Nagroda Nobla; AT;). Po trwajacym
jaki$ czas szoku (6wczesna atmosfere oddajg artykuty w AS;) mezon J/4 zostal
zinterpretowany jako przewidziany juz wczesniej przez teoretykéw stan zwiazany
kwarkéw c i ¢: pare miesiecy przed tym odkryciem M.K. Gaillard, B.W. Lee i J. Rosner,
traktujac serio pomyst mechanizmu GIM (zob. odcinek III), przeanalizowali doktadnie
konsekwencje istnienia czwartego kwarka i, wykorzystujac istniejace dane, oszacowali
jego mase na okolo 1,5 GeV, a takze (podobnie jak niezaleznie T. Appelquist

i H. Politzer) przewidzieli istnienie jego stanéw zwiazanych, takich jak ce.

Odkrycia w SLAC dokonano, mierzac przekréj czynny reakcji ete™ — hadrony (czyli
w praktyce liczbe takich reakcji zachodzacych w jednostce czasu) w akceleratorze
SPEAR, w Brookhaven za$, badajac rozklad masy niezmienniczej par ete™
powstajacych podczas rozpraszania protonéw na tarczy berylowej (reakcja

pBe — ete™ + cokolwiek). Oba typy eksperymentéw, ktére spowodowalty te ,rewolucje
listopadowa’, przyniosty jeszcze dalsze istotne wyniki. Dokladne ,przeczesanie” zakresu
nieco wyzszych energii zderzajacych sie par ete™ w kilku dziatajacych na §wiecie
akceleratorach tego typu pozwolito wkrétce odkryé cala rodzine czastek podobnych

do J/v, ale o wigkszych masach (czyli stanéw wzbudzonych uktadu cé, analogicznych
do stanéw wzbudzonych atomu wodoru lub pozytonium; Adg). Nieco pézniej w SLAC,
CERN-ie i Fermilabie odkryto takze hadrony D zbudowane z kwarka c i lekkich
kwarkéw (A%s). Rok pézniej, ponownie w SPEAR w SLAC, odkryty zostal przez

M. Perla (Nagroda Nobla w roku 1995, A3g) trzeci natadowany lepton 7~ (i 71) o masie
ok. 1,78 GeV, ktéry byl zwiastunem trzeciej rodziny fundamentalnych fermionéw
materii. W roku 1977 za$, grupa L. Ledermana, wykonujac w Fermilabie eksperyment
pH — p ™ + cokolwiek, tego samego typu co wezeéniej grupa Tinga, zaobserwowata
dwa wyrazne maksima w rozktadzie masy niezmienniczej pary u*p~ $wiadczace

o formowaniu si¢ dtugozyciowego rezonansu, nazwanego Y (upsilon) o masie

ok. 9,46 GeV i drugiego nieco cigzszego rezonansu Y’. Byly to wladnie stany zwiazane
piatego kwarka b i jego antykwarka (A%y). Odkrycie to zostato potwierdzone

w akceleratorze DORIS w Hamburgu. Podobnie jak w 1976 roku ,przeczesanie”
wiekszego zakresu energii w akceleratorach zderzajacych elektrony z pozytonami
ujawnilo istnienie kilku stanéw wzbudzonych uktadu bb, z czego stan T’ o masie

10,58 GeV, odkryty w akceleratorze CESR w Cornell (USA) i rozpadajacy si¢ niemal
wylacznie na pary mezonéw pieknych B°BO lub BT B~ stanowi dzi$ najwydajniejsze
zrédto takich par umozliwiajace badanie fizyki zapachu. (Pierwszy ciezki hadron
,piekny” AY. tj. zawierajacy pojedynczy kwark b, odkryto w CERN-ie w roku

1991; Aéz.) Tak wiec w ciagu zaledwie pieciu lat desperacka propozycja

Kobayashiego i Maskawy istnienia trzeciej rodziny fundamentalnych fermionéw
przybrata realny ksztaltt!

Badanie reakcji e"e™ — hadrony pozwolilto takze potwierdzié w inny sposéb niz

d la Rutherford (A$;) realnoéé kwarkéw (AZs/Ads). Juz w latach 1970-71 teoretycy
przewidzieli, ze skutkiem bardzo stabego wzajemnego oddziatywania kwarkow

na malych odleglosciach i jego gwaltownego wzrostu na odlegtosciach duzych, kwark

i jego antykwark, powstajace w procesie anihilacji pary e™e™, powinny utworzyé dobrze
skolimowane (tym lepiej, im wyzsza jest energia zderzajacych sie elektronéw

i pozytonéw) strugi hadronéw rozbiegajace sie¢ w przeciwnych kierunkach. Strugi takie
dzi$ nazywa sie dzetami. Pierwsze slady dwudzetowej struktury produktow

anihilacji eTe™ udalo sie zaobserwowaé juz w roku 1975 w akceleratorze SPEAR

w SLAC; ,czysty” dowdd uzyskano jednak dopiero w roku 1979 w Hamburgu przy
uzyciu akceleratora PETRA o wyzszej energii. Statystyczny rozktad kierunku dzetéw
(w stosunku do osi zderzenia e z e7), odzwierciedlajacy rozktad kierunku rozlotu
pierwotnej pary qg, pozwolil potwierdzié, ze kwarki maja spin réwny 4/2. Przy
wyzszych energiach anihilujacych leptonéw wzrasta prawdopodobienstwo tego, ze
powstaly kwark lub antykwark wyemituje gluon — zamiast dwoch dzetéw powstaja
wtedy trzy wyraznie rozdzielone strugi hadronéw. Takze i takie trzydzetowe przypadki
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Typowy $lad przypadku tréjdzetowego
zarejestrowany przez detektor JADE przy
akceleratorze PETRA. Zrédto: P. Séding,
Eur. Phys. J. H 35 (1), 3-28 (2010).

O tym, dlaczego buduje si¢ wielkie
akceleratory — ASy. O metodach
rejestrowania réznych produktéw
wysokoenergetycznych reakcji —

5 . A9
Ago 1 Ags-

Na temat statystycznej wiarygodnosci
odkrycia Ww*iz0i wczesniejszych
odkryé¢ w $wietle dzisiejszych standardéw
pisaliSmy w A?5.

Technika gromadzenia i spowalniania
antyprotonéw byla w nastepnych latach
rozwijana w CERN-ie i doprowadzita
m.in. do wyprodukowania w 1995 r.

po raz pierwszy atomoéw antywodoru,
czyli stanéw zwiazanych p i et (Aég .
O antymaterii w promieniowaniu
kosmicznym i jej roli we Wszechswiecie
zob. takze Aég i Ag4.

Warto sobie uswiadomié, ze opisany
w odcinku II mechanizm spontanicznego
naruszenia symetrii chiralnej

SU(2)r X SU(2)r chromodynamiki
kwantowej, po wlaczeniu tej teorii

w pelny Model Standardowy, réwniez
przyczynia si¢ do spontanicznego
naruszenia symetrii cechowania
SU(2)w x U(1)y, ale gdyby bytlo to
jedgne zrédto tego naruszenia, masy
W= i Z° bylyby rzedu zaledwie
kilkudziesigciu MeV.

(przewidziane teoretycznie w roku 1976) udalo sie zarejestrowaé za pomoca akceleratora
PETRA w roku 1979. Ich wystepowanie byto bezposrednim dowodem istnienia gluonéw,
a rozklad katowy dzetéw potwierdzit, ze gluony maja spin 1. Badanie takich reakcji
pozwolito takze wyznaczyé warto$é biegnacej stalej sprzezenia gs(Q) oddziatywan
silnych przy energii @ ~ 30 GeV.

Trzeba tu takze wspomnieé, ze S§lady powstawania dzetéw w postaci obfitej produkcji
czastek z duzym pedem poprzecznym pr (wzgledem osi zderzenia), potwierdzajace
oczekiwania teoretykow, zaobserwowano juz w uruchomionym w roku 1971 pierwszym
na $wiecie, zderzaczu protonowo-protonowym (energia zderzen 27 GeV + 27 GeV) ISR
w CERN-ie (zob. A%).

Kolejnym krokiem na drodze do potwierdzenia struktury teorii oddzialywan stabych

i elektromagnetycznych musiata by¢ bezposrednia rejestracja bozonéw W= i Z°.
Oszacowania teoretyczne wskazywaly, ze bozony te musza byé bardzo cigzkie, duzo
ciezsze niz wszystkie znane juz wtedy czastki Aby sie do nich ,dobraé¢”, konieczne byto
zbudowanie nowego akceleratora. Akcelerator taki, nazwany SPS, mogacy przyspieszaé
protony do energii 400 GeV, a w modzie SppS zderzajacy przeciwbiezne wiazki
protonéw i antyprotonéw o energii 270 GeV kazda, zostatl uruchomiony w CERN-ie

w roku 1981. Pierwszym osiagnieciem SPS byto zarejestrowanie przez detektor UA2
dzetéw hadronowych powstajacych, gdy kwark z protonu i antykwark z antyprotonu
zderzaja sie ,,czotowo”. Potwierdzito to dobre zrozumienie teoretyczne proceséw
zachodzacych w zderzeniach wysokoenergetycznych hadronéw i upewnito wszystkich, ze
jesli tylko bozony posredniczace naprawde istnieja i nie sg zbyt ciezkie, zostang,
zarejestrowane. Tak sie tez rzeczywiscie stato: w roku 1983 dwa zespoty, UA1 i UA2,
oglosity zarejestrowanie kilku przypadkéw zderzen, w wyniku ktérych powstawat
izolowany wysokoenergetyczny lepton o duzym pedzie poprzecznym (w stosunku

do kierunku wiazek) oraz tzw. brakujaca energia, tak jak powinno si¢ dzia¢ w procesach
ud — W — etve iad - W~ — e D, (neutrino umyka z detektora, unoszac owa
brakujaca energie). Masa W™ okazata si¢ rzeczywiscie duza: 80,4 GeV. P6t roku pézniej
odkryto w podobny sposéb réwniez bozon Z° o masie 91,2 GeV (AY,). Spiritus movens
calego przedsiewziecia, C. Rubbia, otrzymal w roku 1985 Nagrode Nobla (za pomyst
poradzenia sobie z nietatwym zadaniem gromadzenia dostatecznej liczby antyprotonéw;
Nagrode¢ Nobla otrzymal réwniez inzynier S. van der Meer). Twércy teorii oddziatywan
elektrostabych, Glashow, Weinberg i Salam, otrzymali Nagrode Nobla w roku 1979,
jeszcze przed odkryciem w*i Z°.

Uruchamiajac SppS, miano takze nadziej¢ na odkrycie kwarka ¢, ktérego istnienie byto
konieczne do wewnetrznej spbjnosci Modelu Standardowego. Jednak odkrycie w roku
1987 znacznego mieszania (czyli oscylacji) neutralnych mezonéw B° i B analogicznego
do mieszania K° — K0 (Agg, A3g), interpretowane w ramach Modelu Standardowego,
oznaczalo, ze kwark t jest prawdopodobnie na to zbyt ciezki, i zadanie jego znalezienia
przejal ukoniczony w roku 1983 w Fermilabie akcelerator zwany Tevatronem,;
wykorzystujac nadprzewodzace elektromagnesy, zderzal on protony z antyprotonami

z energig 900 GeV + 900 GeV = 1,8 TeV.

Odkrycie bozonéw W i Z° byto kamieniem milowym w rozwoju fizyki wysokich
energii. Potwierdzilo ono bowiem, ze u podstaw oddzialywan czastek lezy jednolita
struktura teorii z cechowaniem, a réznice w charakterze oddzialywan stabych

i elektromagnetycznych sg konsekwencjg spontanicznego naruszenia czeéci grupy
symetrii cechowania (zob. odcinek II). Trzeba tu od razu zaznaczyé, ze odkrycie to
nie oznaczalo potwierdzenia calej opisanej tu wczeéniej struktury Modelu
Standardowego: pociggajace za soba masywnoéé W i Z° naruszenie symetrii
SU(2)w x U(1)y mogto bowiem byé spowodowane kondensatem elementarnego pola
skalarnego (tak jak w teorii Weinberga), ale mogto tez by¢ (jak w teoriach Nambu)
powodowane wewnetrzng dynamika jakich$ nieznanych silnych oddziatywan. Tak wiec
po odkryciu w*iz° nastepnym oczywistym celem stalo sie zbadanie mechanizmu
naruszenia symetrii SU(2)w X U(1)y. Po drodze nalezalo jednak najpierw przebadaé
doktadniej odkryte czastki.

Aby zrealizowaé ten cel, CERN (zob. A2, ASy, ASs, Ajs) ztamat swoja tradycje
budowania akceleratoréw protonowych i postawil na zderzenia elektronéw

z pozytonami. Wielki akcelerator LEP przyspieszajacy przeciwbiezne wigzki e™ i e™,
ktérego podziemny tunel ma 27 km obwodu, zostal ukonczony w roku 1989

(w tym samym tunelu umieszczony zostal dziatajacy obecnie akcelerator LHC).

W czterech punktach tunelu swoje detektory zainstalowaly grupy: ALEPH, DELPHI,
OPAL i L3. Celem pierwszej fazy tego eksperymentu, w ktérej energia wigzek wynosita
po okolo 45 GeV, byto rejestrowanie reakcji e”e™ — Z° — cokolwiek, umozliwiajacej
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doktadne zbadanie wlasciwosci Z° (AS,). Analogiczny, choé nieco na mniejszg skale
zakrojony eksperyment ze zderzeniami przyspieszanych w akceleratorze liniowym
elektronéw i pozytonéw, zostat réwnolegle uruchomiony w SLAC (A39).

Pomiary wykonane przez zespoty ALEPH, DELPHI, OPAL i L3

1072 (i SLD w SLAC) bytly tak precyzyjne, ze przy ich interpretacji trzeba bylo
" (25) uwzglednia¢ wplyw naprezen skorupy ziemskiej na rure akceleratora (AS,)
X 2 i ,bladzace” w ziemi prady generowane przez przejezdzajace w poblizu

g . i pociagi TGV (ASG). Pomiary te umozliwity doktadne testowanie Modelu
f 1077F | ho3 Standardowego jako teorii kwantowej: w teoretycznych obliczeniach

1070F S /\ 4 mierzonych wielkosci konieczne bylo uwzglednianie tzw. poprawek

10-7 7 \\\,/ \ 7 petlowych, ktore zaleza od nieznanych jeszcze wtedy mas kwarka ¢ i bozonu

10782 L \\,, Higgsa h, co pozwalato nakladaé na te nieznane masy ograniczenia

1 10

Zalezno$é przekroju czynnego
o(ete™ — hadrony) od energii v/
pary ete™. Widoczne sg piki
odpowiadajgce rodzinie stanéw
zwigzanych ¢c (J/¢,,...), rodzinie
czastek T oraz duzy pik odpowiadajacy
powstawaniu bozonu Z° (czas zycia
Tz = 2,6 - 1072% 5). Obliczona

na podstawie teorii szerokosé tego
maksimum zalezy silnie od liczby N,
lekkich neutrin. Zgodno$¢ z danymi
wymaga przyjecia, ze N, = 3.

t-
~/\/\/\/’</
VASEINN
i

Wystepujace w supersymetrycznych
wariantach Modelu Standardowego
dodatkowe diagramy Feynmana dajace
poprawki do rozpadu Z% - bb (f oznacza
bezspinowego superpartnera kwarku t,

a C — superpartnera o spinie h/2

bozonu W). Utrzymujace si¢ przez
pewien czas spore odstepstwo
otrzymywanej z pomiaréw szerokosci tego
rozpadu od wartosci przewidywanej

na podstawie Modelu Standardowego
bylo w latach 1995-6 Zrédiem nadziei, ze
jest to pierwszy oczekiwany sygnat
istnienia czgstek supersymetrycznych.

Jako ostatnig z czastek tworzacych trzy
rodziny fundamentalnych fermionéw
odkryto neutrino v,; mialo to miejsce
w 2000 roku w przeprowadzanym

w Fermilabie eksperymencie DONUT.

102 przez poréwnywanie rachunkéw teoretycznych z danymi (Afg).
Innym waznym wynikiem uzyskanym dzieki LEP byto ustalenie,
7e istnieja tylko trzy bezmasowe (lub bardzo lekkie) neutrina (A§g, Adg).

Uruchamiajac LEP, liczono takze na odkrycie kwarka ¢ (Agg), lub bozonu Higgsa h°
(mimo, ze mechanizm naruszenia symetrii SU(2)w x U(1)y mogt by¢ inny, fizycy,
zwlaszcza doswiadczalni, szybko oswoili sie z mysla, ze jest nim kondensat pola
skalarnego). Nieskrywane byly tez nadzieje na odkrycie tzw. ,nowej fizyki”, tj. czastek
nieprzewidywanych przez Model Standardowy; w szczegblnosci silne bylo oczekiwanie
zarejestrowania sygnaléw supersymetrii (zob. A2, Ajy, A3; i odcinek VI). Czastki
przewidywane przez supersymetryczng wersje Modelu Standardowego (lub jej warianty)
moglyby, gdyby istnialy i byly dostatecznie lekkie, ujawnié sie bezposrednio (czyli
zostaé¢ wyprodukowane w zderzeniach ete™) lub przez przyczynki wnoszone przez nie
(poprzez zawierajace te czastki w petlach diagramy Feynmana) do obliczanych amplitud
mierzonych proceséw. Nic takiego jednak sie nie wydarzyto. ..

Pod koniec roku 1994 w Tevatronie odkryto wreszcie kwark ¢. Okazat si¢ on najcigzsza
ze znanych czastek: wazy bowiem 173 GeV! (Nie mégt zatem zostaé¢ wyprodukowany
w LEP-ie.) Zyje na tyle krotko, ze rozpada sie, zanim moglyby uformowaé sie
zawierajace go hadrony.

Ustalenie masy kwarka ¢t pozwolito wyeliminowaé z rachunkéw teoretycznych jeden
nieznany parametr i tym samym ustali¢, ze bozon Higgsa, jesli Model Standardowy jest
wlasciwa teoria, musi byé lekki (M}, < 180 GeV). Spotegowalo to nadzieje na odkrycie
go w drugiej (trwajacej od 1997 roku) fazie dzialania LEP-u, gdy energie obu wiazek
podwyzszono do okoto 100 GeV. Wyzsza energia zderzeh e~ e umozliwita tez po raz
pierwszy bezposérednig, produkcje par WTW ™ i czeéciowe zbadanie sprzezef
WTW~Z° WTW ™~ przewidywanych przez teorie (zob. odc. I). Zaostrzone tez zostaly
dolne ograniczenia na masy potencjalnych nowych czastek przewidywanych np. przez
teorie supersymetryczne. Tuz przed zamknieciem LEP pojawily si¢ sygnaty
bezposredniej produkeji czego$, co mogto byé bozonem Higgsa (A};). Program LEP
musial jednak zostaé zakonczony z powodu koniecznosci rozpoczecia budowy LHC. ..

Z waznych wydarzen konica XX wieku nalezy odnotowaé rozpoczecie w roku 1990

i zarzucenie (wskutek nieprzyznania dalszych funduszy przez Kongres USA) budowy
Nadprzewodzacego Super Akceleratora (SSC), ktéry mial przyspieszaé przeciwbiezne
wiazki protonéw do fantastycznych energii 20 TeV (czyli energia zderzen miata wynosié
40 TeV!). Gdyby zostal on zbudowany, akcelerator LHC nie bylby potrzebny. ..

Bardzo waznym urzadzeniem stal si¢ uruchomiony w roku 1992 w DESY w Hamburgu
akcelerator HERA, jako jedyny na swiecie zderzajacy przeciwbiezne wigzki protonéw
(870 GeV) i elektronéw (30 GeV). Przeprowadzone za jego pomoca eksperymenty typu
gleboko nieelastycznego rozpraszania pozwolity dokladnie poznaé¢ strukture protonu
(czyli wyznaczy¢ tzw. funkcje struktury protonu w sposéb fenomenologiczny
parametryzujace rozklad w jego wnetrzu kwarkéw i gluonéw oraz ich peddw)

i dostarczyly danych niezbednych do ilo$ciowego opisu zderzen protonéw w LHC.
Akcelerator HERA zakonczyl prace w 2007 roku, ale zebrane w nim unikalne dane
jeszcze dtugo beda przedmiotem analiz dostarczajacych informacji o wewnetrznej
budowie protonu.

W okresie pomiedzy zamknigciem akceleratora LEP, a uruchomieniem w roku 2009
LHC, fizyke wysokich energii zdominowaly dwa kierunki badan. Pierwszym byto
wszechstronne badanie fizyki zapachu, w szczegblnosci proceséw rzadkich

i naruszajacych zachowanie CP. Drugim byta fizyka neutrin. O tym napisze

w nastepnym odcinku.
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Rozwigzanie zadania M 1490.
‘Wiéréd liczb dziesigciocyfrowych jest

101 — 10° 9-10° s
- i >5-10
17 17

wielokrotnosci liczby 17. Podzielmy je
na grupy — w jednej grupie znajda sie
liczby ztozone z jednakowych cyfr.

Grupy odpowiadaja rozwigzaniom
réwnania ng +ny + ...+ ng = 10
w liczbach naturalnych — liczby nj mozna

zinterpretowac jako liczby wystapien

cyfry k w kazdym elemencie danej grupy.

Rozwigzan takiego réwnania jest

19 5
( )<10\
9

7 zasady szufladkowej Dirichleta
co najmniej jedna grupa zawiera
co najmniej

5-10% o
s 010

elementow.

PROBLEM

et

Rys. 1. Ilustracja ciagu Collatza dla
c1 = 27; pierwszy wyraz réwny 1 to cii2.

*Zespot Szkét Ponadgimnazjalnych
w Szprotawie, uczennica LO

Na tropie liczb gradowych
Kamila BOJAR"

W matematycznym Swiecie od zawsze znajdowato si¢ mndstwo tajemnic
czekajacych na odkrycie. Tak zawilych i zdradzieckich, ze tylko szaleficy
mogli w ogble wyobrazi¢ sobie ich istnienie. Tymi szalencami byli
nieustraszeni matematycy, ktérzy juz od stuleci (jezeli nie tysiacleci) szukaja,
rozwiazuja i wyjasniaja zagadki, ktére wiekszosé ludzi juz dawno uznawala
za beznadziejne przypadki (lub sa one tak abstrakcyjne, ze w zaden sposéb
nieosiagalne). Mimo trudu i znoju wciaz pozostato mnéstwo do odkrycia.

O istnieniu wielu przeszkoéd zapewne dopiero sie dowiemy, lecz znane sa takie,
nad ktérymi zazarte prace, by je pokonaé, wcigz trwaja. Jednym z nich jest
problem Collatza, zwany takze problemem 3n + 1 lub 3z + 1. Sformutowal go
najprawdopodobniej niemiecki matematyk Lothar Collatz. Bierze sig¢

pod uwage réwniez kilku innych potencjalnych autoréw, miedzy innymi
Bryana Thwaitesa, ktory oglosil, ze to on wpadt na ten problem okoto
dwadziedcia lat przed jego opublikowaniem (czyli réwnolegle do Collatza).
Czy méwil prawde? Moze to kolejna zagadka ukryta w naszym problemie?
On sam za$ chowa sie przed nami, zmieniajac swojg nazwe. Zagadnienie jest
znane réowniez jako: problem Ulama, problem Kakutaniego, problem

z Syracuse, problem Hasse’a oraz problem Thwaitesa. Zainteresowanie nim
znacznie wzrosto, kiedy ustanowiono nagrode dla wytrwalego poszukiwacza,
ktéry znajdzie rozwigzanie albo chociaz sie do niego zblizy (bez precyzyjnego
okre$lenia, na czym owo zblizenie ma polegaé). Ta zacheta nie wyciggneta
jednak badaczy ze $lepego zautka. Mimo staran wielu matematykow
zagadnienie wciaz pozostato nierozstrzygniete. Powstalo nawet przekonanie,
ze problem musial zosta¢ stworzony przez matematycznych wrogéw w celu
odciggniecia ich od naprawde potrzebnych i waznych spraw. Poszukiwania
porzucil nawet jeden z najstynniejszych matematykéw Paul Erdds, okreslajac
zagadnienie stowami: ,beznadziejne, absolutnie beznadziejne” oraz

,by¢ moze matematyka nie jest jeszcze gotowa na takie problemy”.

Te stowa ostudzity zapal wielu poszukiwaczy, ale nie wszystkich, bo skoro
matematyka nie jest jeszcze gotowa na takie problemy, to dlaczego by

nie pomoc jej staé sie gotowa?

Problem jest do$¢ prosto sformutowany, a mianowicie dotyczy ciagu
tworzonego wedtug rekurencyjnej zasady:

c . §Cn)
s 3cn + 1,
gdzie ¢; € N. Po wybraniu kilku przyktadowych pierwszych wyrazow
otrzymujemy ponizsze ciagi:
7,22,11,34,17,52, 26,13, 40, 20, 10, 5,16,8,4,2,1.. .,
11,34,17,52, 26,13, 40, 20, 10,5,16,8,4,2,1...,
15,46, 23,70, 35,106, 53, 160, 80, 40, 20, 10, 5,16, 8,4,2,1...

Kazdy z powyzszych ciagéw wpada w petle 4,2,1,4,2,1... Wiadomo juz, ze
wszystkie ciagi o wyrazie poczatkowym mniejszym niz 5,764 - 10'® koncza sie
ta wlasnie sekwencja. Meritum problemu polega na tym, ze nie jest znany
zaden dowdd na to, ze ta petla bedzie konczyla ciag dla kazdej liczby
poczatkowe;j.

gdy ¢, jest parzyste,
gdy ¢, jest nieparzyste,

Na rysunku 1 mozna zaobserwowaé nature ciggu, od ktorej wzieta sie nazwa
liczby gradowe. Chodzi o podobienstwo zachowania sie liczb w ciggu

do krysztatkéw lodu podrézujacych w chmurze gradowej. Kawaltki lodu
wedruja z goéry na dét i z powrotem niesione przez burzliwe wiatry, zbierajac
przy tym mase. W konicu przekracza ona poziom krytyczny, sita wiatru
przegrywa z grawitacja i krysztatki lodu spadaja na ziemie w postaci gradu.
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Rys. 2. Wartosci maksymalne ciagéw dla
pierwszych wyrazéw mniejszych od 1000.

Rys. 3. Dlugodci ciggéw dla wyrazow
poczatkowych mniejszych niz 10 000

(sama liczba poczatkowa nie zostala
wliczona do dlugosci).

Jak widzimy, podobnie dzieje si¢ z wyrazami ciggu, ktére rosna, maleja,
rosna, az ostatecznie spadaja do jedynki.

Matematycy prébowali juz na najrézniejsze sposoby odnalezé¢ rozwigzanie.
Podazali wieloma drogami, szlakami i tropami. Niestety, wigkszos¢
zawedrowala w §lepa uliczke, pozostawiajac problem bez odpowiedzi.
Ciekawa rzecza, mogaca przyblizy¢ do rozwiazania, jest poznanie
podstawowych wtasnosci ciagu, na przyktad zaleznosci jego wartosci
maksymalnej od jego wartoéci poczatkowe;j.

Maksima uktadaja sie wzdtuz linii poziomych i sko§nych. Linie poziome
biora sie stad, ze maksima lubia sie powtarza¢. Na przyktad ciag
7,22,11,34,17,52, 26,13, 40, 20,10, 5, 16, 8,4, 2, 1 ma maksimum 52.

Nie jest to maksimum tylko dla liczby poczatkowej 7, ale takze dla liczb
22,11,34,17,52. Kto wie, moze dla kazdego maksimum da sie przydzieli¢
cho¢by jedna linie skoéna (to znaczy taka, na ktérej znajduja sic maksima
nieskoficzenie wielu ciagéw) czy pozioma (maksimum wystarczajaco
wielu ciggéw)?

Kolejna wlasnoscia sa dlugosci ciagu (az do pojawienia sie w ciagu
wartosci 1). Mimo braku uporzadkowania (w kazdym razie na pierwszy
rzut oka), inaczej niz w przypadku wartodci maksymalnych, mozna odczytaé
cho¢by kilka wlasnosci. Jedna z takich ciekawostek sa rekordzisci.

Na przyktad: najmniejsza liczba poczatkowa tworzaca ciag o dhugosci
przekraczajacej sto jest 27 (dtugosé to 112), liczba poczatkowa dajaca
najwicksza dlugosé ciagu w przedziale od 1 do 100 jest 97 (dtugosé 119),
w przedziale od 1 do 100000 liczba 77031 (351), za$ w przedziale od 1

do 1000000 liczba 837799 (525). Mozna szukaé takich ciagéw, dla ktérych
dlugosé ciagu przekracza wartosé poczatkowa. W ciagu wystepuja tez
ciekawe powtérzenia, na przyktad w przedziale od 1 do 100 wystepuje az

6 trzyelementowych zbioréw kolejnych liczb poczatkowych dajacych

taka sama dlugosé. Sa to {28,29,30} (19), {36,37,38} (22),

{44, 45,46} (17), {49,50,51} (25), {65,66,67} (28) oraz

{68,69,70} (15). Jesli przesledzié ciagi o wartosci poczatkowej do 102,
zobaczymy pierwszy taki zbiér piecioelementowy {98, 99, 100, 101,102} (26).
Kolejnym zbiorem piecioelementowym jest {130,131, 132,133,134} (29).
W danej funkcji mozna takze znalezé wiele innych powtorzen:
czteroelementowe {314, 315,316,317} (38), szeScioelementowe

{386, 387, 388, 389,390,391} (121). Wérdd liczb mniejszych od 10000 000
mozna znalezé 65 kolejnych liczb poczatkowych dajacych taka sama
dlugosé ciagu. Sa to {5772712,5772713,...,5772776} (215) oraz
{9170858,9170859,...,9170922} (226).

Pozostaja pytania: po co zajmowacé sie takimi problemami? Dlaczego nasi
poszukiwacze tak chca odnalezé rozwiazanie? Juz wiele razy w historii
zdarzalo sie, ze matematycy zajmowali sie jakim$ zagadnieniem z czystej
ciekawosci, bez praktycznego celu, a dopiero po latach znajdowano dla niego
zastosowanie. Stalto sie tak, miedzy innymi, z liczbami pierwszymi. Cho¢ sa
tez takie obszary matematyki, ktére jak na razie zastosowan dla siebie

nie znalazly (i raczej sie na to nie zapowiada). Innym powodem szukania
rozwiazania jest to, ze bladzenie po ciemku zmusza matematykow

do wysitku, do treningu i rozwoju, a w konsekwencji do rozwoju calej
matematyki, poniewaz w trakcie takich poszukiwan powstaja nowe podejscia
i narzedzia, ktére moga by¢ uzyte w zupelnie innych obszarach. Wtasnie
dlatego takie poszukiwania warto prowadzi¢. To kolejne naukowe
zagadnienie, w ktérym na poczatku prac trzeba zadaé¢ sobie pytanie,

nie ,,Co my z nim zrobimy?”, ale ,,Co ono zrobi z nami?”. Dlatego jeszcze raz
szczerze zachecam do rozpoczecia wlasnych poszukiwan.
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plaski niewypukly i niewklesly,
niemajqcy wyniostosci i wglebieri;
stanowiqgcy plaszczyzne, réwny
(Stownik jezyka polskiego PWN)

Rys. 1

*doktorant, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Czy Ziemia jest ptaska?
Michal MISKIEWICZ®

Pozwole sobie podtrzymaé¢ Czytelnika w napieciu i tytulowe pytanie tymczasem
zostawie bez odpowiedzi. Zaczne za to od refleksji, czym jest plaskosé.

Kazdy rozsadny czlowiek za prototyp ptaskiej powierzchni uzna fragment
plaszczyzny, na przyktad w postaci kartki papieru lezacej na stole. A jesli taka
kartke wygia¢ w ksztalt walca, czy nadal jest ona ptaska? Tutaj zdania moga by¢
podzielone. Wiekszoé¢ z nas uzna, ze nie, i catkiem stusznie, bo takie znaczenie ma
w codziennym jezyku stowo plaski. Warto jednak zauwazyé, ze w mysl takiej
definicji $wiat powierzchni plaskich jest bardzo ubogi — ogranicza si¢ do jednej
jedynej ptaszczyzny.

W matematyce funkcjonuje alternatywna definicja, ktéra opiera sie wylacznie

na wewnetrznych wlasnosciach danej powierzchni, a nie na tym, jak owsa
powierzchnie ulozymy w przestrzeni czy wygniemy. Przez geometrie wewnetrzng
powierzchni rozumiemy ogdét takich wlasnoéci — wszystkie wyniki pomiaréw
dtugosci krzywych lezacych na tej powierzchni. Dwie powierzchnie nazwiemy
izometrycznymi, jesli istnieje miedzy nimi izometria, to jest ciagle przeksztalcenie
zachowujace wszystkie powyzsze wielkosci. Ostatecznie, powierzchni¢ uznamy

za plaskq, jesli da si¢ ja podzieli¢ na fragmenty, z ktérych kazdy jest izometryczny
z fragmentem plaszczyzny.

Przejdzmy do przyktadéw. Pierwszym przyktadem izometrii jest wlasnie
wspomniane wczesniej wygiecie kartki. Istotnie, dowolna krzywa narysowana
na kartce po wygieciu ma te sama dtugoséé, co i przedtem. Widzimy wiec, ze
w mys$l naszej definicji zgieta kartka jest izometryczna z wyprostowana,

w szczegbdlnodci nadal jest plaska.

Podobnie jest z powierzchnia boczna walca. Nie jest ona co prawda
izometryczna z fragmentem plaszcezyzny (dlaczego?), sklada sie jednak

z dwoch fragmentéw, z ktérych kazdy daje sie wyprostowaé (rysunek 1).
W zwiazku z tym powierzchnia boczna walca jest plaska, podobnie sprawa
ma sie tez z powierzchnig boczng stozka.

Sprébujmy teraz odpowiedzie¢ na pytanie zadane w tytule. Dla uproszczenia
przyjmijmy, ze powierzchnia Ziemi ma ksztalt sfery i zapytajmy: czy sfera jest
plaska? Zauwazmy, ze problem jest istotnie trudniejszy niz dotychczasowe
rozwazania — by wykazac, ze powierzchnia jest plaska, wystarczy wskazaé
odpowiednie przeksztalcenie lub przeksztalcenia. Jesli natomiast chcemy
zaprzeczy¢ plaskosci, musimy sie upewnié, ze zadne takie przeksztalcenie

nie istnieje. W tym celu zazwyczaj wprowadza sie niezmienniki. W naszym
przypadku bedzie to. .. wzor na dlugosé okregu.

Aby wyznaczy¢ taki wzér, mozemy postugiwaé sie wylacznie pojeciami geometrii
wewnetrznej. Na poczatek zauwazmy, ze mozemy okresli¢ odleglto$é migdzy dwoma
punktami A, B powierzchni S jako kres dolny (w rozwazanych tu przypadkach
zawsze bedzie to minimum) dlugosci krzywych o poczatku w A i koticu w B
zawartych w S.

Dla plaszczyzny takie minimum jest osiagane dla odcinka AB, wiec zdefiniowana
wlagnie odlegtosé pokrywa sie ze standardowa. Natomiast na sferze krzywa

o minimalnej dtugosci jest tuk AB okregu wielkiego (czyli okregu otrzymanego
jako przekrdj sfery plaszczyzna przechodzaca przez jej $rodek). Przykladowo

na sferze o promieniu R odleglo$éé miedzy dwoma punktami antypodycznymi jest
dlugoscia polowy rownika, a wiec wynosi 7R, podczas gdy standardowa odleglosé
w przestrzeni to 2R.

Nie bedzie zaskoczeniem, jesli okrag o §rodku P i promieniu r (oznaczany

jako S(P,r)) zdefiniujemy jako zbiér wszystkich punktéw powierzchni odleglych
od punktu P o r. Przez |S(P,r)| oznaczymy dlugosé tej krzywej. Oczywiscie,
na plaszczyznie dlugosé ta wyraza sie wzorem 27r. A jak jest na sferze

o promieniu R? Zauwazmy, ze dowolny okrag o promieniu wiekszym od wR
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Rys. 3

okazuje sie zbiorem pustym, nie ma wiec co méwi¢ o jego dtugosci. Natomiast
okrag o promieniu § R jest okregiem wielkim, totez ma diugos¢ 2m R. Widzimy
w szczegdlnoéci, ze zdefiniowane wlaénie okregi na sferze sa w przestrzeni
jednoczesnie okregami w zwyczajnym sensie — dla unikniecia nieporozumien

w drugim przypadku bedziemy moéwié o okregu euklidesowym, z euklidesowym
srodkiem i promieniem.

Dla ustalenia uwagi za punkt P przyjmijmy biegun péinocny sfery i ustalmy
promien sfery réwny 1. Wéwcezas okrag S(P,8) jest réwnoleznikiem
odpowiadajacym szerokosci geograficznej 5 — 6 (katy mierzymy tu w radianach).
Jak pokazuje rysunek 2, ma on euklidesowy promien réwny sinf. W ten sposob
otrzymujemy wzér na dhugoéé okregu

|S(P,0)| = 2msind.

Wiemy, ze na plaszczyznie byloby to 27f. Poréwnanie dlugosci tuku i cieciwy

na rysunku 3 pokazuje, ze sinf < 6, a wiec okregi na sferze sa krotsze od ich
odpowiednikéw na ptaszczyznie. Gdyby pewne otoczenie punktu P na sferze byto
izometryczne z fragmentem plaszczyzny, to te dwa wzory musiatyby sie pokrywad,
przynajmniej dla odpowiednio malych wartosci 6.

W ten sposéb mozemy z ulga skonstatowaé, ze Ziemia nie jest ptaska.

Kombinatoryka ekstremalna i przesuwanie zbioréow

*student, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Wybér podzbioru [n] zawierajacego a

jest réwnowazny wyborowi pozostalych
elementéw, czyli dowolnego podzbioru

zbioru [n] \ {a}.

Nie odpowiedzieliSmy jednak na pytanie
o to, jak wygladaja wszystkie
przecinajace si¢ rodziny podzbioréw [n],
ktére osiagaja 2" ! elementéw.

Te przedstawione nie sa jedyne.

Wybieramy (r — 1) elementéw zbioru
AN\ {a} spoéréd (n — 1) elementéw
zbioru [n] \ {a}.

Widaé, ze definicja s;;(A) zalezy

nie tylko od A, ale tez od rodziny F,
ktéra rozwazamy, wigc lepiej bytoby
pisaé sfj(A) zamiast s;;(A), ale

na szczeScie i tak nie napotkamy

na klopoty w oznaczeniach.

Damian ORLEF*

Najogolniej mowiac, kombinatoryka ekstremalna zajmuje si¢ pytaniami o to, jaki
jest rozmiar najwigkszego (lub najmniejszego) mozliwego zbioru obiektéw danego
typu, spelniajacego pewien zadany warunek i jak takie ekstremalne przypadki
wygladaja. Wiele z nich dotyczy rodzin zbioréw, jak np.

Pytanie 1. Jaka jest najwieksza rodzina podzbioréw zbioru {1,2,...,n}, ktérej
kazde dwa elementy maja niepuste przeciecie?

Rodzine spelniajaca ten warunek nazywaé bedziemy przecinajgcg sie. Oznaczmy dla
wygody [n] :={1,2,...,n}. Nietrudno wskazaé¢ przyklad sporej rodziny przecinajacej
si¢: dla dowolnego a € [n] spelnia ten warunek rodzina wszystkich podzbioréw [n],
ktére zawieraja a, skladajaca sie z 2"~! zbioréw. Wiecej juz nie uzyskamy, o czym
przekonamy sie, ustawiajac wszystkie podzbiory zbioru [n] w 2"~! par postaci

{4, [n] \ A}. Dowolna rodzina przecinajaca sie zawiera co najwyzej jeden zbi6r

z kazdej pary, wiec jej licznoéé nie przekracza 27!, co chcieliémy wykazaé.

Po tej udanej rozgrzewce rozwazmy podobny problem dla rodzin r-jednorodnych,
tzn. skladajacych sie tylko ze zbioréw ustalonej mocy r € [n].

Pytanie 2. Jaka jest najwieksza r-jednorodna, przecinajaca sie rodzina podzbioréw
zbioru [n]?

Taka rodzine bedziemy nazywaé w skrécie (r,n)-rodzing. Dla r > n/2 widaé, ze
nawet rodzina wszystkich r-elementowych podzbioréw zbioru [n] jest (r,n)-rodzina,
wiec w dalszym ciagu zakladamy, ze 1 < r < n/2.

Modyfikujac wezedniejszy przyklad, mozemy wskazaé (r, n)-rodzine wszystkich
r-elementowych podzbioréw [n] zawierajacych pewna ustalona liczbe a € [n]; rodzina
ta liczy¢ bedzie (:L:i) elementow. Podobnie jak wczedéniej, wiecej sie nie da, ale
dowdd maksymalnosci jest teraz bardziej wymagajacy. My skorzystamy z ciekawej
i bardzo uzytecznej techniki przesuwania (ang. shifting) rodziny zbioréw, ktéra
ograniczy nasz problem do dos¢ wygodnych rodzin.

O co chodzi w przesuwaniu? Zakladamy, ze dana jest pewna rodzina F
podzbioréw [n]. Dla dowolnej pary liczb 1 < ¢ < j < n okreslamy operacje s;;
na zbiorach A € F jako ,podmiane” liczby j na i, o ile jest to mozliwe i o ile
prowadzi do powstania zbioru spoza F. Bardziej precyzyjnie

() = {(A\{j}) Ui}, jesti j € A,i ¢ Aoraz (A\{7}) Ui} ¢ F,

A, w przeciwnym przypadku.
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Rozwigzanie zadania F 901.
Opierajac si¢ na analizie wymiarowej,
mozemy napisaé, ze dla sprezyn

o jednakowym ksztalcie

E[N/m] = Ca[m] - E[N/m?], gdzie

C' — stala bezwymiarowa, a — ktérys

z geometrycznych rozmiaréw sprezyny,
E — modul Younga. Wyobrazmy sobie
trzecig sprezyne o $rednicy 9 mm

i dlugosci 3 cm wykonang z drutu

o $rednicy 0,6 mm. Mialaby ona
wspdélezynnik sprezystosci trzy razy
wiekszy od sprezyny pierwszej, to znaczy
3-14N/m = 42N/m. Réwnoczesnie
wspoélczynniki sprezystosci trzeciej

i drugiej sprezyny pozostaja

w stosunku 3/7. Stad otrzymujemy, ze
wspoélezynnik sprezystosci drugiej
sprezyny wynosi 18 N/m.

(Rozwazajac zalezno§é wspéiczynnika
sprezystosci od dlugodci sprezyny,
zauwazmy, ze, na przyklad, szeregowe

potaczenie n jednakowych sprezyn, kazda

o wspoélczynniku sprezystosci k, daje
sprezyne o wspotczynniku
sprezystosci k/n.)

Jesli 7 < n/2, to zdefiniowane wczedniej
rodziny sa jedynymi (r, n)-rodzinami
n—1

o (T71 elementach. Jesli r = n/2

ir>1, to mozliwodci jest juz wiecej.

Stosujac ja, zastepujemy pewne wystapienia liczby j w zbiorach rodziny F
wystapieniami mniejszej liczby ¢, nie zmieniajac mocy modyfikowanych zbioréw.
Sprawdzajac kilka prostych przypadkéw, mozna tez zauwazy¢, ze operacja s;; jest
réznowarto$ciowa na F, a zatem wynik jej zastosowania do wszystkich zbioréw
rodziny, tzn. rodzina s;;(F) = {s;;(A) : A € F}, liczy sobie tyle samo elementéw
co F. Nazwijmy wagq zbioru A C [n] sume jego elementéw, za$ wagg rodziny F

— sume wag zbioréw nalezacych do F. Zauwazmy, ze waga s;;(F) jest nie wigksza
od wagi F, a réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy s;;(A) = A dla kazdego
A € F. Najciekawsze jednak jest to, ze jesli F jest rodzina przecinajaca sie, to jest
nia réwniez s;;(F). Poniewaz jednak niniejszy artykul i tak jest bogato udekorowany
matematycznymi formulami, techniczny (acz nietrudny) dowdd tego faktu
pozostawiam Czytelnikowi Dociekliwemu jako ¢wiczenie.

Potrzebne nam bedzie jeszcze jedno pojecie — rodzing F nazwiemy przesunietq, jezeli
dla kazdych 1 <4 < j < n zachodzi s;;(F) = F, co oznacza tak naprawde, ze

5i;(A) = A dla kazdego A € F, bo rodziny F i s;;(F) maja taka sama wage.
Réwnowaznie, rodzina F jest przesunigta, jesli dla kazdych liczb 1 < i < j < n oraz
kazdego zbioru A € F, z warunkéw j € A, i ¢ A wynika, ze (A\ {j}) U {i} € F.

W zbiorach z przesunigtej rodziny F mozna podmieniaé¢ wigksze liczby na mniejsze,
otrzymujac dalej zbiory z F.

Rozwazmy teraz dowolna rodzing F i jesli istnieja 1 < ¢ < j < n takie, ze

5i;(F) # F, to zastapmy F przez s;;(F) i powtarzajmy te procedure, dopdki jest to
mozliwe. Kiedys musi sie ona zakonczy¢ z uwagi na zmniejszajaca sie wage
rozwazanej rodziny, a zatem z kazdej rodziny F mozemy, stosujac skonczenie wiele
operacji postaci s;;, otrzyma¢ rodzine przesunieta F'.

Mozemy teraz uzasadni¢ odpowiedZ na pytanie 2. Wykazemy przez indukcje
wzgledem n, ze jesli 1 <r < n/2 oraz F jest (r,n)-rodzina, to |F| < (::i)
Baze indukcji stanowi przypadek n = 2, w ktorym sprawa jest oczywista. PrzejdZzmy
do dowodu kroku indukecyjnego: niech 1 < r < n/2 oraz F bedzie (r,n)-rodzina. Jesli
r = 1, to latwo zobaczy¢, ze |F| < 1= (’;:i) Jedli zag r = n/2, to mozemy
powtérzy¢ rozumowanie uzyte przy okazji pytania 1 i podzieli¢ r-elementowe
podzbiory [n] na pary postaci {4, [n] \ A}. Do kazdej z nich nalezy co najwyzej
jeden element rodziny F, wiec |F| < %(2) = (:j)
Pozostaje przypadek 1 < r < n/2. Rodzine F mozemy operacjami s;; przeksztalcié
do rodziny F’, ktéra jest przesunigta, a takze, z uwagi na wlasno$ci zachowywane
przez S;j, jest (r,n)-rodzing i liczy tyle samo elementéw, co F. Sprowadzili$my
zatem problem do rodzin przesunigtych. Probujac zredukowaé problem
do podzbioréw [n — 1], rozwazmy rodziny F} := {A € F' :n ¢ A} oraz
1:={A\{n}: Ae F' nec A}

F jest z zalozenia (r,n — 1)-rodzing oraz 1 < r < (n — 1)/2, wiec na mocy zalozenia
indukeyjnego, |Fj| < (7%).

Z kolei Fi jest (r — 1)-jednorodng rodzina podzbioréw [n — 1], a takze

1< (r—1) < (n—1)/2. Sprawdzmy, ze jest tez rodzing przecinajaca sie, aby moc
skorzystaé z zalozenia indukcyjnego. Przypu$émy nie wprost, ze pewne A, B € F] sa
roztaczne. Poniewaz |[AU B| = |A| + |B| = 2r — 2 < n — 2, wiec istnieje

k€ [n—1]\ (AU B). Do przesunietej rodziny F’ naleza zbiory A; := AU {n},

B; := BU {n}, wigc nalezy réwniez do niej (A; \ {n}) U{k} = AU {k}. Widaé
teraz, ze AU {k} i BU{n} sa rozlacznymi elementami przecinajacej sie rodziny F’,
czyli mamy sprzeczno$é. Z zalozenia indukcyjnego dostajemy wiece |Fj| < (2:3)

Podsumowniac, 17| = 7| = 171 + 1711 < (2=) + (272) = (2=1). co koriesy dowtd

kroku indukcyjnego i rozwiazanie problemu.

Dos¢ naturalny pomyst na krok indukcyjny mogt zadziata¢ dopiero po przejsciu

do rodziny przesunietej. Otrzymany rezultat znany jest jako twierdzenie
Erdésa-Ko—-Rado, a przyjrzeliémy sie wlasnie jego pierwszemu dowodowi. Na tym sie
jednak kariera techniki przesuwania w kombinatoryce nie skonczyta. Udalo sie dzieki
niej rozwiazaé¢ wiele probleméw i wciaz jest ona z powodzeniem stosowana.
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Rozwigzanie zadania M 1491.

B C

b
>

,Potnijmy” szesciokat wzdluz odcinkéw
taczacych jego wierzchotki ze $rodkiem
okregu opisanego i z otrzymanych szesciu
tréjkatéw ,utézmy” nowy szesciokat
UVWXYZ, jak na rysunku.

V w

Z Y

Okregi opisane na obu szesciokatach
maja jednakowe promienie.

Niech S oznacza $rodek okregu
opisanego na szesciokacie UVWXYZ.

Z przystawania czworokatéow UV WS,
XWVSs, WXYS, ZYXS, YZUS i VUZS
wiemy, ze katy wewnetrzne szesciokata
sa przystajace, maja wiec po 120°.

Z twierdzenia cosinuséw dla tréjkata
UVW otrzymujemy UW = /7. Tréjkat
SUW jest tréjkatem réwnoramiennym
o kacie 120° w wierzchotku S. Stad
mozemy obliczyé szukany promien,

rowny -
Y 3

Bestiariusz informatyczny (2)

W drugim odcinku bestiariusza przedstawimy popularne akronimy zwiazane

z sieciami komputerowymi. Sieci moga by¢ lokalne lub rozlegle: LAN, WAN (Local
lub Wide Area Network), a najwieksza i najbardziej znana jest, oczywiscie, Internet.
Jego poczatki siegajg lat 60. XX wieku, kiedy to z inicjatywy Departamentu Obrony
USA powstala pierwsza rozproszona sie¢ ARPANET (Advanced Research Projects
Agency NETwork).

Sie¢ to wiele komputeréw polaczonych infrastruktura telekomunikacyjna

i przesylajacych miedzy soba informacje zgodnie ze $cisle okreslonymi protokotami
komunikacyjnymi. Najwazniejsze z nich to protokét adresowania IP (Internet
Protocol) oraz protoké! ustanawiania niezawodnych potaczen TCP (Transmission
Control Protocol). Ponadto czes¢ komputeréw udostepnia za pomocs sieci ustugi
internetowe, tj. poczta elektroniczna czy wymiana plikéw P2P (Peer-to-Peer).

Niektoérzy autorzy akroniméw postanowili uzyé tylko jednej litery alfabetu.
Przykladem jest PPP (Point-to-Point Protocol) — protokol sieciowy uzywany przy
bezposrednim potaczeniu dwéch komputeréw w sieci. Jednak najstawniejszy taki
akronim to oczywiscie WWW (World Wide Web), czyli nazwa ustugi, z ktorej
korzystajg przegladarki internetowe. I cho¢ moze nie zdajemy sobie z tego sprawy,
gdyz w jezyku polskim wymawiamy go wdzigcznie jako wu-wu-wu, to w jezyku
angielskim nie jest juz tak prosto i trzeba sie meczy¢ z dablju-dablju-dablju.
Douglas Adams zauwazytl, ze jest to jedyna znana mu rzecz, dla ktérej wymdwienie
jej skréconej nazwy trwa trzy razy dtuzej niz petne;j.

Przegladarki internetowe korzystaja z protokotu HT'TP (HyperText Transfer
Protocol), stuzacego do przesylania dokumentéw hipertekstowych, z ktérych
sktadajg sie ,strony internetowe”. Dokumenty te pisane sg w specjalnym jezyku
znacznikow HTML (HyperTezt Markup Language), ktéry w potaczeniu z CSS
(Cascading Style Sheets) umozliwia zaréwno semantyczny, jak i prezentacyjny opis
przesyltanych informacji. Kazdy dokument ma identyfikujacy go adres URL
(Uniform Resource Locator), a dzieki ustudze DNS (Domain Name System)
mozliwa jest zamiana wystepujacej w nim nazwy domeny na odpowiadajacy jej
adres IP serwera, na ktérym dokumenty sa zlokalizowane.

Poufnoéé transmisji danych zapewnia nam protokdt SSL (Secure Socket Layer),
ktéry uzyty w przegladarce daje HTTPS (HTTP over SSL). Korzysta on

z algorytmu klucza publicznego, np. RSA (Rivest—Shamir-Adleman), aby wymienié
klucz symetryczny, ktérym nastepnie szyfruje cala komunikacje pomiedzy
przegladarka a serwerem. Szyfrowanie stosowane jest roéwniez w sieciach
bezprzewodowych WPA (Wi-Fi Protected Access) oraz w wirtualnych sieciach
prywatnych VPN (Virtual Private Network).

Ale to tylko czubek gory lodowej — protokoléw sieciowych jest cate mnéstwo. Jak
choéby DHCP (Dynamic Host Configuration Protocol) pozwalajacy na dynamiczne
przydzielanie komputerom adreséw IP, ICMP (Internet Control Message Protocol)
umozliwiajacy diagnostyke sieci, BGP (Border Gateway Protocol) stuzacy

do wymiany informacji na temat tras, ktérymi wedruja dane, FTP (File Transfer
Protocol) stuzacy do przesytania plikow, SMITP (Simple Mail Transfer Protocol)
stuzacy do przekazywania poczty elektronicznej, czy tez SSH (Secure SHell)
pozwalajacy na bezpieczne laczenie sie ze zdalnym komputerem. Ich techniczne
szczegbly opisane sa w zbiorze dokumentéw o nazwie RFC (Request For
Comments).

Oczywiscie, aby korzysta¢ z dobrodziejstw sieci, musimy sie do niej podiaczyé

za posrednictwem dostawcy ustug internetowych ISP (Internet Service Provider).
Takie podlaczenie moze by¢ zrealizowane za pomoca cyfrowej sieci telefonicznej
ISDN (Integrated Services Digital Network) lub ADSL (Asymmetric Digital
Subscriber Line). Predko$é polaczenia mierzymy w bitach (nie bajtach!) na sekunde
BPS (Bits Per Second).

Wraz ze wzrostem liczby komputeréow zaczeta sie kurczy¢ liczba dostepnych
32-bitowych adreséw zdefiniowanych w czwartej wersji protokotu IP. Jedng z metod
przeciwdzialania temu niedoborowi jest NAT (Network Address Translation),
pozwalajaca na podlaczenie calej sieci lokalnej do jednego adresu IP. I choé szosta
wersja protokotu IP definiuje adresy 128-bitowe, to na jej powszechne przyjecie
musimy jeszcze poczekac.

Tomasz IDZIASZEK
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Analiza na kostce dyskretnej
Krzysztof OLESZKIEWICZ®, fukasz RAJKOWSKI®

Kostka dyskretna wymiaru n nazywamy {—1,1}", czyli zbiér wierzchotkéw
kostki [—1,1]™, stanowiacej n-wymiarowy odpowiednik sze$cianu. Rozwazmy
na niej dzialanie mnozenia po wspolrzednych,

(x17x27~-~7$n) : (ylay27" 7yn) = ($1y1’$2y27--~733nyn)-

Nietrudno sprawdzi¢, ze dla dowolnych wierzchotkéw kostki w, v, w:

e u - v réwniez jest wierzcholkiem kostki oraz (u-v) - w=1u- (v-w),

eu-(1,1,...,1)=(1,1,...,1) -u =wu, czyli (1,1,...,1) jest ,wierzcholkiem
neutralnym” przedstawionego dziatania,

eu-u=(1,1,...,1), zatem dla kazdego wierzcholka istnieje ,wierzcholtek
odwrotny”, czyli... on sam,

e u-v=uv-u, wzwiazku z czym badane dzialanie jest przemienne.

Przedstawione wlasnosci czynia z kostki dyskretnej z mnozeniem

po wspdlrzednych grupe przemienng. Na skoficzonych (a takze, ogdlniej, lokalnie
zwartych) grupach przemiennych mozna uprawiaé analize harmoniczna — jak
zaraz zobaczymy, na kostce dyskretnej wystarczy do tego bardzo elementarny
jezyk.

Przyporzadkujmy kazdemu z wierzchotkéw liczbe rzeczywista. Mozemy
oczywiscie zrobi¢ to na wiele réznych sposobdéw i kazde takie przyporzadkowanie
jest niczym innym, jak funkcjqg okreslong na kostce dyskretnej. Majac

do dyspozycji dwie takie funkcje, f i g, wprowadzmy ich iloczyn skalarny, czyli
sume iloczynéw wartosci tych funkcji, rozciagajaca sie po wszystkich

2™ wierzcholkach:
(foy=>_ fl@)g).
ze{—1,1}»

Kazdy wierzchotek ma n wspoélrzednych, wiec dla kazdego A C [n] mozemy

rozpatrzy¢ funkcje, ktéra wierzchotkowi przyporzadkowuje iloczyn
wspolrzednych o wskaznikach ze zbioru A, tzn. funkcje

wa(x) = H X
icA
Przyjmujemy ponadto wy = 1. Oczywiscie, funkcji tych jest dokladnie tyle co
podzbioréw [n], czyli 2. Dla A # () mamy

(1) > walx)=0.
ze{-1,1}"
Aby si¢ o tym przekonaé, wybierzmy dowolna liczbe k € A i zauwazmy, ze
wa (1, 1, — 1, Tt 1y ey ) = —wA(T1, -, o1, L, Tpa1, - - Tn),

zatem skladniki sumy (1) mozna pogrupowaé w ,anulujace si¢” pary. Dla
dowolnych A, B C [n] i dowolnego wierzchotka x mamy tez

(2) wa@wp(@) = [[= [[zi= [] @ [] «F 1] ==

i€cA i€EB i€EA\B i€ANB  ieB\A
= H Ti H Ti = H z; =wa:p(w),
i€A\B i€B\A i€A+B

gdzie A+ B = (A\ B)U (B \ A). Réwnosci (1) oraz (2) pozwalaja tatwo sprawdzié,
ze jesli A # B, to (wa,wp) =0, a (wa,ws) = 2". Funkcje wy dla A € [n] tworza
zatem uklad ortogonalny. Nietrudno udowodnié, ze jest to uktad zupelny, tzn. kazdg
funkcje f: {—1,1}" — R mozna w dokladnie jeden sposéb przedstawi¢ w postaci
sumy ZAg[n] aswa, gdzie [n] = {1,2,...,n}, zas (aa) ac[n) sa wspétczynnikami
rzeczywistymi. Sumy takie, zwane rozwinieciami Fouriera—Walsha, pelnia

na kostce dyskretnej role zblizona do tej, ktéra w klasycznej analizie
harmonicznej odgrywaja rozwiniecia funkcji okresowych w trygonometryczne
szeregi Fouriera, tj. szeregi postaci ag + Yo, an cos(nt) + Y oo, by sin(nt).
Nieco wigcej na ten temat mozna przeczytaé w [1].
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Wiéréd funkeji okreslonych na kostce dyskretnej szczegdlne zainteresowanie
budza w ostatnich latach funkcje przyjmujace tylko wartosci —1 i 1. Kazda
funkcje f: {—1,1}" — {—1, 1} mozna bowiem naturalnie utozsamié¢

z podzbiorem f~1(1) zbioru wszystkich podzbioréw zbioru [n]. To jednoznaczne

[1] K. Oleszkiewicz, O pewnym przyporzadkowanie przydaje sie w badaniu zagadnien kombinatorycznych,

zastosowaniu analizy harmonicznej  natomiast z punktu widzenia informatyki teoretycznej ciekawsze jest rozumienie
w rachunku prawdopodobienstwa, . , ez s . . .
Matematyka.Spoleczenstwo-Naucyanie f _]al.<0 procedury, .ktora zn b.1tow danych wejsmovv}./ch (input) twor.zy .]efien bit
27 (2001), 44-45 (dostepne on-line).  wyniku, co odpowiada rozmaitym procesom decyzyjnym czy klasyfikacyjnym.
[2] J. Jendrej, K. Oleszkiewicz ‘s VA . . :
17 0. Wojtaszezyk, On some 0] przy'datnosm tﬂego typu rozwazan pisal w Delcze. 4/. 2015 Andr'zej Dq.br.owskl.
extensions of the FKN theorem, Badaniem funkcji f: {—1,1}" — {—1, 1}, ktére bliskie sa funkcjom afinicznym,

ma niebawem ukazaé sie . . . ’ . . . .
w ogélnodostepnym internetowym zajmujemy sie¢ rowniez na Wydziale Matematyki, Informatyki

czasopismie Theory of Computing. i Mechaniki UW ([2])

Prawdopodobienstwo i podzielnosé

Wybieramy jedna liczbe ze zbioru {1, 2, 3,..., n} tak, Wydaje sig, ze jest to mozliwe dla bardzo wielu n.
ze prawdopodobienstwo wyboru liczby m z tego zbioru Mozna jednak to zrobié tylko dla n € {2, 3, 4, 6}.

m=n
jest rtéwne p, > 01 37 pp = 1. Dlan:Qmamyplz%,pgzé.
m=1
, . Dlan =3 mamy p; = &, pp = %, p3 = L.
Okreslamy dla k € {1, 2, 3,..., n} zdarzenia losowe Ay, 6 2’ 3
polegajace na tym, ze wylosowana liczba jest podzielna Dla n = 4 mamy p; = %, Do = i’ p3 = %7 pa = %
przez k. 2 1 1
Dlan:6mamyp1:?7p 12ap3 6 p4:Za
Rozwazmy nastepujacy problem: D5 = 5, D6 = é.
Dla jakich n > 2 mozna okreslic liczby p,, tak, aby dla Zachecam Czytelnika do kontynuaCJl proby okreslenia
wszystkich k bylo P(Ay) = %7 liczb p,, dla n = 5: p5 = 5, Py = 4, e

Edward STACHOWSKI

m Zadania Redaguje Urszula PASTWA
M 1489. Znalez¢ liczbe wielokrotnosci 1001, ktére mozna zapisaé¢ w postaci

10™ — 10™, gdzie n oraz m sa liczbami catkowitymi spelniajacymi
1 <m < n <2016.
Rozwiazanie na str. 6

M 1490. Udowodnié, ze istnieje 5000 liczb 10-cyfrowych podzielnych przez 17,
takich ze kazda z nich mozna otrzymaé z dowolnej z pozostalych poprzez zmiane
kolejnoéci cyfr.

Rozwiazanie na str. 12

M 1491. Szesciokat ABCDEF jest wpisany w okrag. Oblicz promien tego
okregu, wiedzac, ze AB = BC =CD =1oraz DE = FF = FA=2.
Rozwiazanie na str. 17

Przygotowat Michat NAWROCKI

F 901. Dane sa dwie sprezyny, wykonane z takiego samego materiatu, kazda
skladajaca sie z jednakowych, nastepujacych po sobie zwojéw. Srednice sprezyn
wynosza odpowiednio 3 i 9 mm, ich dtugosci 11 7 c¢m, a $rednica drutu,

z ktorego sa wykonane, to 0,2 1 0,6 mm. Wspdlczynnik sprezystosci pierwszej
sprezyny wynosi k = 14 N/m. Ile wynosi wspélezynnik sprezystosci drugiej
sprezyny?

Rozwiazanie na str. 16

F 902. Pileczka pingpongowa opuszczona bez predkosci poczatkowej

z wysokoéci H na nieruchoma rakietke odbija sie na wysokosé 0,64H. Chlopiec
podbija periodycznie taka piteczke pionowo do géry tak, ze po kazdym uderzeniu
wznosi sie ona na wysoko$¢ h = 0,9 m powyzej rakietki. Z jaka predkoscia
rakietka porusza sie ku gérze w momencie uderzenia? Przyjmujemy, ze masa
rakietki jest duzo wieksza od masy piteczki.

Rozwiazanie na str. 7
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Informatyczny kacik olimpijski (92): Wielomian

W tym miesiacu omoéwie zadanie Wielomian, ktore
pojawilo sie na finale Potyczek Algorytmicznych
w 2005 roku.

Dany jest wielomian W stopnia (co najwyzej) n
zdefiniowany poprzez jego wartoéci w punktach
0,1,2,...,n. Naszym zadaniem jest wyznaczenie wartosci
tego wielomianu w punkcie n + 1.

Oznaczmy wspoélczynniki wielomianu W przez ciag liczb
ag,ai,...,an,, gdzie a; oznacza wspétczynnik przy z’.
Najprostszym sposobem rozwiazania tego zadania jest
wyznaczenie wspétezynnikéw wielomianu W, rozwiazujac
nastepujacy uktad rownan liniowych:

a0:W(O)
a0+a1+a2+...+an:W(1)
+2ma, = W(2)

ag + 2a; + 4as + - - -

ag +nay +n2as + ... +n"a, = W(n)
Mozna to zrealizowaé za pomoca metody eliminacji Gaussa.
Niestety, ten algorytm jest zbyt powolny, poniewaz
wykonuje on O(n?) operacji na liczbach, ktére moga rosnaé
wyktadniczo. Metode te mozna jednak znacznie
przyspieszy¢, wykorzystujac fakt, ze znamy wartosci
wielomianu W w punktach bedacych kolejnymi liczbami
naturalnymi.

Lemat 1. Istnieje wielomian W' stopnia co najwyzej n — 1,
taki ze W'(k) = W(k+1) — W(k) dla k € {0,1,...,n}.

Dowdd. Skoro funkcje W (z) oraz W (z + 1) sa
wielomianami, to réwniez funkcja W(z + 1) — W(z) jest
wielomianem. Wspélezynnik wielomianu W (x), przy =",
wynosi a,. Natomiast dla wielomianu W (z + 1) mamy:

i@+ 1)" = an (() . (nj 1) .
bt (q)ﬁ (0))

Skoro (Z) =1, to wspdlezynnik przy 2™ wielomianu
W(z + 1) takze jest réwny a,,. Z tego wynika, ze
wspotezynnik przy ™ wielomianu W(x 4+ 1) — W(x) jest
réwny a, — a, = 0.

Korzystajac z lematu 1, mozemy zredukowaé stopien
wielomianu W, uzyskujac problem réwnowazny. Aby to
zrobié¢, zdefiniujmy ciag wielomianéw Py, ..., P,, taki ze
P,=Woraz P,_1(j)=Pi(j+1)—Pi(j)dlad0<i<n
oraz 0 < j < i. Powstaly w ten sposéb wielomian Py ma
stopien 0, zatem Py(1) = Py(0). Znajac wartosé
wielomianu Py w kolejnym punkcie, mozemy obliczy¢
wartoséci P;(i + 1) dla 0 < i < n bezposrednio z definicji
ciagu wielomianéw P. Obliczajac nowe wartoéci kolejnych
wielomianéw, za kazdym razem do poprzednio otrzymane;j
wartosci dodajemy P;(i), zatem:

ZP

Sprébujmy teraz zapisa¢ W(n + 1) w zaleznosci od wartosci
W(0),...,W(n). Skoro jedynymi operacjami, jakie

W(n+1)
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wykonujemy, sa dodawanie i odejmowanie, to wszystkie
otrzymane liczby beda liniowo zalezne od wartosci
wielomianu W. Mozemy, korzystajac z definicji ciagu
wielomianow P, zapisac:

P ') = W(j +1) - W(j)

oraz w 0goln0s01:

n—i+j .
Z( 1) k(k ;,)W(k:).

Zachecam Czytelmka, aby sprawdzil poprawnos¢ tego
wzoru i sprobowat go udowodni¢ za pomocs indukcji
matematycznej. Po wstawieniu tej réwnosci do wzoru
otrzymanego w poprzednim akapicie dostajemy:

W(n+1) ZZ ( DW(k):
=0 k=1
:i i (1)""“<nik)W(k).
k=0i=n—k

Lemat 2. Prawdziwa jest toZsamosé
i iy _ (n+1
— \J j+1)
i=j
Dowaéd. Udowodnimy ja za pomoca indukcji wzgledem n.
Dla n = j mamy
— \J j+1)
i=j
W kroku indukeyjnym korzystamy z tozsamosci:
n+1 . n .
) 1 n+1
] = )+ . =
> ()=20)+(7")
=7 =3
1 1 2
(M) (M) = (") o
Jj+1 J Jj+1
Na podstawie lematu 2 otrzymujemy dla j =n — k:

n+1

W(n+1) Z( 1" (n_k+1>W(k) =
_ Z(—l)””“ (" . 1)W(k).
o

Dzieki tozsamosci
kE+1)

() - 5

mozemy obliczy¢ powyzsza sume, wykonujac liniows, ilosé
operacji na liczbach catkowitych.

Wartosci sktadnikéw tej sumy moga by¢ bardzo duze, wigc
dodatkows trudnos¢ w tym zadaniu sa operacje na duzych
liczbach. Na szczescie potrzebujemy jedynie wykonywacé
sumowanie duzych liczb oraz mnozenie i dzielenie duzych
liczb przez male. Obie te operacje mozna tatwo zrealizowaé
w czasie liniowym wzgledem dlugosci liczby. Zatem
ostatecznie otrzymujemy ztozonosé czasows O(n?).

Pawel BURZYNSKI



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Pierwsza bezposrednia detekcja fal grawitacyjnych

Czternastego wrzesnia 2015 roku dwa detektory LIGO
(Laser Interferometer Gravitational-wave Observatory)
w Stanach Zjednoczonych (L1 w Livingston w stanie
Luizjana i H1 w Hanford w stanie Waszyngton)
zarejestrowaly po raz pierwszy w historii fale
grawitacyjne, czyli zaburzenia czasoprzestrzeni
przewidziane przez Einsteina w 1916 roku. Fale powstaly
w wyniku zapadniecia sie uktadu podwdjnego
gwiazdowych czarnych dziur i powstania jednej,
masywniejszej i szybko rotujacej czarnej dziury. Oznacza
to potwierdzenie przewidywan ogdlnej teorii wzglednosci
oraz stanowi bezposrednia obserwacje czarnych dziur

i uktadéw podwdjnych czarnych dziur. Co najwazniejsze,
a podniosty ton jest tu akurat na miejscu, obserwacja ta
otwiera zupelnie nowe okno obserwacyjne

na Wszechéwiat. Praca opisujaca odkrycie zostata
przyjeta do druku przez Physical Review Letters [1]
jeszcze przed publicznym ogloszeniem odkrycia 11 lutego
2016 roku.

Odkrycie raportuja wspélnie amerykanski zesp6t LIGO

i europejski Virgo, ktére od 2007 roku wspoldziela sie
danymi i wspélnie je analizuja. Pechowo, ale zgodnie

z planem rozbudowy i poprawiania czultoéci, detektor
Virgo, potozony koto Pizy we Wloszech, nie uczestniczyt
w obserwacjach. Dolaczy w polowie roku, tworzac

z instrumentami LIGO tréjke najczulszych detektorow fal
grawitacyjnych i zapewniajac niezbedna w tej dziedzinie
obserwacyjnej mozliwo$¢ triangulacji Zrodet na niebie

(o czym za chwile). Duzy wklad pracy wlozyli natomiast
analitycy danych z projektu Virgo, w tym Polacy z grupy
Virgo-POLGRAW, wsrdd nich nizej podpisany. Sygnal
oznaczony GW150914 i zarejestrowany na poczatku
kampanii obserwacyjnej O1 (w zasadzie jeszcze podczas
rozruchu nazwanego ER8 — Engineering Run 8) jest

na tyle silny — stosunek sygnal-szum réwny 24

— i widoczny w obu detektorach naraz (z odpowiednim
przesunieciem czasowym wynoszacym 7 ms), ze

od poczatku bylo wiadomo, iz cos jest na rzeczy.
Oszacowanie prawdopodobienstwa falszywego alarmu
odpowiada wystapieniu sygnatu o podobnej istotnosci raz
na 200 tys. lat, co jest réwnowazne poziomowi istotnoéci
wiekszemu od 5,10.

Parametry ukladu zostaty obliczone przez dopasowanie

do danych najlepszego modelu przy uzyciu metod filtru
dopasowanego. Model-filtr sktada sie z dwoch czedci:
analitycznego, postnewtonowskiego opisu
relatywistycznego uktadu podwdjnego oraz numerycznych
wynikéw symulacji zderzenia si¢ czarnych dziur.

Po korelacji z danymi najlepiej dopasowany model to
uktad podwdjny czarnych dziur o masach 29 i 36 mas
Stonca, ktéry pojawit sie w pasmie czutosci detektora
przy czestotliwosci okoto 30 Hz. Zaobserwowano 8 orbit
uktadu podwéjnego (sygnal o rosnacej czestosci

i amplitudzie zwany ,¢wierkiem”), po ktérym przy
czestotliwosei 150 Hz nastapilo potaczenie dwéch czarnych
dziur w jedng (ang. merger, zlanie sie uktadu) i koficowy
ringdown (wypromieniowanie niesymetrycznosci horyzontu
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i powstanie czarnej dziury Kerra). Parametry nowo
powstalej czarnej dziury oszacowano na 62 masy Stonca,
a moment pedu na 0,67 wartosci krytycznej. Zderzenie
zaszlo w odleglodcei 400 Mpc (1,3 miliarda lat $wietlnych),
czyli miliard trzysta milionéw lat temu, poniewaz fale
podrézuja z predkoscia swiatta. Orbitowanie, zlewanie sie
i ringdown trwaly w sumie jedynie 0,2 s, a koncowa
predkos¢ orbitalna sktadnikow przekraczata potowe
predkosci $wiatta. W trakcie calego zjawiska 3 masy
Stonca zostaly zamienione w energie fal grawitacyjnych.
W momencie maksymalnej ,,jasnosci” moc
wypromieniowywana w falach byla réwna 3,6 - 10*° W,

co odpowiada okoto 200 Mgc? /s (dla poréwnania,

blyski v to pare rzedéw wielkosci mniej: 10%* W). W tym
momencie GW150914 byt wielokrotnie , jasniejszy”

od calego obserwowalnego Wszechéwiata w emisji
elektromagnetycznej (przy zatozeniu 10! galaktyk,

z ktérych kazda sktada sie z 10!! gwiazd podobnych

do Stonca, ktére, jak wiadomo, emituje 4 - 1026 W).
Lokalizacja zjawiska na niebie jest obarczona duzym
btedem: 600 stopni kwadratowych z wiarygodnos$cia 90%.
To z powodu obserwacji tylko przez dwa detektory naraz
— uzyskuje sie wtedy kolo na sferze niebieskiej
reprezentujace mozliwe potozenie obiektu. Dodatkowe
uwzglednienie polaryzacji fal pozwala na czesSciowe
ograniczenie prawdopodobnego obszaru, ale dopiero trzeci
detektor (Virgo) da zadowalajaca precyzje kilku stopni
kwadratowych. Co prawda, nikt nie spodziewal sie blysku
elektromagnetycznego z tego zdarzenia, ale gdyby takowy
zostal zaobserwowany, bytoby jeszcze ciekawiej.

Oprécz zastanawiania sie, ile bedzie z tego odkrycia
Nagréd Nobla (niektérzy méwia nawet o dwéch —

za rejestracje fal oraz za dowdd na istnienie czarnych
dziur) astrofizycy przyzwyczaja sie do myéli o zupelnie
nowej dziedzinie badan. Mozliwosci kolejnych przetomdw
jest mnoéstwo: pierwsza obserwacja btysku
elektromagnetycznego i grawitacyjnego z tego samego
obiektu pozwolitaby np. na okreslenie odlegloéci na dwa
niezalezne sposoby — z jasnosci obiektu i ,,jasnosci”
(amplitudy) fali grawitacyjnej. Specjalisci od proceséw
gwiazdotworczych i populacji gwiazd zacieraja rece:
czarne dziury w sygnale GW150914 sa duzo masywniejsze
niz te znane z naszej Galaktyki, co oznacza, ze obserwujac
w przysztoéci podobne obiekty bedzie mozna natozyé
ograniczenia na rézne stabo poznane etapy ewolucji
gwiazd. Juz teraz wiadomo, ze masywne gwiazdy, mogace
stworzy¢ uktad GW150914, musialy powsta¢ w regionie

o niskiej metalicznoéci. Pierwsza obserwacja demonstruje
takze mozliwodci testowania alternatywnych teorii
grawitacji — udalo si¢ np. poprawi¢ ograniczenia na mase
grawitonu, hipotetycznego bozonu przenoszacego
oddzialywania grawitacyjne, pochodzace z obserwacji
relatywistycznych uktadéw z pulsarami.

Michat BEJGER

[1] The LIGO Scientific Collaboration, The Virgo Collaboration,
Observation of Gravitational Waves from a Binary Black Hole
Merger, PRL 116, 061102 (2016).
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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koiica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoécig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 35S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0s6b, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegdlowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 616, 617
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

616. Uktad ztozony z dwéch jednakowych ptytek o masach m potaczonych
niewazka sprezyna o wspolczynniku sprezystosci k znajduje sie w stanie réwnowagi
(rys. 1). Gérna plytke naciénieto tak, ze opuscila si¢ ona o x, a nastepnie
puszczono. Na jaka maksymalna wysokosé podnidst sie sSrodek masy uktadu?
617. Na zewnatrz powierzchni walcowej o promieniu r warto$¢ wektora indukcji
pola magnetycznego rosnie liniowo w czasie: By = at. Linie pola magnetycznego
sa rownolegle do osi walca (rys. 2). Jak musi zmieniaé sie w czasie wartosé

jednorodnego pola magnetycznego wewnatrz tej powierzchni, aby elektron
poruszal sie po okregu o promieniu R > r? W chwili ¢ = 0 elektron spoczywa.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2015

Przypominamy tresé zadan:

608. Tasma transportera o dlugosci | porusza si¢ z predkosciag vg. Z jaka predkoscig v wzgledem
Ziemi nalezy popchnaé maly klocek z konca transportera przeciwnie do ruchu tasmy, aby ilo$é
ciepla wydzielona w wyniku tarcia klocka o taéme byta najwigksza? Jaka jest warto$¢ tego ciepta,
jezeli wspélczynnik tarcia wynosi p i spetniony jest warunek U?, < 2plg.

609. W szklance znajduja si¢ dwie niemieszajace si¢ ciecze: czterochlorek wegla CCly i woda.
Pod ci$nieniem normalnym CCly wrze w temperaturze 76,7°C. W wyniku réwnomiernego
ogrzewania szklanki w kapieli wodnej, w temperaturze 65,5° rozpoczyna si¢ wrzenie na granicy
rozdzialu cieczy. Jaki jest stosunek mas czterochlorku wegla i wody, ktére wykipig w okreslonym
czasie przy takim ,granicznym” wrzeniu? Ci$nienie pary nasyconej wody w temperaturze 65,5°
wynosi p1 = 25,6 kPa.

608. Ilos¢ wydzielonego ciepta bedzie najwieksza, gdy klocek przebedzie
maksymalng droge wzgledem tasmy transportera. Klocek musi dotrzeé¢ do konca
transportera z zerowa predkoscia wzgledem Ziemi. Jego predko$é poczatkowa v

= umgl, gdzie m jest masa klocka. Stad v = \/2ugl.

Po zatrzymaniu klocek zaczyna poruszaé sie z przyspieszeniem pug w kierunku ruchu

otrzymujemy z zalezno$ci

tasmy. Predkos¢ tasmy osiggnie po czasie v—;, gdy przebedzie wzgledem Ziemi droge
I

2

‘ ‘ lh = ;—0. Poniewaz spelniony jest warunek v3 < 2ugl, klocek osiagnie predko$é vg
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wzgledem Ziemi, czyli zatrzyma sie wzgledem tasmy, zanim spadnie z transportera.

—2 1M
((,) ( > < > <,>> Energia kinetyczna klocka w ukladzie zwigzanym z tasmg transportera od chwili
A 0 B

m(vg + v)?

startu do chwili zatrzymania maleje o wielko$¢ |AEy| = i tyle wynosi

m(vo + v2ugl)?

Rys. 3 maksymalne cieplo wydzielone w ukladzie: Q = 5

609. Ciecz jednorodna wrze, gdy ciSnienie pary nasyconej W czasie wrzenia pecherzyki unosza si¢ w gore, dochodza
w pecherzykach, tworzacych si¢ w calej objetosci cieczy, do powierzchni cieczy i pekaja. Zatem stosunek mas
rowne jest ciSnieniu zewnetrznemu — w rozwazanym czterochlorku wegla i wody, ktére wyparuja w okreslonym

przypadku atmosferycznemu (dodatkowe ci$nienie wewnatrz —czasie, réwny jest stosunkowi gestosci par tych substancji

pecherzyka zwiazane z napieciem powierzchniowym m2 _ P2 Korzystajac z réwnania Clapeyrona p = pr
)
i ci$nieniem hydrostatycznym mozna zaniedbaé). Przy my o P B . RT
wrzeniu ,granicznym” w pecherzykach na granicy wody gdzie p1 jest masa molowg substancji, otrzymujemy:
i CCly znajduje sie¢ nasycona para wodna oraz nasycona M2 _ P2f2  os
para czterochlorku wegla, przy czym suma ich ci$nien mi o pi1H
czastkowych rowna jest ciSnieniu atmosferycznemu ps. Czterochlorek wegla podczas wrzenia ,granicznego” paruje
Stad ci$nienie pary nasyconej CCly wynosi ps = p, — p1. okoto 25 razy szybciej niz woda.
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Zadania z matematyki nr 719, 720
Klub 44 ’
Redaguje Marcin E. KUCZMA

® 719. Czternascioro ludzi prezentowalo swoje umiejetnosci w serii wystepow;
w pojedynczym wystepie mogta uczestniczy¢é dowolna liczba oséb. Byto to

— siedem par malzenskich — ale malzonkowie nigdy nie wystapili razem. Za to

Py kazda inna para os6b (dowolnej plci) uczestniczyla jednoczesnie w doktadnie

jednym wystepie. Wiadomo ponadto, ze pewna osoba uczestniczyta w dokltadnie
dwéch wystepach. Jaka jest minimalna liczba wystepéw, przy ktorej te warunki

. . 2
Termin nadsylania rozwigzan: 30 VI 2016 mogly byC spelnlone.

720. Dla ustalonej liczby naturalnej n > 1 znalez¢ najmniejsza liczbe

Crotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M rzeczywista s taka, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x spelniona jest nieréwnoscé
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan

705 (WT = 1,87) i 706 (WT = 2,26) 1\2n 2n 2 n
z numeru 9/2015 (33 1) + (.’17 + 1) < 2(1) + S) .

Pawel Najman Krakéw 42,85 : : : : : : :
Jerzy Cislo Wroclaw 39,13 Zadanie 720 (inspirowane zadaniami 194 i 702) zaproponowal pan Jerzy Cisto
Grzegorz Karpowicz ~ Wroclaw 38,86 z Wroctawia.
Jedrzej Garnek Poznan 37,64
Janusz Fiett Warszawa 36,20 . . L
Stanistaw Bednarek  Eods 35,50 Rozwigzania zadan z numeru 12/2015
Franciszek S. Sikorski Warszawa 33,77
Pawel Kubit Krakéw 32,98

Przypominamy tresé zadan:

711. Cgzy istnieje nieskonczony ciag x1,x2,x3,... o wyrazach calkowitych dodatnich, w ktérym
kazda dodatnia liczba calkowita wystepuje jednokrotnie, przy czym dla kazdego n suma
z1 + ...+ x, jest podzielna przez n?

712. Liczby rzeczywiste a, b spelniaja réwnania:
3 o2,k _ 3 o2, S
a” —3a” +5a — 17 =0, b —3b"+5b+ 11 = 0.

Obliczyé wartosé sumy a + b.
711. Istnieja takie ciagi. Jedna z mozliwych konstrukcji:

Przyjmujemy z; = 1. Bedziemy przedluzaé¢ zdefiniowany odcinek ciagu,
dotaczajac po dwa wyrazy.

Ustalmy liczbe parzysta n > 2 i przyjmijmy, ze wyrazy xi,...,ZT,—1 8a juz
okreslone. Najmniejsza dodatnia liczba catkowita, r6zna od x4, ..., x,_1, bedzie
wyrazem T,y1 (to gwarantuje, ze w budowanym ciagu znajda si¢ wszystkie
liczby calkowite dodatnie).

Okreslamy wyraz x,, wzorem

Tp =kon(n+ 1)+ 0z — (@1 + ...+ Tpo1),

gdzie k, jest liczba catkowita tak dobrana, by uzyskana liczba x, byla dodatnia
oraz rézna od liczb x1,...,x,—1 1 rézna od x,41 (powstajacy ciag bedzie wiec
mial wszystkie wyrazy rézne). Przy tym

1+ .o+ Tpog 2y = nlkon 4+ Ky + Tngr),
14 .+ Zp+Tpp1 = nlkgn + kn + Zpg1) + Tpger = (R4 D) (kan 4+ Zpg1).

Wymagane warunki podzielnoéci sa spetnione. Indukcyjnie powstaje ciag
nieskoniczony (x,,), jakiego szukamy.

Caoléwke. ligi zadaniowsj Klub 44 F 712. Zapiszmy liczby a, b jako a =1+ x, b = 1 + y. Wbowczas

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan 2 2

602 (WT = 1,78), 603 (WT = 3,28), a® —3a®> +5a=2+22+3, b —3b°+5b=y"+2y+3,

604 (WT =1,5) i 605 (WT = 2,2) , . . . /

7z numeréw 9-10/2015 a zadane rownania przybierajg postaé

Tomasz Wietecha Tarnéw 38,40
Tomasz Rudny Warszawa 37,68 mS + 2z = 14) y3 + 2y =—14.
Michal Kozlik Gliwice 30,96
Marian Lupiezowiec Gliwice 30,42 Po dodaniu stronami:
Jacek Konieczny Poznan 27,92 ) )
Ryszard Wozniak Krakéw 22,51 _ —
Bogustaw Mikielewicz Brodnica 22,22 (Jj + y) (37 Y + Y + 2) 0.
Jan Zambrzycki Bialystok 16,22

Kraysstof Magicra  Losidw 15,90 Czynnik w drugim nawiasie jest liczba dodatnia, wobec czego x + y = 0. To daje
Karol Lukanowski Niemcz 11,97 OdeWledZI a+ b = 2.
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Obszarem H II nazywa si¢ rozlegle

i rzadkie chmury czeéciowo zjonizowanego
gazu, w ktérych niedawno formowaly sig
gwiazdy.

Prosto z nieba: Rekordowe pulsary

Pulsary sa znane astronomom od prawie 50 lat. Odkrycia (w 1967 roku) dokonali
radioastronomowie, przypadkowo rejestrujac promieniowanie powstajace

w magnetosferze malej, gestej gwiazdy obracajacej sie wokol swej osi; pulsary mozna
poréwnaé do kosmicznych latarni morskich. Do dzi§ skatalogowano okolo 2000
pulsaréw, przewaznie emitujacych promieniowanie radiowe, ale znamy takze obiekty
Swiecgce w padmie widzialnym i twardym promieniowaniu X i . Domena wysokich
czestoscel byta do niedawna astrofizyczna terra incognita. Przed misja satelity NASA
Fermi znano jedynie 7 pulsaréw ~. Obecnie ta liczba zwigkszyla sie¢ do ponad 160,
mozna wiec méwié¢ o specyficznej populacji tych gwiazd. Niektére z nich sa widoczne
tylko w najtwardszym promieniowaniu! Dzi$ piszemy o niedawnym odkryciu przez
Fermiego rekordowo jasnego i na dodatek pierwszego pulsara v poza nasza Galaktyka.

Pulsar PSR J0540-6919 znajduje si¢ w zewnegtrznej czesci mgltawicy Tarantula
(zwanej réwniez 30 Doradus), obszaru H II wchodzacego w sktad Wielkiego Obloku
Magellana. Mglawica Tarantula jest znana m.in. z tego, ze to w jej okolicy wybuchta
supernowa 1987A, najblizsza do tej pory supernowa obserwowana przez teleskopy.
Nowo odkryty pulsar jest odpowiedzialny za mniej wiecej potowe emitowanego

z kierunku mglawicy Tarantuli twardego promieniowania v. PSR J0540-6919 $wieci
w 7 okolo 20 razy mocniej niz poprzedni rekordzista, pulsar w mgltawicy Krab

(PSR B0531+21), natomiast ich jasno$¢ w innych czestosciach fal (radio, optycznych
i rentgenowskich) jest na podobnym poziomie. Te réznice sa niezwykle ciekawe dla
badaczy pulsarow. Wiek PSR J0540-6919 szacuje si¢ na okoto 1700 lat, jest on zatem
nieco tylko starszy niz pulsar w Krabie, ktorego narodziny byty obserwowane

w 1054 roku przez chinskich astronoméw. W obszarze gwiazdotwérczym mglawicy
Tarantula znajduje si¢ takze drugi energetyczny pulsar: PSR J0537-6910, odkryty pare
lat temu przez misje NASA Einstein/Rossi X-ray Timing Explorer (RXTE). Jest on
rekordzistg czestosci pulsacji wérod mtodych pulsaréw: obraca si¢ 62 razy na sekunde.

Zrozumienie réznic w zachowaniu sie tych mtodych, a jednak dosé wyraznie
roznigcych sie obiektéw, jest kluczowe do poznania szczegdtdéw ekstremalnych

proceséw zachodzacych w magnetosferach tych gwiazd i szczegdétéw ich narodzin.

Niebo w kwietniu

Kwiecien to miesiac, w ktérym zdecydowanie warto skupié
sie na obserwacjach rojow meteoréow. Dla towcow
spadajacych gwiazd dostepne beda zaréwno roje bardzo
aktywne, jak i takie, przy obserwacjach ktérych trzeba
bedzie sie wykazaé cierpliwoécia oraz spostrzegawczoscia.

W drugiej polowie kwietnia warto obserwowaé znane

i lubiane Lirydy. R6j ten znany byt juz w starozytnych
Chinach (687 rok p.n.e.), a charakteryzuje si¢ biatymi
meteorami bez smug. Lirydy zwigzane sg z kometg
C/Thatchera (1861 G1), a ich aktywnosé to okoto

18 meteoréw na godzine, ale dochodzi nawet do 90. Warto
tez pamietac, iz w latach 1803 i 1922 odnotowano deszcze,
w ktorych liczba zaobserwowanych meteoréw przekroczyta
1800 obiektéw na godzing. Szczytu aktywnosci Lirydéw
mozna si¢ spodziewaé w trakcie nocy 22-23 kwietnia, a rdj
ten ma radiant w okolicach Wegi w gwiazdozbiorze Lutni.
Najlepsze warunki do obserwacji beda w drugiej potowie
nocy, nad potudniowo-wschodnim horyzontem.

W obserwacjach moze jednak przeszkadzaé Ksiezyc, gdyz
22 IV przypada pelnia.

Kolejnym rojem, ktéremu warto poswiecié¢ czas, sa

Pi Puppidy, ktére rowniez mozna obserwowaé w drugiej
potowie kwietnia. R6j charakteryzuje sie aktywnoscia
dochodzaca do 40 obiektéw na godzing, jednak jego
aktywnosé okresla si¢ jako zmienng i nieregularna.

Pi Puppidy sa zwiazane z kometa 26P /Grigg-Skjellerup.
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Maksimum aktywnosci roju wypada 22 IV, a jego radiant
polozony jest na obszarze gwiazdozbioru Rufy.

Kto lubi wyzwania, powinien sprébowaé obserwacji

lub astrofotografii meteoréw z roju Alfa Bootydy, ktory
jest dostepny do obserwacji od polowy kwietnia

do potowy maja, a jego radiant znajduje sie na wschod
od Arktura, na obszarze gwiazdozbioru Wolarza.
Obfitos¢ roju to zaledwie 2 meteory na godzine,

jest to zatem cel dla najwytrwalszych mitoénikéw
spadajacych gwiazd.

Tegoroczne kwietniowe noce warto tez wykorzystaé

na obserwacje zblizen i zakry¢ planetek i gwiazd przez
Ksigzyc. 9 IV w okolicach gwiazdozbioru Wieloryba

na zachodnim niebie, tuz po zachodzie Stonca, bedzie
mozna znalez¢ planetoide Weste w towarzystwie naszego
naturalnego satelity. Jasnos¢ Westy to okolo 8,4™, zatem
jest to cel dla obserwatoréw wyposazonych w lornetki

i male lunetki. Kolejnym obiektem do obserwacji jest
Aldebaran bedacy najjasniejsza gwiazda z gwiazdozbioru
Byka, ktéry 10 IV bedzie potozony w bliskim sasiedztwie
Ksigzyca. Aldebarana szukajmy, patrzac w kierunku
zachodnim nad horyzontem. Ta podwdjna gwiazda, majaca
jasno$¢ okolo 0,85™, widoczna bedzie w godzinach
wieczornych. W trakcie nocy dojdzie do zakrycia
Aldebarana przez Ksiezyc, jednak zjawiska tego nie bedzie
mozna obserwowaé z terenu Polski.

Karolina BAKOWSKA
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Dla kata wklestego dwusieczna to zbiér
punktéw wewnatrz kata réwno odlegltych
od przedluzen jego ramion.

Pozostawiam Czytelnikom nietrudne
uzasadnienie réwnowaznos$ci podanych
dwéch definicji oraz dowdd twierdzenia
o dwusiecznej.

Yo A Y1 B

Rys. 2. Dwusieczna moze by¢
wewnetrzna lub zewnetrzna.

Dwusieczne Joanna JASZUNSKA

Skoro dwusieczna to pdlprosta dzielgea kgt na dwa réwne kgty, to dlaczego
dwusieczne kgtow wewnetrznych kazdego trojkqta przecinajg sie w jednym punkcie?
Ot6z dla kata wypuktego dwusieczna to takze zbior punktow wewngtrz tego kgta
rowno odlegtych od obydwu jego ramion. Punkt przeciecia dwéch dwusiecznych
trojkata jest wiec tak samo odlegly od kazdej z prostych zawierajacych jego boki,
stad lezy tez na trzeciej dwusiecznej i jest srodkiem okregu wpisanego.

Fakt. Dwusieczne kgtéw przyleglych sq prostopadle (rys. 1).

1. Dany jest czworokat wypukly ABCD. Proste zawierajace dwusieczne katow
wewnetrznych A i C' przecinaja sie w punkcie P lezacym wewnatrz czworokata
ABCD, a proste zawierajace dwusieczne katéw wewnetrznych B i D przecinaja sie
w punkcie @ na zewnatrz czworokata. Udowodnij, ze jezeli kat PAQ jest prosty, to
réowniez kat PC'Q jest prosty.

Twierdzenie o dwusiecznej. W trdjkgcie ABC punkt Y nalezacy do prostej AB
jest spodkiem dwusiecznej kqta przy wierzchotku C wtedy i tylko wtedy, gdy
CA/CB=YA/YB (rys. 2).

2. Odcinek C'D jest $rednica okregu I', a cieciwa AB jest prostopadla do tej srednicy.
Punkt P nalezy do krétszego tuku AD okregu I'. Proste PC' i PD przecinaja prosta
AB odpowiednio w punktach @ i R. Wykaz, ze QA/QB = RA/RB.

3. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym kat przy wierzchotku C' jest prosty. Punkt D
jest spodkiem wysokosci opuszczonej z wierzchotka C, a okrag wpisany w dany
trojkat jest styczny do bokéw AB i AC odpowiednio w punktach F i F. Wykaz, ze
ortocentrum tréjkata AEF jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ACD.

Rozwigzania

R1. Jesli kat PAQ jest prosty, to AQ jest dwusieczna kata przyleglego do kata

BAD czworokata (rys. 3). Z kolei aby dowie$é, ze kat PCQ jest prosty, wystarczy
wykazaé, ze C'Q) jest dwusieczng kata przylegtego do kata BC'D
czworokata.

B Oznaczmy przez (Q, XY') odlegloéé punktu @ od prostej XY

Rys. 4

L > Y S
A " ED B
Rys. 5. HF || EI | DC L AB.

Zadanie 1 pochodzi z LXIV Olimpiady

Matematycznej, a zadanie 3
z LXVI OM.

Zachodza réwnosci (Q,CD) = (Q, DA) = (Q, AB) = (Q, BC) oraz
Q@ ¢ CP, co koniczy dowdd. O

R2. Z prostopadlosci cieciwy AB do érednicy C'D wynika, ze krotsze tuki CA i CB
sa réwne, a wiec pdlprosta PC jest dwusieczng kata wpisanego APB (rys. 4). Kat
CPD jest wpisany w okrag i oparty na $rednicy, zatem PC 1 PD, czyli p6lprosta
PR jest z kolei dwusieczna kata zewnetrznego przy wierzchotku P tréjkata APB.

Z twierdzenia o dwusiecznej QA/QB = PA/PB = RA/RB. O

R3. Oznaczmy przez H ortocentrum trojkata AEF, przez I srodek okregu wpisanego
w tréjkat ABC, a przez J punkt przeciecia prostych AI i CD (rys. 5). Poniewaz

AE = AF, wigc polprosta AH jest dwusieczna kata CAD i do zakohczenia dowodu
wystarczy wykazaé, ze polprosta CH jest dwusieczng kata ACD.

Kat ACB jest prosty, wiec punkty C, F, I i punkt stycznosci okregu wpisanego
w tréjkat ABC z bokiem BC tworza kwadrat. Stad FC = FI = EI.
Korzystajac kolejno z twierdzenia Talesa dla HF || JC, réwnosci odcinkéw,
twierdzenia Talesa dla EI || D.J i twierdzenia o dwusiecznej, uzyskujemy

HA FA FEA DA CA

HJ FC EI  DJ CJ
Stad na mocy twierdzenia o dwusiecznej CH jest dwusieczng kata ACJ. O

Zadania domowe

4. Udowodnij, ze srodek okregu wpisanego w trdjkat jest ortocentrum tréjkata
utworzonego przez Srodki okregdéw dopisanych.

5. Wyznacz érodek ciezkosci obwodu tréjkata (czyli tréjkatnej drucianej ramki).

6. W tréjkacie ABC punkty D i E sa spodkami dwusiecznych katéw wewnetrznych
przy wierzchotkach A i B. Punkt F' jest spodkiem dwusiecznej zewnetrznej kata
przy wierzchotku C. Wykaz, ze punkty D, E, F sa wspotliniowe.

Wskazéwka: twierdzenie Menelaosa, opisane m.in. w deltoidzie 3/2011.
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