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Jak sie mierzy nieréwnosci spoleczno-ekonomiczne?

*Instytut Nauk Ekonomicznych PAN
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Rozwigzanie zadania F 951.

W zderzeniu niesprezystym czes$é energii
kinetycznej zamieniana jest na
wewnetrzne wzbudzenia zderzajacych sie
czasteczek, ale nie zmienia si¢ suma ich
pedoéw i tym samym energia kinetyczna
ruchu ich $rodka masy nie zmienia sie

w wyniku tych wzbudzen.
Najkorzystniejsza, z punktu widzenia
zerwania wigzania, jest sytuacja, ktéra
odpowiada zderzeniu centralnemu, gdy
przed zderzeniem czasteczki zblizajg sie
do siebie z takimi samymi predko$ciami.
Cala energia kinetyczna ruchu przed
zderzeniem moze by¢ wéwczas zamieniona
na wzbudzenia wewnetrzne. Minimalna
predkosé v spelnia wiec warunek:

muv? muv? . 2 E
=E, czyliv® = —,
2 2 m

a stad

v = 3930m/s.

Srednia energia kinetyczna ruchu
postepowego czasteczek gazu

w temperaturze T wynosi 3kT/2.
Otrzymanej predkoéci v odpowiada wiec
temperatura:

T = ~ 19780 K.

3Nak
Ze wzgledu na szeroki rozktad predkosci
czasteczek opisana tu termiczna
dysocjacja czgsteczek pojawia sie
w znacznie nizszych temperaturach.
Dodatkowo, dysocjacja moze nastapié¢ po
kilku zderzeniach, gdy w kazdym z nich
wzbudzane sg coraz wyzsze stany
oscylacyjne czasteczki.

Martyna KOBUS*

Nie ma chyba zagadnienia ekonomicznego, ktére by zdominowalo debate
publiczng w ostatniej dekadzie tak bardzo jak rosnace nieréwnosci. Niemalze
kazdy tydzien przynosi w mediach informacje dotyczaca nieréwnosci
dochodowych czy majatkowych, np. ostatnio oszacowania rozmiaréw unikania
podatkéw przez firmy i osoby bogate na podstawie danych z afery Panama
Papers. Unikanie to prowadzi do zanizenia oszacowan nieréwnosci majatkowych.
Najczesciej wskazywane przyczyny rosnacych nieréwnosci to wzrost udziatu
dochodéw z kapitalu, postep technologiczny, ktéry nagradza umiejetnosci
umystowe korzystniej niz fizyczne, prowadzac do rozwarstwienia ptac, procesy
globalizacyjne i postepujaca automatyzacja. Jako konsekwencje rosnacych
nieréwnosci wskazuje si¢ napiecia spoteczne i polaryzacje pogladéw politycznych.
W istocie nieréwnosci sa waznym zjawiskiem spotecznym. W niniejszym artykule
przyjrzymy sie temu, jak sie je w ogdle mierzy.

Co ciekawe, nier6wnosci jako zagadnienie badawcze znajdowaty si¢ dtugo poza
gléwnym nurtem ekonomii. Ekonomiéci uwazali, ze gospodarki znajduja sie na
Sciezce wzrostu, ktory w dlugim okresie sprzyja spadkowi nieréwnosci. Popularne
bylo przekonanie, ze w poczatkowym okresie wzrostu gospodarczego nieréwnosci
wzrastaja, gdyz tylko nieliczni korzystaja z owocéw wzrostu, ale w dlugim
okresie wzrost wzbogaca kazdego w sposéb, ktory niweluje rozwarstwienie.
Przekonanie to byto oparte jednak na krétkich seriach danych o dochodach.
Oszacowania byly wiec podatne na wpltyw duzych jednostkowych zdarzen

jak Wielki Kryzys czy II Wojna Swiatowa, ktére doprowadzily do zniszczenia
majatkéw i przez to czasowego spadku nieréwnosci. Obecne zainteresowanie
nieréwno$ciami bierze si¢ z faktu, Ze rosna one systematycznie w krajach
rozwinietych i sa na poziomie tych z poczatku XX wieku oraz z powodu
popularnosci ksiazki Thomasa Piketty’ego Kapital w XXI wieku wydanej pie¢ lat
temu. Piketty wraz z zespolem 30 ekonomistéw z réznych krajéw dostarczyt
nowej serii danych do analizy nieréwnosci dochodowych i majatkowych.
Wymagato to dotarcia do archiwéw blisko 50 krajow $wiata. Wigkszo$é tych
danych jest dzi$ dostepna online w Swiatowej Bazie Danych o Najwyzszych
Dochodach. Piketty i jego zespo6t badali ewolucje udziatu gérnego decyla,
percentyla, a czasem nawet 0,1% rozkladu dochodéw w lacznym dochodzie. Jest
to jedna z miar nieréwnosci. Innym przyjrzymy sie obecnie.

Nieréwno$é¢ jest pojeciem nietatwym do uchwycenia. Nie wszystkie pojecia

w naukach spolecznych takie sa. Przykladowo, bezrobocie od razu nasuwa

na mys$l funkcje, jakiej mamy uzy¢ do jego pomiaru — iloraz. W przypadku
nieréwnosci mamy tylko pewne intuicje co do tego, czym ona jest, stad pojecie
to definiuje sie aksjomatycznie, to znaczy, intuicje zapisane sa w formie
aksjomatow. Wariancja szybko przychodzi na mys$l jako miara nieréwnosci,
niemniej nie jest ona odporna na skalowania, a intuicja nam podpowiada, ze
to, czy mierzymy dochéd w zlotych czy w tysiacach ztotych, nie powinno mieé
wplywu na rozwarstwienie. Stad dalej nasuwa sie my$l, ze niezmienniczo$é¢ ze
wzgledu na proporcjonalne skalowanie dochodéw jest rozsadnym wymaganiem
wobec indeksu nieréwnosci. Wlasnoéé te nazywamy homogenicznoscia i jest to
jedna z czterech tak zwanych podstawowych wlasnosci miar nieréwnoéci. Jesli
funkcja spetnia je wszystkie, to mowimy, ze jest indeksem nieréwnogci.

Innym podstawowym aksjomatem teorii pomiaru nieréwnosci jest tzw. transfer
Pigou-Dalton, od nazwisk dwoch ekonomistow, ktérzy zaproponowali go

w latach 20. XX wieku. Aksjomat ten méwi, ze nieréwnos$é spada po takim
transferze dochodu od bogatego do biednego, ktéry nie zmienia ich wzajemnego
uporzadkowania. A zatem po transferze bogaty nadal pozostaje bogatszy

od biednego, ale sa oni teraz blizej siebie w rozkladzie dochodu. Wydaje sie
faktycznie naturalne, ze nierowno$é w takim przypadku zostala zmniejszona,
wiec indeks nieréwnoéci powinien odnotowaé spadek. Kolejny aksjomat
stwierdza, ze miary nieréwnosci powinny by¢ ,Slepe” na to, kto posiada
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Rozwigzanie zadania F 952.

Dtugosé fali de Broglie’a elektronéw jest
dana wzorem A = h/(mv), gdzie

h oznacza stalyg Plancka, m maseg
elektronu, a v jego predkoéé¢. Predkosé
elektronéw o tadunku —e przyspieszanych
napieciem U wynosi:

2eU e A h
v =4/ , a wiec A = s
m V2eUm

dla U =150V, A =~ 1 A. Wewnatrz
krysztatu diugoéé fali A\ wyznaczamy
zastepujac U wartoscig U + Uy.
Wspdlczynnik zalamania wynosi wiec:

n=A/X=1+/1+Ux/U,

Up = (n® — 1)U ~ 15,4 V.
(Interpretacje doSwiadczenia
i oszacowanie Uy ~ 15V podal Hans
Bethe — Annalen der Physik 87, 55
(1928)).

a stad

L(p)

=

0 » 1

Krzywa Lorenza

dany dochéd. Innymi stowy, powinny traktowaé¢ wszystkich symetrycznie lub
anonimowo, jak okreslal to polski logik Kazimierz Ajdukiewicz, zastuzony

dla rozwoju blisko powiazanej z teoria nieréwnosci aksjomatycznej teorii
sprawiedliwo$ci. Formalnie anonimowo$¢ oznacza, ze indeks nie zmienia sie

ze wzgledu na permutacje dochodéw miedzy osobami. Czwarta podstawowa
wlasno$é indeksow nieréwnosci sprawia, ze moga by¢ poréwnywane rozktady

o rézmym rozmiarze populacji. Scislej, indeks nie zmienia sie, jesli zreplikujemy
dochody w populacji.

Cztery podstawowe aksjomaty zostawiaja wiele swobody w konstrukeji réznych
miar. Miary te spelniaja lub nie inne wlasnosci, ktérych nie uwazamy juz

za podstawowe, ale ktore réwniez wyrazaja pewne nasze intuicje odnos$nie
tego, czym jest nierownosé. Przykladowo, niektérzy autorzy uwazaja, ze

miary nieréwnosci powinny réznie traktowaé transfery Pigou—Dalton, ktére
majg miejsce w dole rozktadu i w gorze rozktadu. Wilasnoéé ta nazywa sie
wrazliwo$cia na transfery mieszane (lacznie u géry i u dotu). Konstruowane sa
miary, ktére ja maja, ale, na przyktad, popularna miara, jaka jest wspétczynnik
zmiennosci, jej nie ma. Generalnie zatem indeksy nieréwnosci wielokrotnie sie
ze sobg nie zgadzaja i roznie porzadkuja dwa rozklady, co nie jest pozadane,
gdyz wybor miedzy poszczegdlnymi indeksami jest arbitralny. Naturalne jest
wiec pytanie, czy istnieja takie poréwnania, odnosnie ktérych wszystkie miary,
ktore speliaja cztery podstawowe wlasnosci, sa zgodne? Formalnie, jaka jest
najwieksza (w sensie inkluzji) taka relacja na rozkladach, ze jedli rozklad = jest
lepszy niz rozklad y w sensie tej relacji, to wszystkie indeksy nieréwnosci, ktore
spetniaja cztery podstawowe wlasnosci, maja warto$¢ w x nizsza niz w y?

Ta relacja jest porzadek czeSciowy implikowany przez tzw. krzywa Lorenza.
Porzadkujemy dochody rosnaco. Krzywa Lorenza podaje skumulowany udziat
w tacznym dochodzie, ktory przypada p najbiedniejszej czesci populacji. Jesli
wszystkie dochody bylyby réwne, wéwczas p najbiedniejsza czesé populacji
posiadataby dokladnie p-ta cze$é tacznego dochodu. Krzywa Lorenza jest wtedy
diagonala miedzy punktami (0,0) a (1,1). Gdy dochody staja sie bardziej
zréznicowane, wowczas krzywa oddala si¢ od diagonali w strone brzegéw
trojkata, jak pokazuje rysunek obok. Na brzegu mamy rozktad, w ktérym
tylko jeden dochdd jest dodatni — inni nie posiadaja nic; jest to rozklad
uwazany za najbardziej nieréwny. Mowimy, ze rozktad x jest bardziej réwny
niz rozklad y, jesli krzywa Lorenza rozktadu z lezy powyzej krzywej Lorenza
rozktadu y. Miara nieréwnosci, ktéra zawdziecza swa popularnosé z powodu
bliskich zwiazkéw z krzywa Lorenza, jest indeks Giniego. Indeks ten mierzy
stosunek pola obszaru A do pola zamalowanego tréjkata B z rysunku obok.
Warto$é wskaznika Giniego dla Polski wynosi obecnie okoto 0,3 na podstawie
danych ankietowych o dochodach, a na podstawie (nielicznych niestety) danych
z zeznan podatkowych indeks ma warto$é 0,44. Rozbieznoéci te wynikaja ze
stabej reprezentacji oséb o wysokich dochodach w badaniach ankietowych.
Roéznice sg istotne. Warto$é 0,3 plasuje nas obok zamoznych panstw Zachodu,
za$ wartosé¢ 0,4 obok Rosji.

Gdy krzywa Lorenza rozkladu z jest ponad krzywa dla rozkladu y, wéwczas
wszystkie indeksy I spelniajace podstawowe wlasnosci pokazuja, ze I(x) < I(y).
A zatem porzadek czeSciowy generowany przez zbiér wszystkich miar, ktore
spelniaja cztery podstawowe aksjomaty, to wlasnie porzadek zadany przez
krzywa Lorenza. W praktyce zatem, aby stwierdzi¢, ktory rozktad jest
rowniejszy, nie trzeba sprawdzaé po kolei wszystkich znanych miar, wystarczy
porownaé krzywe Lorenza. Niestety, nie zawsze uzyskamy odpowiedz. Gdy
krzywe przecinaja si¢, wéwczas nie mozemy nic stwierdzié¢. Krzywa Lorenza
jest porzadkiem czesciowym, nie wszystkie rozktady mozna poréwnaé za jej
pomoca. Co wiecej, gdy krzywe Lorenza sie przecinaja, istnieje zaréwno miara
nieréwnosci I, dla ktérej zachodzi I(x) > I(y), jak i taka I, dla ktérej I(z) < I(y).

Wtedy, gdy nie mozemy poréwnac rozkltadéw za pomoca krzywej Lorenza,
odwolujemy sie do indekséw, ktére daja porzadek liniowy, czyli zawsze
odpowiedza, ktéry rozklad jest réwniejszy. To, jak juz wspomnieliSmy,
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odbywa sie za cene arbitralnosci zawartej w konkretnej postaci funkcyjnej
indeksu. Arbitralnosé ta jednak jest zmniejszona, jezeli znamy zbiér aksjomatow
charakteryzujgcych dany indeks. Mowimy, ze zbior aksjomatéw charakteryzuje
dany indeks, jesli indeks nie tylko spelnia te aksjomaty, ale tez jest przez nie
implikowany. Jesli taka charakteryzacje dla rozwazanych przez nas indekséw
znamy, woéwczas wybér odbywa sie miedzy aksjomatami. A priori bowiem,

z samej postaci funkcyjnej indeksu ciezko jest odczytaé, jakie postulaty

etyczne o nieréwnosci on implikuje, np. jak traktuje transfery mieszane. Znajac
charakteryzacje, lepiej rozumiemy wyniki, ktére otrzymujemy przy uzyciu
indeksu I, w poréwnaniu do tych, ktére daje indeks I.

W toku kilkudziesieciu lat rozwoju teorii pomiaru nieréwnosci zaproponowano
wiele aksjomatéw i indekséw. Poza podstawowymi zwrdcimy jeszcze uwage na
dwa. Czesto w badaniach empirycznych chcemy uzyska¢ zdezagregowany obraz
tacznej nieréwnosci, to jest w podziale na rézne grupy spoteczno-ekonomiczne
(ze wzgledu na ple¢, wiek, miejsce zamieszkania, kolor skory itp.). Pozwala

to wyéledzi¢, ktore grupy dokladaja sie najbardziej do tacznej nieréwnosci

i powinny by¢ celem polityki redukujacej nieréwnosci. Naturalnym wymaganiem
jest, by dalo si¢ zdekomponowaé nieré6wnosé taczna na czes$é wewnatrzgrupowa,
czyli sume nieréwnoéci w poszczegdlnych grupach zwazonych ich udziatem

w tacznej populacji, oraz czedé¢ miedzygrupowa, czyli nieréwnosé miedzy
$rednimi dochodami w grupach (wéwczas wszelkie nieréwnosci wewnatrzgrupowe
zostaja zniwelowane, bo kazda osoba w grupie ,,dostaje” éredni dochéd

grupy). Okazuje sig, ze jedyna klasa indekséw, ktére mozna w ten sposéb
zdekomponowadé, sa tzw. indeksy uogdlnionej entropii. Jest to wiec z jednej
strony wymaganie bardzo pozadane w empirycznych zastosowaniach, a z drugiej
bardzo restrykcyjne. Popularny indeks Giniego nie nalezy do tej klasy.

Ostatnia wlasnoscig indekséw, na ktéra zwrdcimy uwage, jest wymaganie, by
indeks byl istotny w sensie normatywnym, to jest, by byl zwiazany z funkcja
dobrobytu. Dlaczego bowiem w ogdle interesuje nas nieréwnosc¢? Dlatego, ze
uwazamy, iz nieréwnos¢ jest w pewnym sensie niepozadana, czyli ze laczy sie

z nizszym dobrobytem. Funkcje dobrobytu ,dbaja” zaréwno o rownosé, jak

i $redni dochéd. Najprostszym przyktadem funkcji dobrobytu jest iloczyn
§redniego dochodu i (1 — I), gdzie I to, na przyklad, indeks Giniego. Dla
ustalonego dochodu éredniego funkcja dobrobytu maleje wraz z wyzsza
nieréwnoscia. Funkcja taka wyraza to, ze wazny jest zaréwno rozmiar ciasta,
jak i jego podzial. W ekonomii stynna jest debata o wymiennosci efektywnosci
(rozmiaru) i sprawiedliwosci (podzialu), ale badania empiryczne w ostatnich
latach pokazuja, ze mozemy mie¢ raczej do czynienia z komplementarnoécia. Dla
konkretnego rozkladu dochodéow mozemy zada¢ pytanie: jaki jest najmniejszy
taki dochdd, ze dany kazdej osobie doprowadzitby do tego samego poziomu
dobrobytu co rozwazany rozklad? Dochdd ten to réwno roztozony dochod
rownowazny y.. Oznaczmy przez y $redni dochdéd w rozwazanym rozkladzie.
Woéwezas 1 — % mierzy cze$é $redniego dochodu, ktéry jest ,stracony” z powodu
nieréwnosci. Jest to dobra miara nieréwnoéci. Jej konkretna postaé zalezy od
wybranej funkcji dobrobytu, od ktérej y. pochodzi. Najpopularniejszy z tej klasy
jest indeks Atkinsona, gdzie funkcja dobrobytu to potega $redniego dochodu,

a wyktadnik potegi ma tadng interpretacje jako stopien awersji do nieréwnosci
w spoleczenstwie. Mozna pézniej estymowac¢ z danych o dochodach, jaki stopien
awersji maja rozne spoteczenstwa.

Dotychczasowa prezentacja teorii pomiaru nieréwnosci odnosila sie tylko

do jednej zmiennej i to zmiennej kardynalnej. Taka zmienna jest dochod

i ekonomisci dlugo byli zainteresowani wytacznie nieréwnosciami dochodowymi,
a wiadomo, ze dla dobrobytu jednostki istotny jest nie tylko dochdd, ale réwniez
zdrowie, edukacja, czyste powietrze, bezpieczenstwo osobiste, prawa polityczne
i inne. Tradycyjnie sadzono jednak, ze tego typu dobra niekonsumpcyjne moga
by¢ ujete w rachunkach dochodowych z odpowiednimi cenami. Nawet jesli
jednak znalibyémy te ceny, zakladaliby$my wéwczas nieskoniczona substytucje
miedzy tymi réznymi dobrami, co jest mocnym wymaganiem. Ponadto,

3



badania empiryczne pokazuja, ze czynniki, ktére przyczyniaja si¢ do wzrostu
nieréwnosci dochodowych (np. rézne zapisy dotyczace placy minimalnej),
niekoniecznie sa tozsame z czynnikami, ktére wywoltuja nieréwnosé w innych
zmiennych, np. w edukacji (na ktéra ma wplyw, na przyklad, dostepnosé szkét
publicznych czy regulacje dotyczace pracy dzieci w krajach rozwijajacych sie).
Dochéd nie jest wiec dobrym ,,przyblizeniem” zachowania innych wymiaréw
dobrobytu. To zainteresowanie innymi wymiarami dobrobytu ma dla teorii
pomiaru nieréwnosci dwie konsekwencje, mianowicie, konieczno$é¢ rozwoju teorii
pomiaru nieréwnosci wielowymiarowych oraz teorii pomiaru nieréwnoséci dla
zmiennych porzadkowych. Pozadochodowe wymiary dobrobytu maja bowiem
czesto postaé¢ uporzadkowanych kategorii, np. pytamy respondenta o to, jak
ocenia stan swojego zdrowia i ma do wyboru jedna z pieciu kategorii: bardzo
zle, 7le, $rednio, dobrze, bardzo dobrze. Nie ma liczb, mamy tylko informacje
o porzadku. Pojecie $redniej, na odchyleniu od ktorej szereg miar nieréwnosci
sie opiera, nie ma wéwczas sensu. Srednia zmienia sie wraz z przyjeta skala

i tatwo pokazadé, ze niejednokrotnie zmiana skali powoduje zmiang wnioskow
co do tego, ktéry rozklad jest bardziej réwny. Jest to, oczywiscie, niepozadane.
W praktyce rzadéw i organizacji miedzynarodowych dojrzewa przekonanie, ze
nalezy wychodzi¢ poza PKB per capita w rozumieniu tego, czym jest postep
spoteczno-ekonomiczny. Stad jest duza potrzeba rozwoju teorii pomiaru
nieréwnosci, ktéra obejmuje wiele zmiennych i r6znego typu.

ﬁ Zadania

Redaguje Lukasz BOZYK

M 1564. W turnieju szachowym wzieto udzial n zawodnikéw
(n > 2). Kazdy zawodnik rozegral z kazdym innym zawodnikiem
doktadnie jedna partie, przy czym zadna partia nie zakonczyta
sie¢ remisem. Niech w; oraz p; beda odpowiednio liczbami
zwyciestw i porazek i-tego gracza, gdzie i = 1,2,...,n.
Wykazacé, ze

n n

2 _ 2
E wi = E Di-
i=1 i=1

Rozwiazanie na str. 6

M 1565. W turnieju szachowym bierze udzial 2n zawodnikéw
(n > 2). Chcemy zaplanowaé rozgrywki skladajace sie

z 2n — 1 rund w taki sposob, aby kazdy zawodnik rozegrat

w kazdej rundzie dokladnie jedna partie oraz tak, aby

w calym turnieju kazdy zawodnik zagral z kazdym innym
zawodnikiem doktadnie raz. Wyznaczy¢ wszystkie dodatnie
liczby catkowite n, dla ktérych jest to mozliwe.

Rozwiazanie na str. 18

M 1566. W turnieju szachowym wzigto udzial n zawodnikéw
(n = 3). Kazdy zawodnik rozegral z kazdym innym zawodnikiem
doktadnie jedna partie, przy czym zadna partia nie zakonczyta
sie remisem. Po turnieju wszyscy zawodnicy usiedli przy
okraglym stole w taki sposob, ze kazdy zawodnik wygrat

z osoba siedzaca obok niego z jego lewej strony. Wyznaczyd,
w zaleznosci od n, najwigksza liczbe k o nastepujacej
wlasnodci: istnieje (niezaleznie od przebiegu turnieju) co
najmniej k réznych takich tréjek zawodnikow A, B, C,

ze A wygral z B, B wygral z C oraz C wygral z A.
Rozwiazanie na str. 16

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 951. Energia wiazania czasteczki tlenu (Og)
wynosi E = 493,6kJ/mol. Jaka jest minimalna
warto$¢ predkosci czasteczek tlenu, dla ktorej

ich zderzenia niesprezyste moga doprowadzi¢ do
zerwania wigzania przynajmniej jednej z nich?
Jakiej temperaturze gazu odpowiada ta predkosé?
Stata Boltzmanna k ~ 1,381 - 10722 J/K, liczba
Avogadro N = 6,022 - 1023 /mol, masa tlenu wynosi
m = 32g/mol.

Rozwigzanie na str. 1

F 952. W roku 1927 Davisson i Germer badali
odbicie wiazki elektronéw przyspieszonych
napieciem U = 150V od powierzchni krysztatu
niklu. Obserwowali maksima odbicia pod
pewnymi katami. Czeé¢ maksiméw odpowiadata
interferencji fal de Broglie’a odbitych od sieci
atoméw tworzacych powierzchnie. Wystepowaly
jednak takze maksima wynikajace z interferencji
fal rozpraszanych na plaszczyznach atomowych
w glebi krysztatu i rownoleglych do jego
powierzchni. Potozenia tych maksiméw mozna
wyjasnié¢ przyjmujac, ze fale de Broglie’a
padajacych elektronéw ulegaja zalamaniu ze
wspdélezynnikiem zatamania n =~ 1,05. Zmiana
kierunku ruchu elektronéw wynika z ich
oddzialywania z jonami sieci. Ile wynosi $redni
potencjal Uy, zwiazany z wewnetrznym rozktadem
tadunku w krysztale?

Rozwiazanie na str. 2



* doktorant w Centrum Astronomicznym

im. Mikotaja Kopernika PAN

Galaktyki w komputerze
Grzegorz GAJDA*

Symulacje komputerowe sg dzisiaj niezbedna czescia badan naukowych, na
réwni z rozwazaniami czysto teoretycznymi i prowadzeniem eksperymentéw
lub obserwacji. Na przyktadzie modelowania fizyki galaktyk mozemy zobaczy¢,
dlaczego symulacje sa tak istotne, w jaki sposob sie je konstruuje, czego sie
dzieki nim uczymy oraz jakie sa ich ograniczenia.

W astronomii, w przeciwienstwie do innych nauk przyrodniczych, takich jak
np. biologia czy fizyka, nie jestedmy w stanie przeprowadzaé¢ kontrolowanych
eksperymentow. Jestesmy zdani jedynie na obserwacje. Jednak ze wzgledu
na to, ze skale czasowe zjawisk zachodzacych w astronomii sa czesto bardzo
duze, a w przypadku dynamiki i ewolucji galaktyk wynosza setki milionéw
badz miliardy lat, nie jesteSmy w stanie obserwowaé tych zjawisk bezposrednio.
Dlatego tez symulacje sa sprawdzianem naszego zrozumienia fizyki danego
zjawiska. Jesli nie udaje si¢ w komputerze odtworzy¢ tego, jak wyglada
Wszechéwiat, to znaczy, ze nie wzigliémy pod uwage wszystkich istotnych
proceséw. Oczywiscie, nie dziala to w druga strone — zgodno$¢ wynikéw
symulacji z danymi obserwacyjnymi jeszcze nie oznacza, ze wszystko
zrozumielismy.

Stopien skomplikowania symulacji postepuje wraz z poglebianiem wiedzy.
Niemniej istotny jest takze wzrost mozliwoéci komputeréw. Sktadniki typowej
symulacji galaktycznej mozna oméwi¢ w kolejnosci koniecznosci wiaczenia

ich do modelu. Na pierwszy rzut oka na nocnym niebie widzimy przede
wszystkim gwiazdy. Mogloby sie wydawaé, ze dalsza droga jest prosta i polega
na umieszczeniu w symulacji wszystkich gwiazd w danej galaktyce. Nastepnie,
korzystajac z prawa grawitacji Newtona, obliczamy, jaka sitg dzialaja wszystkie
gwiazdy na siebie nawzajem. Otrzymujemy informacje, z jakim przyspieszeniem
si¢ poruszaja, uaktualniamy ich pozycje i predkosci, znowu obliczamy sity — i tak
dalej. Niestety, taka symulacja nie jest mozliwa ze wzgledu na ograniczenia
techniczne. Szacuje sie, ze w Drodze Mlecznej znajduje sie kilkaset miliardow
gwiazd. Jedynie najbardziej zaawansowane symulacje, przeprowadzane na wielu
tysiacach procesoréw, zblizaja sie do takiej liczby obiektéw. Jesli dysponujemy
mniejszymi zasobami lub chcemy $ledzié¢ ewolucje i oddziatywanie wielu galaktyk
jednoczesnie, to trzeba pdj$é na kompromis. Polega on na tym, Zze nie analizuje
sie pojedynczych gwiazd, a raczej cale ich skupiska, ktére mozna poniekad
identyfikowa¢ z gromadami gwiazd o masach wielu tysiecy mas Slonca.

Z obserwacji wiadomo, ze galaktyki dyskowe obracaja sie zbyt szybko

w stosunku do ich widzialnej masy — jest jej zbyt mato, zeby utrzymaé
galaktyki w catosci. Musimy wiec doda¢ do naszego modelu ciemna materie, aby
galaktyki nie rozpadly sie od razu po uruchomieniu symulacji. Ciemna materie
modelujemy za pomoca masywnych czgstek, ktore nie maja nic wspélnego

z hipotetycznymi elementarnymi czasteczkami ciemnej materii — na odkrycie
tych ostatnich w ziemskich laboratoriach astronomowie bardzo licza.

Majac galaktyki skladajace sie z gwiazd i ciemnej materii, mozna juz prowadzi¢
interesujace symulacje komputerowe. W ten sposéb symuluje sig, jak galaktyki
zmienia swoje ksztalty pod wplywem bliskich spotkan z innymi galaktykami
badz w jaki sposéb ewoluuja ich struktury i ksztalty. Taki model nadal

jest jednak niepelny, gdyz nie jest w nim mozliwe $ledzenie powstawania
galaktyk. Obecne, w tym uproszczeniu gwiazdy sa stale i niezmienne, nie

ma takze $wiezego gazu, z ktérego moglyby powstaé¢ nowe gwiazdy. Musimy
zatem dolozyé do naszego modelu gaz miedzygwiazdowy, ktérego fizyka jest
zdecydowanie bardziej skomplikowana niz oddzialywanie grawitacyjne punktow
materialnych. Istnieje kilka sposobéw na przetozenie réwnan dynamiki gazéw
na jezyk symulacji komputerowych. Oczywiscie, powinny one dawaé takie

same rezultaty, jednak czesto okazuje sie, ze réznig sie one w szczegotach.
Jednym z waznych aspektéw jest zrozumienie, w jaki sposéb uzyte metody
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Rozwigzanie zadania M 1564.
Zauwazmy, ze dla kazdego 1
w; +p; =n — 1, a takze

n n
E w; = E Pi,
i=1 i=1

gdyz kazda strona powyzszej réwnosci
jest réwna liczbie wszystkich rozegranych
partii. Wobec tego

2 2 2 2
E wi — E P = E (wi —pi) =
i=1 i=1 i=1
n
= E (wi —pi)(wi +pi) =
i=1

n

(n=1)Y (wi—pi) =

i=1

skad wynika postulowana réwnosé.

(n—1) (i w; — ip;) =0,
i=1 i=1

numeryczne wplywaja na koncowy rezultat i w jaki sposob sprawié, aby jak
najlepiej odpowiadal rzeczywistosci.

Zaprogramowanie fizyki powstawania i ewolucji gwiazd tez spotyka sie

z ograniczeniami technicznymi. Ze wzgledu na zbyt duza rozpieto$é¢ skal
wielkosci nie jestedmy w stanie Sledzi¢ powstawania pojedynczych gwiazd w tej
samej symulacji, w ktorej badamy galaktyki i gromady galaktyk. W zwiazku

z tym powszechnie korzysta sie z modelu, w ktorym stygnacemu i gestniejacemu
gazowi przypisuje sie pewne prawdopodobienstwo przeksztalcenia sie

w populacje gwiazd.

W pierwszych symulacjach, ktore zawieraly elementy wymienione powyzej,

nie powstawaty galaktyki podobne do tych, ktére obserwujemy w realnym
Wszechéwiecie. Zamiast galaktyk spiralnych, majacych ksztatt cienkiego

dysku, powstawaly obiekty grubsze i bardziej obte. Okazalo sie, ze kluczowym
problemem bylo bardzo szybkie chtodzenie sie gazu miedzygwiazdowego, ktore
prowadzilo do zbyt szybkiej kondensacji i powstawania nadmiernie wielu gwiazd.

Rozwiazaniem problemu byto wziecie pod uwage tego, ze mtode i masywne
gwiazdy wybuchaja jako supernowe, dostarczajac energie do osrodka
miedzygwiazdowego. Prowadzi to do powstania sprzezenia zwrotnego (feedback):
jesli w galaktyce powstaje duzo mtodych gwiazd, to w szybkim tempie
podgrzewaja one o$rodek miedzygwiazdowy, powodujac spowolnienie tempa
powstawania kolejnych gwiazd. Takie samoregulujace sie sSrodowisko umozliwito
powstawanie dyskowych galaktyk w symulacjach. P6zniej okazalo si¢ réwniez,
ze aby doprowadzi¢ do ewolucji galaktyk spiralnych w galaktyki eliptyczne,
niezbedne sa dodatkowe zrodla energii pochodzacej z supermasywnej czarnej
dziury znajdujacej sie w centrum kazdej duzej galaktyki.

Diagram Hubble’a galaktyk powstalych w symulacji kosmologicznej Illustris: eliptyczne (lewy gbérny rég), spiralne (z prawej) i nieregularne (lewy
dolny rég). Autorstwo: Illustris Collaboration.
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Illustris: www.illustris-project.org

EAGLE: icc.dur.ac.uk/Eagle/ oraz
eagle.strw.leidenuniv.nl/

*Instytut Matematyki Stosowanej
i Mechaniki, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski

[1] J. Banasiak, E.K. Phongi,
Canard-Type Solutions in
Epidemiological Models,
dx.doi.org/10.3934/proc.2015.0085

[2] J. Banasiak, Bifurkacje dynamiczne
i osobliwie zaburzone uklady réwnan,
imsm.mimuw.edu.pl/konf30/slides/
j-banasiak.pdf

Parametr z¢ odpowiada liczbie
zarazonych w chwili t = 0.

Dzigki postepowi technologicznemu oraz dostatecznemu zrozumieniu

istotnych proceséw mozliwe stato si¢ wierne symulowanie reprezentatywnych
kawalkow Wszech$wiata. Dwie takie symulacje to Illustris oraz EAGLE. Na
stronach internetowych obydwu projektéw znajduja si¢ modele oraz animacje
z symulacji, przedstawiajace m.in. powstawanie galaktyk eliptycznych oraz
spiralnych. W obydwu projektach udato si¢ odtworzy¢ wiele wlasnosci
obserwowanych galaktyk, miedzy innymi proporcje miedzy galaktykami
spiralnymi i eliptycznymi, sktad chemiczny, wielkoskalowy rozktad neutralnego
wodoru oraz rozktad galaktyk w gromadach.

Oczywiscie, sukces symulacji poprzedniej generacji nie jest konicem poszukiwan,
gdyz wciaz pozostaje wiele probleméw do rozwiazania. W Illustrisie powstajace
galaktyki sa nazbyt duze w poréwnaniu z rzeczywistymi rozmiarami. Innym
problemem jest to, ze gwiazdy w malych galaktykach powstawaly zbyt szybko,
wiec ich koncowy wiek jest 2-3 razy wigkszy od obserwowanego.

Najwazniejszym problemem, ktéry pozostaje do rozwiazania i ktéry jest
najbardziej niepokojacy dla naukowcéw, jest problem wspomnianego juz
feedbacku. Niedostateczna rozdzielczosé symulacji oraz niepelne zrozumienie
odpowiednich procesow fizycznych skutkuje tym, ze dostarczanie energii do
osrodka miedzygwiazdowego przez gwiazdy i aktywne jadra galaktyk jest
modelowane w sposéb bardzo przyblizony, a nie wyprowadzane z podstawowych
praw fizyki. Najkrocej méwiac, dobierane sa takie parametry, aby pewna
wlasnos$é populacji galaktyk jak najlepiej zgadzata sie z rzeczywistoscia.

Na przyklad w symulacji EAGLE dazono do odtworzenia rozkladu ilosci
galaktyk w zaleznosci od ich masy, a w przypadku Illustrisa — $redniego tempa
powstawania nowych gwiazd w trakcie calej historii Wszechswiata. Zatem to,
ze ostatecznie otrzymano zgodnosé tych parametrow z obserwacjami, nie jest
sukcesem modelu, gdyz ten zostal dopasowany tak, aby otrzymaé taka zgodnosé.

W ciagu ostatnich kilkunastu lat dokonal si¢ olbrzymi postep w modelowaniu
galaktyk. Dzieki symulacjom komputerowym mozemy §ledzié¢ przebieg
proceséw astronomicznych niemozliwych do zaobserwowania. Mimo wszystkich
niedociagni¢é i probleméw umozliwily one lepsze zrozumienie proceséw
majacych wplyw na formowanie si¢ i ewolucje galaktyk. Obecnie kilka zespoléw
astrofizykéw pracuje nad nastepna generacja symulacji kosmologicznych,

po ktérych mozemy spodziewaé sie jeszcze lepszej zgodnosci z danymi
obserwacyjnymi.

\/’*—\‘/*\\—\,

Roéwnanie z dreszczykiem
Piotr KRZYZANOWSKI*

Jaki$ czas temu Marek Bodnar z sasiedniego Zakladu Biomatematyki pokazal
mi niepozornie wygladajace réwnanie rézniczkowe, ktore pojawito sie w pewnym
modelu przebiegu choroby zakaznej:

(1) X'(1) = —pX(1) + %()\X(T) (Ne"™™ — X(1)) — ’yX(T)).

Liczby p, A\, €,7v,7, N sa stalymi, dodatnimi parametrami modelu (zob. [1, 2]).
Niewiadoma jest funkcja X (7) odpowiadajaca liczbie chorych przypadajacych
na jednostke powierzchni. Zmienna niezalezna 7 to czas. Odpowiednio
skalujac zmienne wystepujace w rownaniu, mozemy sprowadzi¢ je do prostszej,
rownowaznej postaci

2) 2'(t) = x(t) - (e*" — B — (1)),

przy czym A, B > 0 zaleza od parametréw oryginalnego zadania. Dodatkowo
na rozwiazanie nakladamy warunek z(0) = zg, gdzie xo > 0 jest kolejnym
parametrem zadania.
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Rys. 1. Wykres rozwigzania x(t) = cos(t)
réwnania z’(t) = —sin(t) w kazdym

swoim punkcie (¢, z) jest styczny do
wektora [1, — sin(t)].
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Rys. 2. Metoda Eulera, wymys$lona przez
kréla matematykéw podobno na potrzeby
przyblizonego rozwigzania zadania

z hydrauliki fontann dla kréla Prus. Tutaj
zastosowana do zadania z rysunku 1,

dla h = 0,7.
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Rys. 3. U géry: rozwigzania dla réznych
wartosci parametru A modelu (2) tylko
z pozoru wygladajg sensownie. Na dole:
rozwigzania wyznaczone dla tej samej
wartosci A = 9,52381, ale przy réznych
tolerancjach (ATOL,RTOL) pracy LSODE
znacznie sie réznig (jedno wyglada wrecz
na zerowe), co jest bardzo podejrzane.

Jest to réwnanie rézniczkowe Bernoulliego drugiego stopnia. Czytelnikom
nie w pelni zaznajomionym z teorig rownan rézniczkowych wyjasnijmy, ze
wykres poszukiwanej przez nas funkcji :(t), spelniajacej réwnanie rézniczkowe
zapisane w ogdlnej postaci

®3) ' (t) = f(t,2(t)),

ma taka wlasno$é, ze jest on styczny w kazdym swoim punkcie (¢, z(t)) do
wektora o kierunku [1, f(¢,x(¢))], zob. przyklad na rysunku 1 dla f(¢,z) = —sin(t).
W przypadku réwnania (2), oczywiscie, f(t, ) jest inne, réwne z - (et — B — x).

Roéwnanie rézniczkowe? Alez to proste!

W dzisiejszych czasach zdawaé by sie moglo, ze nie musimy rozumieé, czym jest
rownanie rézniczkowe — wystarczy tylko wiedzieé, z jakiej biblioteki numerycznej
skorzystaé¢ na swoim laptopie. .. Rzeczywiscie: jedna z najlepszych (LSODE)
jest wbudowana w darmowy pakiet obliczenn komputerowych GNU Octave;
inne, rownie znakomite, sa uzywane przez MATLAB-a, Scipy, Mathematice, itd.
Dlatego codziennie naukowcy i inzynierowie z catego swiata wykorzystuja je do
rutynowego numerycznego rozwiazywania rownan rézniczkowych na komputerze,
ufajac ich technicznej doskonalosci i wbudowanej wiedzy, obejmujacej
kilkanadcie (lub wiecej) lat uzytkowania w najrézniejszych warunkach.

Jak dziala taka biblioteka? Najprostsza strategia numerycznej aproksymacji
rozwiazania réwnania (3) jest przyjecie, ze na krétkich odcinkach czasu
dlugosci h funkcja f jest stala (innymi stowy, ze rozwiazanie jest funkcja
liniowa), co prowadzi do tzw. metody Eulera:

Tp+1 = Tn + h- f(tnaxn>a

gdzie t,, = nh oraz (mozna udowodnié, ze) x, ~ z(t,) (zob. rys. 2). Nietrudno
zgadnaé, ze oprocz tej prosciutkiej metody sa tez bardziej zaawansowane, np.
schematy wielokrokowe lub metody Rungego-Kutty — réwniez w wersjach, ktére
dodatkowo automatycznie dopasowuja dtugosé h do rzeczywistego przebiegu
rozwiazania tak, by zagwarantowa¢ spelnienie okre$lonych przez uzytkownika
kryteriéw tolerancji. Wspomniany powyzej LSODE uzywa wtasnie schematéw
wielokrokowych z adaptacja dlugosci kroku.

Febra wykresu: rozpoznanie, diagnoza i kuracja

Uzywajac whudowanej w pakiet Octave biblioteki LSODE do rozwiazania (2)
dla parametréw B = 157,143, xg = 0,2 i kilku wybranych wartosci A,
odpowiednich dla modelowanego zjawiska, dostaniemy tadne wykresy, takie
jak na rysunku 3 na gorze.

Jak zauwazyl Marek Bodnar (i dlatego pokazal mi to réwnanie, bo wie, ze lubie
takie smaczki), gdy ustalimy zestaw parametréw zadania, ale za to bedziemy
bawié¢ sie tolerancjami pracy LSODE, otrzymamy podobne, lecz jednak
zdecydowanie rézne rozwiazania (rys. 3 na dole). (Zobacz tez uwagi J. Banasiaka
w [2, str. 36]. Analogiczne zjawisko pojawi si¢ takze w MATLAB-ie i in.)

Jak to rozsadzi¢? Kto przeszedl kurs Rownan roiniczkowych zwyczajnych, ten
zauwazy, ze (2) tylko troszke rézni sie od klasycznego réwnania logistycznego
y'(t) =y(t)- (C—y(t),
dla ktérego znamy jawny wzor na rozwiazanie:
y(t) = Cy(to)
y(to) + (C = y(to)) e~ Cli—to)
Gdyby wiec — podobnie jak w metodzie Eulera — przyjaé¢ chwilowo, ze czton e

jest stala wynoszaca, powiedzmy, e? to wtedy (2) zamienia si¢ w réwnanie
logistyczne z C' = et — B.

At

Ta wiedza pozwoli nam rozstrzygnaé, ktore z uzyskanych przez nas rozwiazan
jest akceptowalne. Wykorzystamy nastepujace twierdzenie poréwnawcze:
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Twierdzenie (Peano). Jesli funkcje x,y: [0,T] — R sq réiniczkowalne i spelniajq
dla 0 <t <T warunki:

2'(t) = f(tat),  y@) <flty®),  y(0)<z(0),
toy(t) <ax(t) dla0<t<T.

7 tego, co powiedzielidmy wczesniej, wynika, ze jako y wystarczy wziacé
rozwigzanie réwnania logistycznego z C' ciut mniejszym niz e’ — B, gdyz

w naszym zadaniu z(t) jest zawsze dodatnie. Latwo tez uzupelnié tresé
powyzszego twierdzenia tak, aby otrzymaé¢ analogiczne dolne oszacowanie (t).
Ponadto nic nie stoi na przeszkodzie, bysSmy zastosowali je — podobnie jak

w metodzie Eulera — nie od razu dla wszystkich ¢, ale wielokrotnie na krétkich
odcinkach dlugosci, powiedzmy, H = 1. W ten sposéb dostajemy dwie — jak sie
okazuje, catkiem bliskie — krzywe, bedace $cistymi oszacowaniami z géry i z dohu
dla prawdziwego (wciaz nieznanego!) rozwiazania (2): obie zostaly naszkicowane
na rysunku 4.

Mt 20,16 Niestety, na rysunku 4 widzimy takze, iz

100 (10:’ 10;0) z'gden wcezesniej otrzymany wykres LSODE nie} miesci
(1075, 1077) sie w wyznaczonym przez nas korytarzu, w ktorym
(10719, 107%) must przebiegaé rozwiazanie. I, niczym w biblijnej
10-10 Sciste ogr. dolne przypowiesci, prymitywna metoda Eulera ostatecznie
= sciste ogr. gérne wygrywa z wyrafinowanym LSODE: rozwiazania
5 wyznaczone przez jedna z najlepszych numerycznych
Lg—20 - metoda Bulera bibliotek okazuja sie bowiem dramatycznie kiepskie tam,
gdzie wartoéci sa bardzo male: wykres trzesie sie jak
w febrze, cho¢ z teorii wiadomo, ze powinien by¢ gladki.
1030 Patrzac na rysunek 4, zaczynamy rozumieé, o co
0 02 04 - 06 08 chodzi. Schemat taki, jak LSODE ma wbudowany
t mechanizm sterowania diugoscia kroku (w zamysle
Rys. 4. Wykresy rozwigzan LSODE w skali logarytmicznej ukazuja ShlZQCy polepszem'u jakoéci rozwi@zania!), ktéry

podejrzane zachowanie dla malych wartosci z(t). Gérne i dolne . . L. L. A X . .
oszacowanie na bazie twierdzenia Peano sa tak bliskie, ze na rysunku Jednak najwyrazniej gubl s1€, gdy rozwigzanie staje sie

wygladaja jak jedna krzywa.

w specyficzny sposob czule na niewielkie odchylenia od

Podobnemu wykresowi, z MATLAB-a, przygladalismy sie dokladnej wartosci, a tak dzieje sie, gdy rozwiazanie

w poprzednim numerze Delty.

Parametry F, G w réwnaniu (4) zaleza,
oczywiscie, od A i B.

O innych perypetiach wykorzystania
komputera do wykonania obliczen
pisaliémy m.in. w Agg, Agg, A[l]g.

Ukuto nawet specjalny termin:
Computer—Aided Catastrophe.

przybliza si¢ do zera.

LSODE (w koncu) tez daje rade! W takiej sytuacji — gdy zadanie staje
sie zbyt trudne dla uzywanej metody — numeryk czesto proponuje: MoZe wiec
zmienmy. .. zadanie?! Faktycznie, wprowadzajac w (2) nowa niewiadoma

y = log x, dostaniemy kolejne rownowazne réwnanie:

(4) Y () =—G+ef ='W, y(0) =log(xo),

ktérego rozwiazania maja znacznie spokojniejszy przebieg niz (2). LSODE
rozwiazuje je bez trudu, wiec kladac nastepnie z(t) = e?®) | wyznaczamy
znakomity wykres, nareszcie idealnie wpasowujacy si¢ pomiedzy gérne i dolne
ograniczenie. Nie pokazujemy tego wykresu, bo i tak w uzywanej przez nas skali
bedzie nieodréznialny od krzywych ograniczajacych z rysunku 4.

Walka nie jest jeszcze wygrana

Ale w Zyciu takie rzeczy nie zdarzajg sie, prawda? — chcialoby sie zapytad,
majac w pamieci, ze cala technologiczna nowoczesno$¢ wokol nas byta zapewne
wczedniej testowana w modelach komputerowych, ktére — jak przekonuje nas
codzienne do$wiadczenie — najwyrazniej musialty da¢ sie numerycznie rozwiazac
w wystarczajaco doktadny sposob. Generalnie, metody numeryczne rzeczywiscie
dzialaja zdumiewajaco dobrze; jednak trafiaja sie spektakularne niepowodzenia
— takie, jak zatoniecie 26 lat temu plywajacej platformy wiertniczej Sleipner
(zakonczone wstrzasem tektonicznym o mocy 3 stopni w skali Richtera

i stratg rzedu 700 mln dolaréw) — spowodowane tylko jednym czynnikiem:
zlekcewazeniem naturalnych ograniczen standardowych pakietéw obliczeniowych.

Warto o tym pamietaé, naciskajac klawisz Enter. .. i nie tylko.
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Sztuczna inteligencja
Andrzej DABROWSKI

e Raj na Ziemi jednak istnieje. Znalazla go sztuczna inteligencja.

e Sztuczna inteligencja pomoze w walce z bioterroryzmem. Nauczyta
sie rozpoznawaé bakterie waglika.

e Potezna kasta zawodowa moze zniknaé¢ bez sladu. Sztuczna
inteligencja bez trudu pokonata setke ekspertow.

e Zaleje nas spam. Sztuczna inteligencja ztamala system weryfikacji

CAPTCHA.
Takie i podobne tytuly pojawiaja sie codziennie,
zarOwno w czasopismach, na stronach internetowych,
jak i uslysze¢ mozna je w telewizji czy w radiu.
A to nie wszystko. Po wpisaniu przez nas hasta
w wyszukiwarce internetowej sztuczna inteligencja
nie tylko wybierze najbardziej pasujace linki, ale
i okrasi je odpowiednimi reklamami. Czytajac e-mail,
mozna nie zauwazy¢ wickszosci spamu — to tez efekt
dziatania sztucznej inteligencji. W wielu miejscach
sztuczna inteligencja dziala niewidzialnie dla nas. Nie
wiadomo, ktore wiadomodci czy artykuty na stronach
sportowych czy ekonomicznych redaguje dziennikarz,
a ktére sztuczna inteligencja. Przytloczeni przez hasta
sztuczna inteligencja, uczenie maszynowe, glebokie sieci
neuronowe nie wiemy, czy to tylko atrakcyjne hasta, czy
tez kryja sie za tym rzeczywiste dokonania. Prawda jest
taka, ze za tymi hastami kryje sie rewolucja nie tylko
technologiczna. Zmienia si¢ sposéb, w jaki uprawia sie
nauke, diagnozuje choroby, a nawet tworzy dzieta sztuki.
Pesymisci przewiduja intelektualna dominacje sztucznej
inteligencji nad czltowiekiem, przywolujac pokonanie
arcymistrzow gry w szachy i go.

Komputery zawsze uwazane byly za narzedzia uzyteczne,
wykonujace prace obliczeniowe i ksiegowe. Nazwa mdzgi
elektronowe, ktora byta powszechnie uzywana w czasach,
kiedy zaczynatem studia, dos¢ szybko zanikla, bo, jak sie
okazalo, byta zdecydowanie na wyrost.

Zostaly adekwatne nazwy: komputer (compute — liczy¢), czy po czesku

pocitaé¢ (pocitadlo — liczydlo), ale po francusku ordinateur (ordre
porzadek, rozkaz).

Teraz ta nazwa bylaby juz blizsza prawdy.

Tradycyjnie, aby sprawié, by komputer cos$ zrobit,
nalezalo napisa¢ program, szczegdltowo opisujacy
wszystkie kroki, ktore ma wykonaé¢. W uczeniu
maszynowym, dziale sztucznej inteligencji, to komputer
sam buduje sw6j program dzialania, uczac si¢ na
podstawie dostepnych mu danych (im wiecej danych,
tym lepiej — stad big data) — wydobywa z nich wiedze,
proponujac najbardziej prawdopodobny wynik. Tak
wigc uczenie maszynowe jest operacja odwrotna do
programowania. Inng réznicg jest, ze w tradycyjnym
podejsciu wyniki pracy komputera sa przewidywalne
(deterministyczne), a w uczeniu maszynowym losowe,
a ich przypadkowos$¢ zmniejsza sie wraz ze wzrostem
liczby danych.

Celem uczenia maszynowego jest wytrenowanie
komputerow tak, aby byly w stanie podejmowac

10

optymalne decyzje. Co jest zadziwiajace,
najroznorodniejsze zastosowania uczenia maszynowego
sa efektem praktycznie takiego samego algorytmu
uczacego — o wiele prostszego niz algorytmy uzywane
w tradycyjnych programach komputerowych.

Co moze sztuczna inteligencja?

W powszechnej opinii sztuczna inteligencja kojarzy sie
z sieciami neuronowymi, a ostatnio z glebokimi sieciami
neuronowymi. Jednak zajmuje ona znacznie bardziej
rozlegly obszar aktywnosci. Oto kilka z nich.

1. Reprezentacja wiedzy. Wykorzystuje sie
gigantyczne bazy wiedzy w celu zbudowania systeméow
eksperckich. Przyktadem zastosowania tej dziedziny
sztucznej inteligencji sa system GIDEON (Global
Infectious Disease & Epidemiology Network),
zautomatyzowany wywiad lekarski, ktéry ma poméc

w diagnozowaniu choréb zakaznych i tropikalnych oraz
system Citizenship Application stuzacy do oceny, czy
dana osoba kwalifikuje si¢ do ubiegania o obywatelstwo

USA.

2. Planowanie automatyczne. System stuzacy
planowaniu i podejmowaniu decyzji, szczegdlnie przy
wykonywaniu operacji przez inteligentnych agentow,
roboty autonomiczne i samochody autonomiczne.

3. Przetwarzanie jezyka naturalnego. Zesp6t
procedur zajmujacych sie automatyzacja analizy,
rozumienia, ttumaczenia i generowania jezyka
naturalnego przez komputer.

4. Wizja komputerowa. Zajmuje si¢ rozpoznawaniem
obrazéw. Ma liczne zastosowania w kontroli produkcji
zywnosci i srodkow farmaceutycznych. Rozpoznawanie
waglika, o ktérym byta mowa na poczatku artykutu,
zwiazane jest z wizja komputerowa.

5. Robotyka. Technologia stuzaca wytwarzaniu
automatéw zastepujacych czlowieka. Dzialanie
robotow oparte jest na zastosowaniu réznych metod
sztucznej inteligencji: wizja komputerowa, planowanie
automatyczne, sieci neuronowe.

6. Silna sztuczna inteligencja. Projekty stworzenia
wirtualnego moézgu sa dopiero w powijakach. W ramach
projektu Blue Brain Project, rozpoczetego w 2005

roku przez Politechnike Federalng w Lozannie,
stworzono w 2011 roku symulacje, odpowiadajaca skali
moézgu pszezoly (okoto miliona neuronéw i miliarda
polaczert nerwowych). W 2015 roku Japonczycy uzyli



Owczesnie czwartego najszybszego komputera na swiecie
(komputer K ma 705 tys. rdzeni i 1,4 mln GB pamieci
RAM) do symulacji jednej sekundy aktywnosci 1%
mozgu ludzkiego. Komputer potrzebowal 40 minut,
aby wykonaé to zadanie. Kora ludzkiego moézgu,
odpowiedzialna za wyzsze procesy poznawcze, zawiera
15-33 miliardéw neuronéw, z ktorych kazdy moze
mie¢ do 10 tysiecy polaczen synaptycznych. Szacuje
sie iloé¢ informacji, potrzebnych do odtworzenia jej
funkcjonalnosci, na 500 petabajtow. Przewiduje sie, ze
superkomputery o wystarczajacej mocy obliczeniowej,
aby przetworzy¢ taka ilos¢ danych, powstana okoto
2020 roku.

Pierwszym zwiastunem silnej sztucznej inteligencji jest
program AlphaGoZero, ktéry bez pomocy czlowieka
nauczyl sie gra¢ w go. Mistrzowie tej gry zauwazyli ze
sztuczna inteligencja odkryla zupelnie nowe strategie gry,
nieznane czlowiekowi.

Podobnie, Google Translator, program do
automatycznego tlumaczenia, sam wytworzyl sztuczny
jezyk, pozwalajacy ttumaczy¢ pary jezykow, ktére nigdy
nie byly wczeéniej trenowane w procesie uczenia.

Uczenie maszynowe

Szczegolnie interesujaca dziedzina sztucznej inteligencji
jest uczenie maszynowe. Uczenie maszynowe
wykorzystuje dostarczane mu dane, stosujac w trakcie
treningu metody statystyczne. Uczenie maszynowe

jest czarng skrzynkg (czyli ukladem, o ktérego
budowie wewnetrznej nic nie wiadomo) z danymi na
wejsciu i wynikami na wyjsciu. Uczenie, okreslajace
zwiazek miedzy wejsciem a wyjéciem, oparte jest

na trzech schematach: uczenie nienadzorowane, uczenie
nadzorowane i uczenie przez wzmocnienie.

Uczenie nadzorowane zaklada obecno$é ludzkiego
nadzoru przy ocenie wynikéw, uzyskanych w kazdym
przebiegu algorytmu dla danych na wejsciu. Taki
sposéb treningu jest wykorzystywany przy klasyfikacji
z zadanymi wzorcami (rozpoznawanie pisma,
diagnostyka medyczna).

W uczeniu przez wzmocnienie program uzyskuje
sygnal w postaci nagrody czy kary w zaleznosci od
stopnia zgodnos$ci wyniku z projektowanym celem (tak
byly uczone komputery do gry w szachy i w go).

Uczenie nienadzorowane zaktada brak udzialu
czlowieka oraz systemu nagrod i kar w procesie
nauczania: grupowanie (klasteryzacja) danych,
segmentacja obrazu.

W bestselerowej ksiazce o algorytmach uczenia Naczelny
algorytm scharakteryzowano rézne podejscia do
modelowania relacji miedzy wejsciem a wyjsciem.

(P. Domingos, Naczelny algorytm. Jak jego odkrycie zmieni nasz
Swiat, Helion, 2016)

Symbolisci. Zaklada sig, ze inteligencja sprowadza
sie do manipulacji symbolami. Algorytm uczenia,
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ktérym postuguja sie symboliéci, to odwrotna dedukcja:
analizowana jest czes¢ zatozen i wynikajacych z nich
wnioskéw 1 dopasowywane sa te dodatkowe zalozenia,
przy ktorych wnioski sa najbardziej prawdopodobne.

Koneksjonisci. Zakladaja, ze mozg sklada sie z réznych
prostych elementéw tego samego typu (neuronéw).

O jego dzialaniu decyduje sila polaczen miedzy tymi
elementami. Podstawowym algorytmem uczenia jest
propagacja wsteczna. Polega ona na korekcji wag
polaczen miedzy neuronami po konfrontacji obliczonego
wyniku z rzeczywistym.

Ewolucjonisci. Zakladaja, ze podstawa sposobéw
nauczania (a raczej dopasowania) jest selekcja
naturalna. Metoda uczenia polega na uzyciu algorytméw
genetycznych.

Bayesisci. Zakladaja, ze wiedza polega na ocenie
wiarygodnosci wynikéow. Metoda uczenia polega

na uzyciu twierdzenia Bayesa i twierdzen z niego
wynikajacych. (Twierdzenie Bayesa pozwala obliczyé
prawdopodobienstwo przyczyny, gdy znany jest jej
skutek.)

Analogisci. Zakladaja, ze podobne rodzi podobne. To
czesto uzywane podejscie przy klasyfikacji z zadanymi
wzorcami. Algorytm uczenia to maszyny wektorow
wspierajacych (SVM — Support Vector Machine). Metoda
ta polega na szukaniu najbardziej ,,wyrazistych” granic
miedzy obszarami danych.

Sieci neuronowe

Sposréd wymienionych powyzej metod najczesciej
opisywane sa sieci neuronowe. Latwo przypisa¢ do
nich etykiete mézgu elektronowego, obrazowo opisaé
sposéb trenowania sieci i przedstawi¢ naprawde bogate
zastosowania. Dla matematyka sieci neuronowe maja
urok eleganckiej konstrukcji z ciekawie zarysowanym
problemem zwiazanym z klasycznymi problemami
matematycznymi.

Naturalne jest poszukiwanie zrédet sieci neuronowych
w budowie mézgu. Sygnaly w mézgu przekazywane

sg za pomocy sieci neuronéw. Neuron jest zbudowany

z ciala komorki oraz odchodzacych od niego wypustek:
aksonu i dendrytéw. Informacje w postaci sygnatéw
elektrycznych przekazywane sa do nastepnych neuronéw
przez akson, ktéry przewodzi pobudzenie z udzialem
synapsy do dendrytéw, nalezacych do kolejnego neuronu.

dendryt

synapsa

Roézne obszary moézgu sa odpowiedzialne za poszczegdlne
funkcje: widzenie, stuch, kontrola ruchu, myslenie



abstrakcyjne i inne. Wydawaloby si¢ naturalne, ze
neurony powinny wyspecjalizowaé si¢ w obstugiwaniu
poszczegdlnych funkeji. W kwietniu 2000 roku zespél
neurobiologéw z MIT opublikowal w czasopi$mie Nature
wyniki nadzwyczajnego eksperymentu. Zmienili oni
uktad potaczenn w mézgu fretki, zamieniajac potaczenia
nerwowe oczu z czescig kory mozgowej odpowiedzialnej
za stuch, a polaczenia nerwowe wychodzace z uszu

do czesci kory odpowiedzialnej za widzenie. Mozg

fretki szybko przystosowatl sie do nowej sytuacji — nie
zauwazono zadnej straty zaréwno w odczuciu bodzcéw
wzrokowych, jak i stuchowych. Wynika z tego, ze
wszystkie neurony dzialaja tak samo, a polaczenia

w sieci neuronowej dopasowuja sie do funkcji, ktére maja
obstugiwac. Jest to wskazdéwka, ze modele mdzgu mozna
budowaé z tych samych elementéw, a trening stuzy

do ustanowienia potaczen, zaleznych od modelowanej
funkcji. Mozna postawié¢ pytanie: jaki powinien by¢
najprostszy model sieci neuronéw i polaczen miedzy
nimi, aby moégt stuzyé do zbudowania relacji miedzy
danymi i wynikami danego typu?

Model sieci neuronowych, przedstawiony znacznie
wczesniej od propozycji neurobiologéw z MIT (Model
Hebba zaproponowany byt w latach 40. XX wieku,
model perceptronu w latach 60.), zaklada, ze neurony
dzialaja tak samo, a zréznicowanie dziatalnosci sieci
jest okreslone przez potaczenia miedzy neuronami.
Sieci neuronowe sktadaja sie z neurondéw w warstwie
wejsciowej, warstwach posrednich i warstwie wyjsciowej.
Pelniejszy opis mozna znalezé w artykule K. Ambroch

Sztuczne sieci neuronowe, MSN, Nr 32 (2004)

http://www.smp.uph.edu.pl/msn/32/ambroch.pdf. Wykresy pochodza
z tej samej publikacji.
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Funkcja aktywacji w zasadzie powinna mie¢ postaé
funkcji progowej F' (@) = 1jpsq,). Zazwyczaj jest
zastepowana przez rézniczkowalne sigmoidalne funkcje
rosnace o asymptotach poziomych 1 i 0 (odpowiednio
w 00 1 —00). Przyjmuje sie, ze w sieci wystepuje jeden
rodzaj funkcji aktywacji. Czy tak ubogie sieci moga by¢
uniwersalne?

Uniwersalne twierdzenie aproksymacyjne

Sieci o jednym wyjéciu modeluja obliczanie wartosci
funkcji, a neurony reprezentuja funkcje aproksymujace.
W problemie aproksymacji chcemy jak najbogatsza
rodzine funkcji przyblizyé za pomoca jak najprostszej,
tatwo zdefiniowanej rodziny funkcji. W 1885 roku Karl
Weierstrass udowodnil twierdzenie, ze kazda ciagla
funkcja z domknietego odcinka jest jednostajna granica
ciggu wielomianéw. Twierdzenie to byto uogdlniane na
wiele sposobéw, dobierano rézne rodziny funkcji, aby
przyspieszy¢ zbieznoéé czy powigkszy¢ rodzine funkcji
aproksymowanych. We wszystkich tych przypadkach
rodzina funkcji aproksymujacych byta nieskonczona.

Spoérod 23 probleméw, ktore David Hilbert przedstawit
na IT Miedzynarodowym Kongresie Matematykdow

w 1900 roku w Paryzu, 13. problem dotyczy istnienia
rozwigzan wielomianéw stopnia 7. bedacych algebraiczna
(wariant: ciagla) funkcja dwoch zmiennych. Pytanie

to mozna (w nieoczywisty sposéb!) uogélnié: Czy

kazda ciggla funkcja trzech zmiennych jest zloZeniem
skonczonej liczby cigglych funkcji dwoch zmiennych?

W 1957 roku 19-letni uczeri, Wiadimir Arnold,
korzystajac z picknego twierdzenia Kolmogorowa (kazda
ciggta funkcja wielu zmiennych jest zloZeniem skonczonej
liczby funkcji trzech zmiennych), odpowiedzial
twierdzaco na to pytanie.

Péiniej Kolmogorow wykazal, ze ciagla funkcja wielu
zmiennych moze by¢ przedstawiona za pomoca operacji
zlozenia 1 dodawania funkcji tylko jednej zmiennej.

7 twierdzen tych wynika, ze w problemie aproksymacji
mozna uzy¢ skoniczonej liczby funkceji. Dopiero
twierdzenie Cybenki (nazywane uniwersalnym
twierdzeniem aproksymacyjnym) z roku 1989 pokazalo,
jak uniwersalne sg sieci neuronowe.

Twierdzenie (Cybenko). Niech F bedzie cigglg
funkcjq sigmoidalng. Skoriczone sumy postaci

G(z) = Z;V:1 o F(w] x4 0;) sq geste w przestrzeni
funkcji cigglych n zmiennych na kostce jednostkowej.

Powyzsze twierdzenie pokazuje, ze sie¢ z jedna warstwa
wewnetrzna, z dowolna ciagla funkcja aktywacji, moze

z zadana dokladnoscig aproksymowaé funkcje ciagta.

W tej samej pracy Cybenko wykazal, ze twierdzenie

to jest rowniez prawdziwe, gdy mamy do czynienia

z zagadnieniem klasyfikacji (a wiec: gdy funkcja celu jest
stata na podzbiorach stanowiacych skonczony podziat
kostki w R™).

W praktyce uzywane sa glebokie sieci neuronowe
sktadajace si¢ z wielu warstw. Pozwala to na szybsza



optymalizacje sieci, szczegdlnie gdy warstwa wyjsciowa
sklada si¢ z wielu neuronéw. Ostatnio nawet Google
zamienil swéj algorytm oceny wynikdéw przeszukiwania
sieci PageRank na wersje RankBrain, oparta na
glebokich sieciach neuronowych.

Uczenie sieci

O potedze sieci neuronowych decyduje uczenie sieci. Po
wprowadzeniu danych x na wejscie sieci z zadanym
uktadem wag oblicza si¢ wyjscie y. Warto$¢ wyjscia
jest oceniana w zaleznosci od metody uczenia. Tak

otrzymany btad wyniku y jest podstawa do korekty wag.

Ta korekta jest tym, co okreslamy uczeniem sieci.

Podstawowym algorytmem korekty wag jest propagacja
wsteczna. Model sieci neuronowej da sie opisac

przez funkcje wielu zmiennych mierzaca dopasowanie
sieci. Na przyklad w uczeniu nadzorowanym funkcja

ta mierzy roéznice miedzy wynikiem, otrzymanym

z sieci, a wzorcem. Tymi zmiennymi sa wagi polaczen
miedzy neuronami. Dobra sie¢ to taka, w ktérej

funkcja dopasowania osiaga wartos$é bliska optymalne;j.
Propagacja wsteczna w klasycznej postaci to nic

innego jak metoda najszybszego spadku. Wagi

polaczen koryguja sie w kierunku gradientu funkcji
dopasowania, obliczonego dla ostatnio zadanego zestawu
danych z. Dysponujac duza liczba dobrze dobranych
zestawow, wagi polaczen zblizaja si¢ do swoich wartosci
optymalnych, a wiec sie¢ staje sie coraz bardziej
dopasowana do zestawu danych uczacych.

Postep w budowaniu sieci neuronowych polega na
eksperymentowaniu z réznymi funkcjami aktywacji,
zmiang algorytmu optymalizacji w propagacji wstecznej
(np. stochastyczna metoda najszybszego spadku

czy metoda dropout), wreszcie dopasowywaniem
architektury sieci. Ostatnio do tego celu uzywa sie
algorytméw genetycznych (neuroevolution), gdzie

w jednym przebiegu poprawia sie nie tylko wagi
potaczen, ale i architekture sieci metodami algorytmdw
genetycznych.

Wady sztucznej inteligencji

W chérze zachwytéw nad osiagnigciami sztucznej
inteligencji nie powinno zabrakna¢ refleksji nad

btedami spowodowanymi niewlasciwg konstrukeja
algorytmu sztucznej inteligencji, jak i jego niewlasciwym
wykorzystaniem.

Przeuczenie. Zjawisko to wystepuje wtedy, gdy zbiér
danych treningowych jest zbyt mato zréznicowany.
Model jest wtedy zbyt dopasowany do specyficznych
danych i staje si¢ malo elastyczny.

Firma Microsoft umiescita w sieci czatbota Tay,
majacego wyglad kilkunastoletniej dziewczyny, ktory
bral udzial w dyskusjach mtodych ludzi w wieku
15-24 lat na Tweeterze. Jednak w ciagu doby

zostal ,zdeprawowany” przez uczestnikéw, nauczony
terminologii rasistowskiej i seksistowskiej. Nie mineta
doba, a Microsoft musial usuwaé rasistowskie tweety,
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wreszcie zamknaé dzialanie czatbota, wysytajac
rozpaczliwy tweet o tresci: ¢ u soon humans need sleep
now so many conversations today thz.

Program Compas, uzywany przez sady amerykanskie,
pomagajacy wydawaé wyroki, sugerowal wyzsze wyroki
dla Afroamerykanéw. Jego trening zostal oparty na
analizie rozpatrywanych spraw, gdzie dominowaly
sprawy Afroamerykanéw z udzialem duzej liczby
recydywistow.

Problemy prawne. Korzystanie ze sztucznej
inteligencji przysparza nowych probleméw prawnych.
Oto kilka przykladow:

e Lekarz wydaje diagnoze w oparciu o system ekspercki.
Kto ponosi odpowiedzialno$é, gdy system sie pomyli?

o Jezeli system ekspercki jest uznany za bardziej
wiarygodny od czltowieka, czy lekarz jest zobowiazany
do uwzglednienia wskazan systemu?

o Jezeli transakcja zostala wykonana w czyim$ imieniu
przez wirtualnego agenta, to kto jest odpowiedzialny
w przypadku straty?

e Czy jest mozliwe, aby inteligentny agent byt
posiadaczem akcji i mégl przeprowadzaé transakcje
w swoim imieniu?

e Kto odpowiada za wypadki samochodéw
autonomicznych: wladciciel, tworca oprogramowania,
producent?

Technologiczna osobliwosé. Jest to moment
stworzenia silnych sztucznych inteligencji, ktore
moglyby opracowywaé jeszcze wydajniejsze sztuczne
inteligencje, wywolujac lawinowe zmiany w technologii
i spoteczenstwie

Wywiad w Wysokich obcasach z dnia 23.07.2016 Gazety

Wuyborczej: Zblizamy sie do momentu, w ktérym byc

moze bedziemy musieli oddaé korone wladcéw Swiata
www.wysokieobcasy.pl/wysokie-obcasy/1,53662,20432293,
technologiczna-osobliwos¢-zblizamy-sie-do-momentu-w-ktorym.html.
Ciekawe, czy kiedykolwiek doczekamy sie takiego momentu w dziejach
ludzkosci?

Na konferencji sztucznej inteligencji w Puerto

Rico (2015) zadano pytanie ekspertom: kiedy,

z prawdopodobienstwem 50%, sztuczna inteligencja
osiggnie ludzki poziom? Polowa ekspertow
odpowiedziata, ze najwczesniej w 2045 roku, ale
niektorzy z nich twierdzili, ze trzeba bedzie czekaé¢ na
to wiecej niz 100 lat.

Tworca terminu sztuczna inteligencja, John McCarthy,
wraz z bardzo utytulowanymi kolegami (Marvin
Minsky, Nathaniel Rochester i Claude Shannon)
twierdzili (w roku 1956, w epoce komputeréw epoki
kamiennej): W ciggu dwéch miesiecy zespdl 10 ludzi
moze znaleZé rozwigzanie takich problemow jak
maszynowe tlumaczenie, automatyczne tworzenie pojec
abstrakcyjnych i rozwigzywanie niektorych problemow
zarezerwowanych dla ludzi.

Ta krzepiaca przepowiednia pozwala mi sadzié, ze jeszcze
dtugo czekaé¢ bedziemy na moment technologicznej
osobliwosci w wydaniu sztucznej inteligencji.
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Rys. 1. Budowa przyrzadu okularowego;

1 — pierscienn miedziany, 2 — pierscient

miedziany z przecigciem, 3 — listewka,

4 — zaglebienie, 5 — igla, 6 — stupek,
7 — deseczka.

3552

1 Oy/aE VI 4

Rys. 2. Modyfikacja przyrzadu
okularowego; 1 — cewka, 2 — listewka,

3 — wglebienie, 4 — przeciwciezarek,

5 — igla, 6 — stupek, 7 — deseczka,

¢, z — diody LED odpowiednio: czerwona
i zielona.

Pijany magnes w magicznych okularach
Stanistaw BEDNAREK

Wiele zjawisk fizycznych udaje si¢ pokazaé, wykonujac dos$wiadczenia przy
uzyciu $rodkéw, ktérymi postugujemy sie¢ w zyciu codziennym. Mozna tego
dokona¢ na dwa sposoby. Pierwszy z nich to ten znany z podrecznikow —

na ogo6t mato interesujacy. Drugi to sposéb niestandardowy, pozwalajacy
zadziwi¢ widzéw, a czasem nawet samego wykonawce. W ten wlasnie sposéb
potraktujemy dzis zjawisko indukcji elektromagnetycznej. Znane z podrecznikéw
doswiadczenie polega na wsuwaniu magnesu sztabkowego do cewki polaczonej

z miernikiem wskazéwkowym. My jednak postapimy inaczej.

Przed przystapieniem do do$wiadczen nalezy przygotowaé: magnes neodymowy
w ksztalcie krazka o Srednicy okoto 20 mm i wysokosci okoto 10 mm, kawatki
listewki i deseczki, igle do szycia recznego, aluminiowy ceownik (ksztaltownik
majacy przekréj litery C) o dlugosci okolo 60 cm i szerokosci 30 mm,
kilkadziesiat metréw drutu miedzianego o $rednicy 0,1-0,2 mm w izolacji

z emalii, plastikowa szpulke, np. od plastra medycznego, czerwona i zielona
diode LED, miedziang lub aluminiowa rurke o dlugosci okolo 1 m i $rednicy
wewnetrznej o 2-3 mm wigkszej niz $rednica magnesu oraz o mozliwie grubej
Sciance, rurke plastikowa o takich samych rozmiarach oraz klej epoksydowy.
Przydadza sie tez spotykane niemal w kazdym domu narzedzia — pitka

z brzeszczotami do drewna i metalu, wiertarka i lutownica.

Prace rozpoczynamy od zbudowania prostego przyrzadu przedstawionego

na rysunku 1. Z rurki miedzianej lub aluminiowej odcinamy dwa pierscienie

o szerokosci okolo 1 c¢m i jeden z nich przecinamy na obwodzie. Oba pierscienie
przyklejamy symetrycznie klejem epoksydowym do listewki o dlugosci okoto
30 cm blisko jej koncéw. W polowie dlugoéci listewki nawiercamy male
zaglebienie. Na konicu innego kawalka listewki wiercimy otworek, skierowany
podluznie i mocujemy w nim za pomoca kleju koniec igly zakonczony otworkiem.
Drugi koniec tej listewki taczymy z deseczka. W ten sposob otrzymujemy
podstawke z ostrzem igly, na ktérym opieramy listewke z pierscieniami. Ostrze
powinno wchodzi¢ w zaglebienie, a listewka zajmowaé pozycje pozioma,

i swobodnie si¢ obraca¢. Ewentualne pochylenie listewki usuwamy, dociazajac
(np. klejem) unoszacy sie koniec. Gotowy przyrzad bardzo przypomina binokle,
czyli uzywane dawno temu okulary — stad jego nazwa.

Czas na pierwsze do$wiadczenia. Do nieruchomego pierscienia bez przecigcia
zblizamy magnes, ustawiajac jego plaska powierzchnie réwnolegle do ptaszczyzny
pierscienia. Zauwazamy, ze pierscien odsuwa sie od magnesu. Gdy magnes
odsuwamy od pierscienia, wtedy podaza on za magnesem. To samo wykonujemy
dla pierécienia z przecieciem. Tym razem, zaréwno przy zblizaniu, jak

i oddalaniu magnesu, pierscien pozostaje nieruchomy. Odwracamy magnes

i powtarzamy do$wiadczenie podczas zblizania i oddalania przeciwnego bieguna.
Efekty sa takie same. Dlaczego tak sie dzieje? W odpowiednich tablicach
fizycznych mozemy sprawdzié, ze miedz jest diamagnetykiem, wiec powinna
by¢ wypychana z silniejszego pola, istniejacego w sasiedztwie zblizanego
magnesu. No dobrze, ale dlaczego podczas oddalania magnesu obserwujemy
przyciaganie pelnego pierscienia, a pierscien z przecigciem pozostaje nieruchomy?
Przeciez zawiera on prawie taka samag ilosé miedzi? Przyczyna tych efektow
jest indukowany w pierécieniu prad elektryczny. Jego kierunek przeplywu
okredla reguta Lenza. Zgodnie z nia kierunek indukowanego pradu jest taki,

ze pole magnetyczne, wytworzone przez ten prad, przeciwdziata zmianom

pola magnetycznego, ktére przyczynilty sie¢ do powstania tego pradu. Niech,

na przyktad, do pierécienia bedzie zblizany péinocy biegun magnesu. Wtedy
przeptyw pradu indukowanego w pierécieniu odbywa si¢ w takim kierunku,
zeby od strony magnesu wytworzony zostal tez biegun poéinocny. Jednoimienne
bieguny odpychaja sie i pierscien jest odsuwany od magnesu. Pierscienn mozemy
tutaj traktowac jako krotki magnes. W przecietym pierécieniu prad nie ptynat,
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Czytelnikowi pozostawiamy szczegblowe
zbadanie, jakie sg relacje miedzy
kierunkiem ruchu wybranego bieguna
magnesu i kierunkiem przeplywu pradu
w uktadzie na rysunku 2, sygnalizowanym
odpowiednim kolorem $§wiecacej diody
oraz jak zalezy to od kierunku wlaczenia
diody i nawinigcia cewki. Dodajmy tylko,
ze dioda czerwona moze $wieci¢ jasniej
lub zapala¢ si¢ wczesniej, poniewaz jest
wykonana z innego pélprzewodnika

(o nizszej przerwie energetycznej).
Dociekliwy Czytelnik zapyta tez, czy
zamiast nawija¢ cewke mozna przylaczyé
diody bezposrednio do koncéw
przecietego pierscienia i zaobserwowad
$wiecenie? Niestety, to do§wiadczenie sig¢
nie uda, poniewaz napiecie indukowane
w pojedynczym zwoju, ktérym jest
pierscien, wynosi kilka mV, a dioda do
za$wiecenia potrzebuje napiecia

okoto 1,5 V lub wyzszego.

3 4

2 1

Rys. 3. Sposéb przygotowania réwni
pochytej; 1 — ceownik aluminiowy,

2 — podstawka, 3 — magnes neodymowy,
4 — tor magnesu, v - poczatkowa
predkosé magnesu.

F 3
Il
vV =
v
% 3 Y

Rys. 4. Sity dzialajace na magnes

poruszajacy sie w rurce: h — dlugos¢ rurki,
=

W — ciezar magnesu, B — indukcja pola
magnetycznego, I — natezenie
indukowanego pradu, sita
elektrodynamiczna, — predkosé
magnesu, N, S — bieguny magnesu.

wigc pierScien ten pozostawat nieruchomy. Oddzialywanie diamagnetyczne
miedzy pierscieniami i magnesem tez istnieje, ale jest ono zbyt stabe i nie
zdola powodowaé zauwazalnych efektéw. Zeby doswiadczenie bylo bardziej
zadziwiajace, szczelina w przecigtym pierscieniu powinna by¢ jak najmniej
widoczna — mozna ja zamaskowaé przez wsuniecie przycietego kawatka tektury.

Zmiany kierunku pradu pozwala wykazaé¢ zmodyfikowana wersja przyrzadu
okularowego, ktéra pokazuje rysunek 2. Zamiast pierscieni do listewki
przyklejone sa cewka i przeciwciezar. Cewke wykonujemy, nawijajac kilkaset
zwojéw miedzianego izolowanego drutu na plastikowej szpulce o $rednicy
wewnetrznej nieco wigkszej niz érednica magnesu. Z koncéw cewki usuwamy
izolacje i przylutowujemy do nich koncowki diod, ustawionych w ten sposéb,
zeby ich kierunki przewodzenia byly przeciwne. W tym celu sktadamy parami
dtuzsze oraz krotsze koncéwki diod i lutujemy je do koncéw cewki. Nastepnie
cewke przyklejamy w poblizu jednego konca listewki, a na drugim koncu
mocujemy przeciwciezarek z nieferromagnetycznego materiatu, zapewniajacy
pozioma pozycje listewki. Jezeli zblizymy magnes do cewki, to bedzie ona
odpychana od niego i zaswieci jedna z diod. Podczas oddalania cewka podaza
za magnesem i $wieci druga dioda. Podobnie jak poprzednio, przyczyna tych
efektéw sa prady indukowane w cewce i ich oddzialywanie z magnesem.

Uklad do wykonania kolejnych doswiadczen jest bardzo prosty (rys. 3).
Aluminiowy ceownik odwracamy ramionami w dét i opieramy ukosnie na
nieferromagnetycznej podstawce, np. zlozonej z kilku ksiazek lub kawaltkow
deseczki. Przy gérnym koncu otrzymanej w ten sposob réwni pochylej
ustawiamy magnes, tak aby moégt staczaé si¢ wzdtuz krawedzi ceownika

i puszczamy swobodnie. Magnes stacza sie w doél, ale bez trudu mozna zauwazy¢,
ze odbywa si¢ to bardzo powoli — znacznie wolniej niz w przypadku zwyklego
krazka. Powtorzymy to doswiadczenie, puszczajac magnes ustawiony skos$nie do
krawedzi ceownika. Tym razem magnes zachowuje sie jeszcze dziwniej. Whbrew
oczekiwaniu magnes nie spada z krawedzi ceownika, tylko zblizajac sie do

niej, zawraca, poruszajac si¢ pomiedzy krawedziami po linii falistej, niczym
osobnik po kilku wigkszych drinkach. Przyczynag hamowania magnesu jest jego
odpychajace oddziatywanie z pradami indukowanymi w ceowniku, podobnie
jak w pierscieniach przyrzadu okularowego. To oddziatywanie powoduje tez
zmiany kierunku ruchu magnesu przy zblizaniu si¢ do krawedzi ceownika.

W znajdujacych sie od dotu ramionach ceownika indukowane sa wtedy prady

o wiekszym natezeniu. Zgodnie z podana regula Lenza, gdy zbliza sie, na
przyktad, péinocny biegun magnesu, to prad plynie w takim kierunku, ze przed
ramieniem tez pojawia sie biegun péinocny i magnes jest odpychany.

W ostatniej serii doswiadczen wykorzystamy rurki. Najpierw wkladamy magnes
do gornego konca pionowo ustawionej rurki plastikowej. Zauwazamy, ze magnes
szybko przelatuje przez rurke. Hamujace dzialanie oporu powietrza jest prawie
niezauwazalne. Latwo obliczyé, ze znanego wzoru t = /2h/g (gdzie g = 9,81 m/s?
to przyspieszenie ziemskie), ze czas t spadania magnesu z wysokosci h = 1m
wynosi 0,45 s. Czas spadania magnesu w plastikowej rurce o dlugosci 1 m jest
niewiele wigkszy. Czytelnikowi o szybkim refleksie moze jednak uda si¢ go
zmierzy¢ przy uzyciu stopera. Powtarzamy to do$wiadczenie z rurka miedziang
lub aluminiowa (rys. 4). Tym razem czas spadania magnesu wielokrotnie
wzrasta i moze wynie$¢ nawet ponad 20 s. Taki czas bez trudu daje sie zmierzyé¢
stoperem. Dla grubosciennej rurki miedzianej czas ten bywa jeszcze wiekszy

i ogladajacy doswiadczenie moga pomysleé, ze pijany magnes zasnal w rurce.
W rzeczywistosci cigzar magnesu jest rownowazony przez site elektrodynamiczna,
spowodowana przeptywem pradu elektrycznego w $ciankach rurki. Prad ten
jest indukowany wskutek ruchu magnesu i osiaga duze natezenie dzigki matej
opornoéci wlasciwej miedzi lub aluminium i grubej Sciance rurki. Ruch magnesu
jest wiec praktycznie jednostajny, poza poczatkowym i koncowym odcinkiem
rurki. Tam, na granicy powietrza i metalu, sila elektrodynamiczna stabnie.
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Rozwigzanie zadania M 1566.
Udowodnimy, ze k = n — 2.

Oznaczmy krétko A — B, jezeli
zawodnik A wygral z zawodnikiem B,

a tréjke zawodnikéw (A, B, C) o tej
wlasnosci, ze A - B — C — A nazwijmy
remisowq (tréjki (A, B,C), (B,C, A),

(C, A, B) utozsamiamy).

Rozwazmy turniej szachowy z udzialem
zawodnikow Aq, Ao, ..., Ap_o, X, Y

o nastepujacych wynikach:

e X Y,

e YV 5 A > Xdlai=1,2,...,n—2;

o jezelil<i<j<n—2toA; = Aj.
Wowczas

Al Ay — ... Ay o> X =Y — Ay,
wiec opisany turniej spelnia zalozenia
zadania (zawodnicy moga usia$é przy
okraglym stole w okreslonej powyzej
kolejnosci). W takim turnieju sa
doktadnie n — 2 tréjki remisowe,
mianowicie (4;, X,Y) dla

i=1,2,...,n — 2, co oznacza, ze
k<n—

Dowéd nieréwnosci k > n — 2
przeprowadzimy indukcyjnie. Dla n = 3
jest doktadnie jedna tréjka remisowa.
Przypus$émy, ze liczba tréjek remisowych
w turnieju z n zawodnikami (ktérych
mozna odpowiednio usadzi¢ przy
okraglym stole) jest nie mniejsza od

n — 2, przy czym n > 3, i rozwazmy
dowolny turniej z n + 1 zawodnikami Ay,
Az, ..., Apt1, w ktérym

Al = Ay — ... = App — Ay

Jezeli Ajyo — A; dla kazdego
i=1,2,...,n+1 (gdzie Ay,42 = A; oraz
A,43 = As), to kazda z tréjek
(Ai, Aip1, Ajy2) jest remisowa, wiec jest
ich co najmniej n + 1 (w szczegdlnosci
wiecej niz n — 1).
W przeciwnym przypadku istnieje takie i,
ze Ay — Ajyo; bez straty ogdlnosci
(ewentualnie cyklicznie przenumerowujac
zawodnikéw) przypusémy, ze i = n.
Wéwecezas z zalozenia indukcyjnego
wynika, ze A1, A, ..., A, tworza co
najmniej n — 2 rézne trojki remisowe.
Wystarczy wiec wykazad, ze istnieje
tréjka remisowa, do ktérej nalezy
zawodnik A, 1. Istotnie, skoro
Apt1 — Ay oraz A, — Ap41, to istnieje
takie j (1 <j<n—1),ze

Ajpr = Ang1 = Aj,

na przyklad j = min{€: Ay - A, 41} —1
itréjka (A, Ajp1, Any1) jest wowezas
remisowa. To konczy dowéd indukcyjny

i rozwigzanie zadania.

Penrose pokazal, iz osobliwo$ci wewnatrz
czarnych dziur powstaja bez wzgledu na
stopien ,,symetrycznosci” kolapsujacej
materii.

Stephen Hawking (1942-2018)
Sebastian J. SZYBKA*

Pamietajcie, aby patrzeé w gore na qwiazdy, a nie w dol na swoje stopy. Starajcie sie
zrozumiec to, co widzicie i zastanawiajcie sie, dlaczego Wszechswiat istnieje. BgdZcie
ciekawi. Jakkolwiek Zycie wyda sie wam trudne, zawsze jest cos, co mozecie zrobic¢

i co moze sie wam udac. Liczy sie to, Ze sie nie poddajecie. Stephen Hawking
14 marca 2018 roku zmart Stephen Hawking — wybitny fizyk teoretyk, kosmolog,
relatywista, ale takze autor popularnonaukowych ksigzek sprzedanych

w dziesiatkach milionéw egzemplarzy. Miat 76 lat. Trudno byloby znalezé
bardziej rozpoznawalng sylwetke wsréd wspdlezesnych osobistodci $wiata
naukowego. Umyst Hawkinga, oczarowany tajemnicg istnienia i wbhrew
ograniczeniom ciala swobodnie wedrujacy po Wszechswiecie, na zawsze
pozostanie symbolem triumfu mysli nad materia.

Stephen Hawking urodzit sie¢ w Oksfordzie w Wielkiej Brytanii w 1942 roku.
Jego ojciec Frank Hawking i matka Isobel (z domu Walker) byli absolwentami
miejscowego uniwersytetu. Ojciec prowadzil badania medyczne dotyczace choréb
tropikalnych, natomiast matka studiowala ekonomieg, politologie i filozofie. Gdy
mlody Stephen miat osiem lat, jego rodzina przeprowadzila si¢ z Oksfordu do
odlegtego 0 90 km St Albans. Tam tez uczeszczal do szkoly. Stypendium, ktore
zdobyt, umozliwito mu rozpoczecie studiéw fizyki w Oksfordzie. Studia ukonczyt
w roku 1962.

Hawking zapragnal kontynuowac¢ swoja naukowa przygode w Trinity Hall
(Cambridge) pod okiem kosmologicznej gwiazdy owych czaséw: Freda Hoyle’a.
Skladajac dokumenty, nie wiedzial, ze to wlaénie z Cambridge bedzie zwigzane
cale jego naukowe zycie. Zrzadzenie losu sprawilo, ze opiekunem doktoratu
zamiast Hoyle’a zostal malo jeszcze wtedy znany Dennis Sciama. Sciama okazal
sie¢ doskonalym promotorem. W latach szes¢dziesiatych grupa Sciamy oprécz
Hawkinga skladala si¢ z George’a Ellisa, Brandona Cartera, Martina Reesa (inni
pézniejsi slawni wychowankowie Sciamy to Gary Gibbons i John D. Barrow).

Tuz po 21 urodzinach nadeszta wiadomosé, ktora zdawalta sie przekreslaé
naukowa kariere Hawkinga: okazalo sie, ze jest nieuleczalnie chory. Postepujace
stwardnienie zanikowe boczne to choroba neurodegeneracyjna powodujaca smieré
przewaznie w ciagu kilku lat. Stephen Hawking, wbrew opiniom specjalistow, od
momentu uslyszenia diagnozy zyl jeszcze 55 lat. Wiekszo$¢ swego zycia spedzil
na wozku inwalidzkim.

W latach szesédziesiatych teoria grawitacji Einsteina miata juz pét wieku.
Jednym z zagadkowych aspektéw tej teorii, ktory od samego poczatku jej
istnienia utrudnial fizyczna interpretacje rozwiazan réwnan Einsteina, byt
problem osobliwoéci — miejsc lub zdarzen, w ktérych gestosé energii i krzywizna
czasoprzestrzeni staja sie nieskoriczone. Einstein i inni wielcy tych wczesnych
lat, opierajac sie na analogiach ze znanymi im teoriami, odrzucali rozwiazania
osobliwe jako niefizyczne. Nic w tym dziwnego — osobliwosci moga pojawié sie
nawet w teorii Newtona jako skutki uboczne zbyt uproszczonego modelowania
lub sztucznie narzuconej wysokiej symetrii rozwiazan. Przypuszczano, iz
osobliwosci wewnatrz czarnych dziur i ta kosmologiczna sa wlasnie takimi
artefaktami. Prawdziwy kolaps do czarnej dziury nie jest dokladnie sferycznie
symetryczny, a rzeczywisty Wszechéwiat nie jest idealnie jednorodny. Oba
uproszczenia byly niezbedne do przeprowadzenia obliczen i nie bylo wiadomo,
jak sprawdzié, co dzieje sie w bardziej realistycznych sytuacjach. W roku 1965
Roger Penrose, dzieki zastosowaniu nowatorskich metod matematycznych,
udowodnil twierdzenie, z ktérego wynikato, iz osobliwos$ci wewnatrz czarnych
dziur nie sa artefaktem upraszczajacych zalozen. Innymi stowy, teoria grawitacji
Einsteina przewiduje, iz we Wszech$wiecie istnieja zdarzenia lub miejsca,

w ktorych réwnania tej teorii zalamuja sie. Stephen Hawking zmodyfikowal

i udoskonalil twierdzenie Penrose’a tak, aby w naturalny sposéb dalo sie je
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Wedlug Hawkinga temperatura czarnej
dziury (tu dla uproszczenia sferycznej
czarnej dziury Schwarzschilda) jest
odwrotnie proporcjonalna do jej masy M,
i réwna sie

he®

kT = s

8nGM
gdzie h jest zredukowang stalyg Plancka,
c predkoscig $wiatla w prézni, kp stalg
Boltzmanna, a G stala grawitacyjna
Newtona. Temperatura czarnej dziury
o masie Stonca wynosi jedynie
6,2-107% K.

zastosowaé do zagadnienia poczatkowej osobliwosci. W pracach tych brali udziat
rowniez Charles Misner, Robert Geroch i Brandon Carter. Pokazaly one, iz
istnienie Wielkiego Wybuchu jest naturalna konsekwencja teorii Einsteina i ze
rOwnania tej teorii nie wystarczaja do opisu chwili poczatkowej. W roku 1970
Stephen Hawking opublikowal wspolnie z Rogerem Penrosem udoskonalona
wersje twierdzenia o osobliwoéciach.

Innym waznym zagadnieniem, do ktérego zrozumienia przyczynit sie Stephen
Hawking, jest problem jednoznacznoéci czarnych dziur. Wspolczesna astronomia
dostarcza nam wielu obserwacji przemawiajacych za istnieniem tych obiektéw we
Wszechswiecie. Skala ich mas imponuje: od czarnych dziur gwiazdowych o kilku
masach Stonica do obiektow galaktycznych o masach rzedéw dziesiatek miliardéw
mas Stonca. Poczawszy od roku 1967, wlasciwie do dzisiaj trwaja badania

nad twierdzeniami o jednoznacznosci czarnych dziur. Nad zagadnieniem tym
pracowalo i nadal pracuje wielu fizykéw. Jednym z nich byt Stephen Hawking.
Twierdzenia o jednoznacznosci implikuja, iz wszystkie czarne dziury, zaréwno
male, jak i te gigantyczne, opisywane sa przez to samo rozwiazanie réwnan
FEinsteina: odkryta w 1963 roku czasoprzestrzen Kerra. Rozwiazanie Kerra

w odniesieniu do obiektéw astrofizycznych zalezy tylko od dwoch parametrow:
masy i kretu. W roku 1973 Stephen Hawking uzasadnil podstawowe zalozenie
pojawiajace si¢ w twierdzeniach o jednoznacznosci. Wykazat on, ze rotujace
czarne dziury musza mie¢ symetrie osiowa. Co wiecej, udowodnil, ze jezeli
horyzont czarnej dziury (powierzchnia, po przekroczeniu ktérej nie mozna sie
juz z czarnej dziury wydostaé) sklada sie z jednego ,kawalka”, to musi on mieé
ksztalt przypominajacy sfere (tzw. topologie sfery).

Twierdzenie o osobliwosciach i twierdzenia o jednoznacznosci czarnych

dziur to tylko dwa przykladowe wazne zagadnienia, nad ktérymi pracowalt
Stephen Hawking. W 1968 r. Stephen Hawking pokazal, jak w teorii

Einsteina zdefiniowaé globalny czas. Trzy lata pézniej udowodnil w ramach
teorii klasycznej, iz bez wzgledu na to, co wpadnie do czarnej dziury, pole
powierzchni jej horyzontu nie moze zmale¢. W tym samym roku razem z Garym
Gibbonsem przedstawil jedna z pierwszych prac na temat analizy sygnalow

fal grawitacyjnych. W roku 1973 wspélnie z Georgem Ellisem napisat ksiazke
The Large Scale Structure of Space-Time. Ksiazka ta do dzisiaj stanowi
obowiazkowa pozycje w bibliotece kazdego relatywisty. Nie sposéb wyliczy¢
wszystkich osiagnie¢ Hawkinga. Warto wspomnie¢ o szczegdlnie waznym dla
niego wzorze, ktéry udato mu si¢ wyprowadzi¢ w roku 1974. Wiele lat temu na
zakonczenie spotkania zorganizowanego z okazji 60 urodzin Hawking wyrazil
zyczenie, aby ten wzdr zostal wyryty na jego grobie.

Rok 1974 rozdziela dwa okresy w zyciu naukowym Hawkinga: klasyczny

i kwantowy. W roku 1972 Jacob Bekenstein przedstawit hipoteze, iz
powierzchnia horyzontu czarnej dziury jest miara zawartej w niej entropii
(entropia to wielkosé, za pomoca ktérej fizycy mierza ,balagan”, czyli iloéé
informacji zawartej w ukladzie). Drugie prawo termodynamiki implikuje, iz
entropia ukladu izolowanego nie moze male¢. Twierdzenie Hawkinga z roku 1971
pokazuje, ze pole powierzchni horyzontu réwniez nie moze male¢. Ta analogia,
wedtug Bekensteina, sugerowala zwiazek miedzy dwiema wielkoSciami: entropia
i powierzchniag horyzontu. Hipoteza Bekensteina spotkalta sie z dezaprobata
Hawkinga i jego kolegéw. Przeciez entropia zwiazana jest z temperatura, a skoro
klasyczne czarne dziury nie emituja promieniowania, to ich temperatura wynosi
doktadnie zero. Hawking, préobujac wykazaé¢ btednosé hipotezy Bekensteina,

w pomyslowy sposéb polaczyl procedury kwantowej teorii pola i teorii grawitacji
FEinsteina. Ku swojemu zaskoczeniu odkryl, iz czarne dziury nie sa catkiem
czarne — efekty kwantowe powoduja, iz promieniuja! To oznacza, ze maja
niezerowa temperature i ze mozna przypisa¢ im entropie. Hawkingowi udato

sie wyprowadzi¢ wzor

]{5363

S = 4hG

wiazacy entropie czarnej dziury S z polem powierzchni jej horyzontu A.
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Model Hartle’a—Hawkinga to propozycja
rozwiazania problemu poczatkowej
osobliwosci. W tym modelu pytanie o to,
co dzialo si¢ przed Wielkim Wybuchem,
nie ma sensu. Czas wylania si¢ ze stanu,
ktéry zawieral wylacznie przestrzen.

Rozwigzanie zadania M 1565.
Udowodnimy, ze odpowiednie
zaplanowanie rozgrywek jest mozliwe dla
kazdego n > 2.

Rozwazmy ostrostup prawidltowy

(2n — 1)-katny o podstawie

A1As ... Agy 1 i wierzchotku S.
Ponumerujmy zawodnikéw liczbami od 1
do 2n i ustalmy, ze zawodnik o numerze
2n w i-tej rundzie gra z zawodnikiem
onumerze i, adlal < k<< 2n—1
zawodnicy o numerach k i £ graja ze soba
w i-tej rundzie wtedy i tylko wtedy, gdy
ApAp L SA;.

Latwo zauwazy¢, ze to poprawnie
wyznacza przebieg rozgrywek: pary
zawodnikéw grajacych w kazdej z rund sa
rozlaczne, nie powtarzajg sie w réznych
rundach (kazdy bok oraz kazda przekatna
podstawy ostrostupa jest prostopadia do
dokladnie jednego z odcinkéw SA;) oraz
kazda runda sklada si¢ z doktadnie 2n — 1
partii.

Wiasnie to osiagniecie uwazal za jedno z najwazniejszych w swoim zyciu.
Odkrycie Hawkinga zostalo opublikowane w Nature. Promieniowanie czarnych
dziur okresla sie mianem promieniowania Hawkinga.

Jesli najlzejsze czarne dziury maja mase rzedu kilku mas Stonca, to
promieniowanie Hawkinga jest zbyt stabe, aby moglo zostaé zaobserwowane
w przewidywalnej przysztosci. Mimo to jest ono bardzo wazne dla teoretykow
— prawdopodobnie stanowi klucz do pogodzenia dwéch fundamentalnych teorii
fizycznych: mechaniki kwantowej i teorii grawitacji Einsteina. Z twierdzenia

o osobliwoéciach wynika, ze teoria grawitacji Einsteina nie wystarcza do
opisu catego Wszechswiata. Wiele oséb przypuszcza, iz teoria kwantowej
grawitacji wypelni luki teorii Einsteina. Praca Hawkinga z 1974 roku oraz
wyniki uzyskane rok wcze$niej wraz z Brandonem Carterem i Jamesem
Bardeenem ujawnily szereg zaskakujacych analogii miedzy zachowaniem
czarnych dziur i podstawowymi prawami termodynamiki. Przypuszcza sie, iz
teoria kwantowej grawitacji pozwoli zrozumie¢ termodynamike czarnych dziur,
tak jak fizyka statystyczna pozwolila wyprowadzi¢ z fundamentalnych zasad
prawa termodynamiki klasycznej.

Odkrycie Hawkinga z roku 1974 sprawilo, iz skoncentrowal on swoje
zainteresowania na probach pogodzenia teorii kwantowej z grawitacja.
Kwantowa grawitacja powinna rozwiagzaé problem osobliwoéci, zaréwno tych
we wnetrzach czarnych dziur, jak i osobliwosci poczatkowej. W roku 1983
Hawking razem z Jamesem Hartlem zaproponowal rozwiazanie problemu
narodzin Wszech§wiata (osobliwo$é poczatkowa) za pomoca procedury zwanej
no-boundary proposal. Propozycja ta wywotata rézne problemy, ktorych nie
udalo si¢ rozwiaza¢ do dzisiaj. Ostatni artykul Hawkinga, ukonczony tuz przed
$miercia, dotyczyl wlasnie tego zagadnienia.

Osiagniecia naukowe Stephena Hawkinga zostaly szybko docenione. W wieku
32 lat zostal wybrany na cztonka Royal Society. W roku 1979 objat Lucasian
chair of natural philosophy — pozycje profesorska, ktéra 310 lat wezesniej
piastowal sam Izaak Newton. Stawa Hawkinga nie ograniczala sie wylacznie
do $wiata naukowego. Dla wielu oséb Stephen Hawking byt znany jako

autor bijacej rekordy popularnosci ksiazki Krdtka historia czasu. Ksiazka ta
zostala przetlumaczona na ponad 35 jezykéw. Sprzedano ponad 10 milionéw
egzemplarzy.

Pomimo ciezkiej choroby Stephen Hawking nie stronit od aktywnego zycia

— odwiedzil biegun potudniowy, doswiadczyt lotu samolotem w ,,zerowej
grawitacji”, spotykal si¢ z ciekawymi ludzmi, bywal w operze i na koncertach,
wspélpracowal z telewizja i kinem, gwiazdami muzyki. Czesto publicznie
wypowiadal swoje opinie na tematy dotyczace wiary, przysztoéci naszej
cywilizacji 1 zagrozen, ktére przed nami stoja. Stawa nie przytlaczala go,

lecz zdawata si¢ mu stuzy¢. Jego poglady naukowe dwukrotnie staty sie
przedmiotem publicznych zaktadéw. Po raz pierwszy w roku 1974 zatozyl

sie z Kipem Thornem (noblista z roku 2017) o to, czy czarne dziury istnieja.
Gdyby nie istnialy, nagroda wynagrodzitaby Hawkingowi czas, ktéry poswiecit
na ich badanie. W roku 1997 przedmiotem zakladu miedzy Stephenem
Hawkingiem i Kipem Thornem z jednej strony oraz Johnem Preskillem

z drugiej stal sie tzw. paradoks utraty informacji. Zgodnie z mechanika
kwantowa informacja, ktéra wpadnie do czarnej dziury, nie moze zniknaé¢ w niej
na zawsze. W praktyce spér dotyczyl tego, czy prawa mechaniki kwantowej
wymagaja modyfikacji (Hawking, Thorn), czy tez nie (Preskill). Chociaz

w roku 2004 Hawking przyznal si¢ do przegranej, to argumenty Hawkinga

nie przekonaty Kipa Thorna ani wigkszosci srodowiska naukowego. Zagadka
pozostaje wciaz nierozwigzana.

Stephen Hawking byt dwukrotnie zonaty. Z pierwszego malzenstwa mial tréjke
dzieci: Roberta, Lucy and Timothy’ego. Zmart w swoim domu w Cambridge.
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Informatyczny kacik olimpijski (115): Gotéwka, Startup

Tym razem oméwimy dwa zadania, ktore na pierwszy rzut oka wygladaja
podobnie, jednak w istocie sa rézne. Pierwsze z nich pochodzi z I etapu
IX Olimpiady Informatycznej Gimnazjalistow, za$ drugie z Baltkanskiej
Olimpiady Informatycznej Junioréw w 2015 roku.

Zadanie Gotéwka: Danych jest n transakcji
opisanych za pomocq ciggu liczb catkowitych
a=ay,as,...,a, (dodatnie liczby to wplywy,
za$ ujemne to wydatki). Poprawnym ciggiem
transakcji nazywamy taki, podczas ktorego
stan konta nigdy nie spadnie ponizej zera. Ile
jest permutacji ciggu a, ktore sq poprawnymi
ciggami transakcji?

Rozwigzanie O(n! - n)

Pierwszy, najbardziej intuicyjny, pomyst
polega na wygenerowaniu wszystkich n!
permutacji ciagu a oraz zliczeniu tych,

ktore sa poprawne. Sprawdzenie, czy dana
permutacja transakcji jest poprawna, mozemy
wykona¢ w czasie liniowym od jej dlugosci.
Wystarczy, ze sprawdzimy, czy suma kazdego
prefiksu jest nieujemna. Niestety, takie
podejscie jest czasochlonne i dziala w czasie

O(n!-n).

Rozwigzanie O(n - 2")

W tym rozwiazaniu wykorzystamy technike
programowania dynamicznego. Niech DP|[s]
oznacza liczbe poprawnych ciagéw transakeji,
ktore sa permutacja ciagu s. Obliczmy wartosé
DP dla kazdego podciagu s = s1,52,...,Sm
ciagu a. Jesli s jest pusty lub suma
elementéw podciagu s jest ujemna, wtedy
DP[s] = 0. W przeciwnym przypadku

istnieje przynajmniej jedna poprawna
permutacja ciagu s. Aby obliczy¢é DP[s],
rozwazmy m mozliwosci wybrania transakcji,
ktora zostanie wykonana jako ostatnia.
Liczba poprawnych ciagdéw transakcji, przy
zalozeniu, ze ostatnia transakcja to s;,

wynosi DP[s1,...,8i-1,8i+1,---,Sm] (liczba
poprawnych uporzadkowan m — 1 pozostalych
transakcji). Zatem:

DP[S] = ZDP[ShH-aSi—I»SH—h- .. ,Sm}.
=1

Liczba poprawnych permutacji dla calego
ciagu to DPlal.

Ciag a ma 2" podciagéw. Obliczenie DP|s]
dla i-elementowego podciagu s kosztuje

1 operacji, za$ i-elementowych podciagéw

jest (7;) Zatem obliczenie wszystkich wartosci
DP wymaga wykonania

i(?)-i:n-?"‘l

i=1

operacji. Rozwiazanie dziala w czasie O(n - 2™).
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Zadanie Startup: Dany jest cigg n transakcji opisanych

za pomocq ciggu liczb calkowitych a = ay,as, ..., a, (dodatnie
liczby to wplywy, zas ujemne to wydatki). Poprawnym ciggiem
transakcji nazywamy taki, podczas ktorego stan konta nigdy
nie spadnie ponizej zera. Ile jest rotacji ciggu a, ktore sq
poprawnymi ciggami transakcji? Rotacjg ciggu a nazywamy
n-elementowy ciqg, powstaly poprzez konkatenacje sufiksu

i prefiksu ciggu a. Rotacjami ciggu (1,2,3,4) sq: (1,2,3,4),
(2,3,4,1), (3,4,1,2) i (4,3,2,1).

Rozwigzanie O(n?)

Zauwazmy, ze wszystkich rotacji jest n (kazdy element
wyznacza poczatek rotacji). Wystarczy zatem kazda z nich
rozpatrzy¢ niezaleznie. Sprawdzenie, czy dana rotacja jest
poprawnym ciagiem transakcji, mozemy wykonaé¢ w czasie
liniowym od jej dtugosci. Wystarczy sprawdzié¢, czy suma
kazdego prefiksu jest nieujemna. W ten sposéb otrzymujemy
rozwiazanie, ktére dziata w czasie O(n?).

Rozwigzanie O(n - log(n))
Zastanéwmy sie¢ teraz, czy mozemy przyspieszy¢ faze
sprawdzania, czy dana rotacja jest poprawnym ciggiem
transakcji — oczywiscie mozemy. Zacznijmy od sklejenia dwoch
kopii ciggu a w jeden ciag b:

b=ay,a9,...,0n,01,09,...,0,.

Wéwezas kazda rotacja jest podstowem ciagu b.

Niech p = po, p1, P2, - - ., P2, bedzie ciagiem sum prefiksowych
dla ciagu b (tzn. pp = Zle bi).

Zalbézmy, ze chcemy sprawdzi¢ poprawnosé rotacji

Gy Qyily .-y QpyQl,...,0,—1. Odpowiadajacym podstowem
stowa b jest by, byy1,...,bp4n—1. Podstowo jest poprawnym
ciagiem transakcji, jesli kazdy prefiks ma nieujemng sume:

3
1 (Z brtj—1 2 0)-
i=1
Powyzszy warunek mozemy réwnowaznie zapisaé¢ jako
Vie1(Patio1 — P21 = 0)

oraz jako
Vie1(Pe—1 < Poyio1)-

Zauwazmy, ze powyzszy warunek jest prawdziwy wtedy i tylko
wtedy, gdy

Px—1 < min(pamperly .. aprrnfl)-
W celu wyznaczenia minimum na przedziale mozemy
skorzysta¢ ze struktury drzewa przedzialowego rozpietego
na ciagu p. Drzewo przedzialowe pozwala w czasie O(log(n))
znajdowaé¢ minimum na przedziale — czyli sprawdzaé, czy dana
rotacja jest poprawna. Wszystkich rotacji jest n, zatem
rozwiazanie dziala w czasie O(n - log(n)).

Bartosz LtUKASIEWICZ
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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
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przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Mozna je przesyla¢ réwniez
poczta elektroniczng pod adresem delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania
w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoélczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
0s6b, ktére nadestaty rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

na stronie deltami.edu.pl

(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytutl
Weterana. Szczegélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie

Zadania z fizyki nr 658, 659
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

658. Kulka o masie mo lezy na niewazkiej podstawce (rys. 1). Podstawka

ma ksztalt prostopadloscianu polaczonego z dwoma stykajacymi sie klinami

o katach nachylenia «. Nie ma tarcia miedzy podlozem a podstawka. Na
prawym klinie potozono kulke o masie m; i puszczono swobodnie. Jaki warunek
musi by¢ spelniony, aby kulka o masie my zaczeta w wyniku tego wsuwac sie na
lewy klin? Miedzy kulkami a podstawka réwniez nie ma tarcia.

659. Nieprzewodzaca cienka plytka kwadratowa o boku d jest réwnomiernie

B 0. A z!
0 2 r naladowana tadunkiem . Na osi symetrii plytki prostopadlej do jej plaszczyzny,
< o w odlegtosci % od ptytki, umieszczono tadunek punktowy ¢. Znalezé wartosé sity
Rys. 2 elektrostatycznej dziatajacej na ten tadunek.

Rozwigzania zadan z numeru 1/2018

Przypominamy tresé¢ zadan:

650. Radar na Ziemi obserwuje dwa pojazdy kosmiczne poruszajace
si¢ z relatywistycznymi predkosciami. Pojazd A porusza sig

z predkoscig vi, goni go pojazd B, poruszajacy sie w tym samym
kierunku z predkoscig ve > v1. W chwili poczatkowe] odlegto$é miedzy
pojazdami wynosi [. Po jakim czasie pojazd B dogoni A z punktu
widzenia obserwatora na Ziemi oraz z punktu widzenia kosmonauty

w pojezdzie B?

651. Dwie jednakowo natadowane kulki o takich samych masach
umieszczono w odlegtosci | od siebie i puszczono swobodnie. Po
czasie t odleglo$¢ miedzy nimi wzrosta dwukrotnie. Po jakim czasie
wzrosnie dwukrotnie odlegtoéé miedzy tymi kulkami, gdy ich odlegtosé
poczatkowa bedzie wynosié¢ 317

650. Przyjmijmy, ze obserwator O zwiazany

z Ziemia i obserwator zwiazany z pojazdem B
zsynchronizowali swoje zegary, gdy znajdowali sie

w tym samym miejscu i te chwile uznali za zerowa
(rys. 2). Zdarzeniem poczatkowym jest odbicie
sygnatu radarowego wystanego z Ziemi od pojazdu A,
ktéremu obserwator O przypisuje wspélrzedna
czasowa t; = 0 oraz wspélrzedna przestrzenna x4, =I.
W uktadzie statku B to samo zdarzenie zachodzi

w chwili #] = (0 — v2l/c?)/y/1 — v3 /2, w miejscu
o wspolrzednej przestrzennej z/y = 1/4/1 — v3/c2,

zgodnie z transformacja Lorentza.

Zdarzenie koncowe — statek B dogania A — zachodzi

w ukltadzie Ziemi w miejscu o wspotrzednej

T A, =l + vity = vata, stad chwila zdarzenia wynosi

to =1/(vy — v1). W ukladzie statku B miejsce zdarzenia
ma wspolrzedna x’A2 = 0 i zachodzi w chwili

th = (ta — (vawa, /) A/ 1 — 03 /c? = tay /1 —v3/c2.

W ukladzie Ziemi statek B dogoni A po czasie
At = t2 7t1 = l/(?)g — 1}1).

20

W uktadzie statku B szukany czas wynosi
11— (viv2)/c?)
(v — v1)y/1 — V2]

Ten sam wynik mozemy otrzymac ze wzoru
! / : A / —
At' = Ax'Jvyyp, gdzie Ax' =aly — 2y =

=—l/\/1-v3/c? avap = (v1 —v2)/\/1 = viva/c? jest

predkoscia statku A wzgledem B.

At =ty —t) =

651. Oznaczmy odleglosé poczatkowa miedzy kulkami
przez 2x¢ i obliczmy ich predkosci v, gdy odlegltosé
ta osiagnie wartosé¢ 2z. Z zasady zachowania energii

2
q . x—x0 . .
8mmeg z70 glee m jest masag,

otrzymujemy v =
a q tadunkiem kulki.

Widaé, ze predkoéci kulek zaleza od ich potozenia
wzglednego k oraz polozenia poczatkowego

2 k—1
(%) U=\ rmze "

gdzie k = x/xy.

Podczas ruchu kulki k£ zmienia si¢ od 1 do 2. Podzielmy
przemieszczenia kulek w obu rozwazanych przypadkach
na jednakowa liczbe odcinkéw, dla ktorych Ak sa takie
same. Przemieszczenie kulki przy zmianie k o Ak wynosi
Ax = Akxg i w drugim przypadku jest 3 razy wigksze
niz w pierwszym: Axo/Ax; = 3. Z (x) wynika, ze

dla danego k predko$é¢ kulki w pierwszym przypadku
jest /3 razy wieksza niz w drugim. Przy zmianie k

o malte Ak érednie predkosci kulek réwniez beda réznié
sie V3 razy: Viry [Viry = V3. Czasy, w ktérych kulki
przemieszczaja sie o Ax;, sa réwne: At; = Ax; /Aty
gdzie i = 1,2. Stosunek tych czaséw w rozwazanych
przypadkach dany jest wzorem Aty/At; = 3/3. Catkowity
czas ruchu w drugim przypadku wynosi to = 3v/3t.
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Termin nadsylania rozwigzan: 31 VII 2018

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
644 (WT = 2,63), 645 (WT = 3,1)

z numeru 10/2017

Marian Lupiezowiec Gliwice 38,86
Jacek Konieczny Poznan 29,80
Ryszard Wozniak Krakow 28,77
Krzysztof Magiera FLosiow 28,70
Tomasz Wietecha Tarnéw 28,03

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
747 (WT = 2,24) i 748 (WT = 1,64)
z numeru 10/2017

Adam Dzedzej Gdansk 47,10
Marcin Kasperski Warszawa 43,83
Roksana Stowik Knuréw 43,26

Franciszek S. Sikorski Warszawa 39,71
Michatl Kozlik Gliwice 32,23

Pan Adam Dzedzej mija mete po raz
trzeci i zostaje trzydziestym siédmym
Weteranem Klubu 44 M.

Zadania z matematyki nr 761, 762
Redaguje Marcin E. KUCZMA

761. Trojkat ABC' (nie prostokatny) jest wpisany w okrag o $rednicy AD.
Punkt FE jest symetryczny do A wzgledem $rodka boku BC'. Dowiesé¢, ze okregi
opisane na trojkatach ABC' i BDFE maja réwne promienie.

762. Rozwazamy liczby naturalne n > 2.

(a) Udowodnié, ze jesli liczba 2™ — 1 jest bezkwadratowa, to liczby n oraz 2 — 1
sg wzglednie pierwsze.

(b) Wykazaé, ze nie zachodzi implikacja odwrotna.

Zadanie 762 zaproponowal pan Tomasz Ordowski.
Rozwigzania zadan z numeru 1/2018

Przypominamy tre$¢ zadan:

753. Wewnatrz tréjkata ABC lezy punkt D. Proste AD i BD przecinajg boki BC i AC
odpowiednio w punktach E i F. Udowodnié, ze jesli |AE| + |AF| = |BE| + |BF|, to
|AC|+ |AD| = |BC| + |BD|.

754. Znalezé wszystkie trojki liczb rzeczywistych x, y, z > 0, spelniajgce uklad réwnan

r+y+z=1, 9(wy+yz+zw):2+9(13+y3+z3).

753. Wezmy pod uwage okrag w, dopisany do trojkata ADF przy boku AD,
styczny do tego boku w punkcie X, oraz okrag w’, dopisany do tréjkata BDE
przy boku BD, styczny do prostej ED w punkcie X’. Wzory, wyrazajace
dlugosci odcinkéw stycznych, sa dobrze znane (lub/oraz latwe do uzasadnienia):
2-|DX|=|AF|+ |AD| — |DF|,
2. |DX'| = |BE|+|BD| - |DE).
Odejmujemy stronami:
2-|DX|—-2-|DX’'| = |AF| — |BE| +|AD| + |DE| — |BD| — |DF| =
= |AF| - |BE| + |AE| — |BF|.
To wyrazenie ma warto$¢ 0, w my$l zalozenia zadania. Stad wniosek, ze punkty
X i X’ pokrywaja sie; to za$ oznacza, ze w i w’ to ten sam okrag, styczny
do prostych AC, BC, AE, BF (kolejno) w punktach U, V, X (=X"), Y.
7 polozenia tych punktéw na odpowiednich prostych wynikaja réwnosci
|AC| + |AD| = |CU| — |AU| + |AX| + |DX| = |CU| + |DX]|,
|BC| +|BD| = |CV|—|BV|+|BY|+|DY| = |CV|+|DY].
Sumy, uzyskane po prawych stronach, sa réwne, bo |CU| = |CV|, |DX| = |DY|.
Stad réwnos¢ sum po lewych stronach — czyli teza zadania.
754. Niech z,y, z beda liczbami nieujemnymi, spelniajacymi podany uktad
rownan. Ich suma, wiec i jej kwadrat, wynosi 1; wobec tego
1—(1:2—|—y2—0—z2)
5 .

Wstawiajac to do drugiego rownania uktadu, po prostym przeksztalceniu
dostajemy réwnanie

xYy +yz +zxr =

(1) 202 + P+ 2°) + (2P + P +27%) =

— @‘g—‘

Funkcja f(t) = 2t3 + t2 jest $ciéle wypukta w przedziale [0, 00), zatem spelnia

nieréwno$é¢ Jensena

2) Fo)+ ) + £(2) > 3f($“;“) _ 3f<:1,)> -2

Réwnanie (1) oznacza, ze (dla rozwazanych liczb x,y, z) nieréwnosé (2) staje si¢
rownoscia, co ma miejsce jedynie, gdy te liczby sa rowne. Ich suma jest jedynka,
wiec x =y = z = 1/3; ta tréjka liczb spelnia oba réwnania ukladu i stanowi jego
jedyne rozwiazanie.
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Znikomy obserwowany rozmiar gwiazd
objawia sie, miedzy innymi, widocznymi
fluktuacjami (,,mruganiem”) ich $wiatta
przechodzacego przez falujaca atmosfere
Ziemi. Tarcze planet sa duzo wieksze

i dlatego ich mrugania nie widaé,
poniewaz $wiatlo nadchodzace z réznych
miejsc tarczy usrednia sie.

Granulacja powierzchni gwiazdy ! Gruis
(gwiazdozbiér Zurawia). Obserwacja
VLT/PIONIER (ESO).

Wigcej o zjawisku tuku
okolohoryzontalnego na angielskiej
stronie: www.atoptics.co.uk/halo/cha2.htm

Prosto z nieba: Portret gwiazdy

W przewazajacej wickszosci obserwacji astronomicznych gwiazdy sa praktycznie
zawsze traktowane jak punktowe zrodia swiatta — znajduja sie po prostu zbyt
daleko, by dalo sie osiagnac¢ rozdzielczo$¢ wystarczajaca na przestudiowanie
detali ich powierzchni. Wyjatkiem jest, oczywiscie, Stonce, ktérego powierzchnia
jest w szczegdtach badana z powierzchni Ziemi i za pomoca sond kosmicznych.
Dzigki szybkiemu postepowi technicznemu w budowaniu coraz wiekszych
teleskopéw zaczyna sie jednak era bezposredniego badania powierzchni innych
gwiazd. Very Large Telescope, nalezacy do ESO (Cerro Paranal, Chile),
zlozony z czterech niezaleznych teleskopéw o érednicach luster 8,2 metra, zostal
niedawno wycelowany w kierunku gwiazdy 7! Gruis w gwiazdozbiorze Zurawia,
znajdujacej sie w odleglosci 530 lat $wietlnych od Ziemi. Gwiazda wchodzi

w sktad uktadu podwdjnego; jest nieco masywniejsza od Stonica i odewoluowana:
znajduje sie na galezi asymptotycznej olbrzymoéw, grupujacej chtodne,

duze i jasne gwiazdy ,palace” hel w wegiel (oraz wodér w hel) w otoczce
tlenowo-weglowego jadra. ' Gruis jest duza gwiazda — jej promier to 694 R,
i wladnie dlatego oraz dzieki dokladnosci instrumentu PIONIER (Precision
Integrated-Optics Near-infrared Imaging ExpeRiment), analizujacego $wiatlo
zbierane przez VLT, mozna wprost obserwowaé granulacje powierzchni ! Gruis.
Okazuje sie, ze powierzchnie pokrywa kilka duzych babli konwektywnych

o rozmiarze okoto 120 milionéw km kazdy. Dla poréwnania, promien

Stonca R to okolo 695 tys. km; kazda z komdrek konwektywnych ma rozmiar
porownywalny z odlegtosécia Stonice-Wenus. Pojawiajaca si¢ na powierzchni
granulacja jest wynikiem podgrzewania plazmy wewnatrz gwiazdy, ktéra
porusza si¢ w kierunku powierzchni i ochtadza. W poréwnaniu do granulacji
typu stonecznego bable ! Gruis sa ogromne — na Sloficu rozmiar komorki to
przecietnie okoto 1500 km (w kazdym momencie jest ich na powierzchni Slorica
okolo 4 milionéw). Z powodu ich duzej liczby i malego rozmiaru zmiany jasnos$ci
usredniaja sie. W przypadku 7! Gruis duze bable sa odpowiedzialne za zmienna
jasnos$é gwiazdy — dzieki VLT /PIONIER mozna ja teraz studiowaé¢ bezposrednio.

Michat BEJGER

*
# R ¥*

Niebo w maju

Kolejny miesiac wiosny odznacza si¢ juz bardzo dtugimi dniami i krotkimi
nocami. W ciagu miesiaca dzien wydtuzy si¢ o prawie 1,5 godziny i pod koniec
maja trwa okoto 16,5 godziny. 20 maja Stonice przekroczy réownoleznik 20°
deklinacji péinocnej w drodze na pdinoc, a kilka dni wezesniej w poinocnej
czesci kraju zacznie sie okres biatych nocy astronomicznych, czyli czas,

w ktorym Slonce w najciemniejszej czesci nocy chowa sie pod widnokrag
mniej niz o 18°. Stopniowo obszar wystepowania bialych nocy rozszerza sie

na potudnie i w okolicach przesilenia letniego pokrywa cala Polske, choé

w gorach efekt jest staby, gdyz granica wystepowania tego zjawiska konczy sie
kilkadziesiat kilometrow na potudnie od granic naszego kraju.

W tym samym czasie rozpoczyna sie sezon na zjawisko tuku okotohoryzontalnego.
Tutaj uprzywilejowane jest poludnie. W sprzyjajacych warunkach (cirrusy na
niebie oraz Storice na wysokosci co najmniej 58° nad widnokregiem) jakie$

46° na potudnie od Stonica pojawia si¢ malta, lecz intensywna tecza. Warunek
przebywania Storica na tak duzej wysokoéci oznacza, ze zjawisko nie wystepuje
dalej niz 56° od réwnika, a w Polsce jest ono rzadkie, gdyz Stonice znajduje sie
na odpowiedniej wysokoéci tylko latem w godzinach okotopotudniowych. Blizej
rownika szansa na dostrzezenie tuku okotohoryzontalnego jest znacznie wicksza.
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Kolejnym zjawiskiem, wystepujacym od maja do
sierpnia, sa tzw. obloki srebrzyste, czyli powstajace
bardzo wysoko w atmosferze chmury, o$wietlone
Stonicem schowanym juz pod widnokregiem. Tutaj takze
bardziej uprzywilejowana jest péinoc. Podejrzewa sie, ze
obloki srebrzyste to kondensacje pary wodnej na pyle
meteorowym lub wyrzuconym przez wulkany. W Polsce
obtoki srebrzyste pojawiaja sie na wysokosci kilkunastu
stopni nad pétnocnym horyzontem, bardziej na poinoc
mozna je dostrzec wyzej.

Uktad faz Ksiezyca bedzie podobny do kwietniowego:
poczatek miesiaca w pelni, 8 maja — ostatnia kwadra,
15 maja — néw, 22 maja — I kwadra i petnia 29 maja.
Niestety, w maju opusci nas szcze$cie do zjawisk
zakryciowych. Z jasniejszych gwiazd z terenu Polski
da si¢ obserwowac tylko zakrycie gwiazdy 4. wielkosci
¢ Cap 8 maja, a i to juz na jasnym niebie, kilkanascie
minut przed godzina 5 (z odkryciem w okolicach
wschodu Stonica). Sezon zakryé Regulusa skonczyl

sie w kwietniu, natomiast sezon zakryé¢ Aldebarana
skoniczy sie we wrzeéniu, ale kazdy z pozostatych
pasow zakry¢ ominie Polske. Na kolejne zakrycie
Regulusa trzeba czekaé¢ do roku 2026, a do zakrycia
Aldebarana — 8 lat dluzej. Nie zabraknie za to spotkan
z planetami Ukladu Stonecznego: 1 maja Ksiezyc

w pelni spotka si¢ z Jowiszem, o $wicie oddali si¢ od
niego na 5°, 5 maja rano przy fazie 78% Saturn znajdzie
sie 2° od niego, dobe pdzniej dotrze na niecate 3° do
Marsa. Po nowiu 17 maja jego cienki sierp w fazie 7%
przejdzie 5,5 stopnia na potudnie od Wenus, a 10 dni
pézniej 2 dni przed pelnia ponownie minie Jowisza

w odleglosci 3°.

9 maja najwieksza planeta Uktadu Stonecznego znajdzie
sie¢ w opozycji. Zatem maj jest najlepszym okresem
widocznoéci Jowisza w tym roku. Ponad rok temu
Jowisz przeszedl przez swoje aphelium, czyli najdalszy
od Slonica punkt swoje orbity, stad ta opozycja nalezy
do tych mniej korzystnych. Planeta osiggnie jasnosé
—2,5™ i drednice 45”. 3 maja Jowisz przejdzie tylko 5’ na
pénoc od gwiazdy 5. wielkosci v Lib, ktora wtedy moze
myli¢ sie z ksiezycami galileuszowymi, a na przelomie
maja i czerwca przejdzie niecaly stopien na péinoc od
gwiazdy Zuben Elgenubi. Jest to gwiazda podwdjna,
ktorej sktadniki o jasnosciach 42,8 oraz +5,1™ dziela
na niebie prawie 4’, zatem oba skladniki mozna dostrzec
golym okiem.

Okoto 50°, czyli 2-krotna rozpieto$é¢ wyciagnietej przez
siebie dloni z rozstawionymi palcami, na wschod od
Jowisza swoja petle po niebie kresli Saturn. Planeta
przygotowuje sie do opozycji pod koniec czerwca i —

tak samo, jak Jowisz — porusza si¢ ruchem wstecznym.
Przez caly miesigc Saturn znajduje sie mniej wiecej 100/
na péinoc od jednej z jasniejszych gromad kulistych
gwiazd M22. Latwo ja dostrzec przez lornetke, jako
rozmyta mgietke. W maju jasnoéé¢ Saturna urosnie do
+0,2™ a jego $rednica katowa do 18".
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Czerwona Planeta rozpocznie maj rowniez w Strzelcu,
okoto 15° na wschod od Saturna, jednak w trakcie
miesigca przesunie si¢ o ponad 11° dalej i dotrze do
gwiazd gtéwnej figury Koziorozca. W tym czasie jej
jasno$é zwiekszy sie do —1,2™ a $rednica katowa do 15",
czyli niewiele mniej od $rednicy Saturna. Do konca maja
dystans miedzy tymi planetami uroénie do prawie 30°.

W pélnocno-zachodniej czeéci Strzelca znajduje sie
planetoida (4) Westa. 20 czerwca przejdzie ona przez
opozycje, a w maju wykona zakret na kreslonej przez
siebie petli i zmieni kierunek ruchu na wsteczny. Westa
odwiedzi dwa obiekty z katalogu Messiera: 2 maja
przejdzie niewiele ponad 0,5 stopnia na potudniowy
zachod od gromady otwartej M18, zas 24 maja — tyle
samo na péinoc od mglawicy M24. Wszystkie te obiekty
znajduja si¢ w maju okoto 6° na pdéitnocny zachdd od
Saturna, natomiast Westa w trakcie miesigca pojasnieje
z 6,5 do 5,8™, stajac si¢ tym samym mozliwa do
zaobserwowania gotym okiem.

Wieczorem bardzo dobrze widoczna jest planeta Wenus,
ktora przez miesiac przemierzy odcinek prawie 40° od
gwiazd 4. wielkosSci x 1 v Tauri do obszaru mniej wigcej
3° na pdélnocny zachéd od Swiecacej z jasnoscia 3,5™
gwiazdy Wasat (6 Gem). Po drodze planeta 4 maja
minie w odleglosci 20’ gwiazde 4. wielko$ci 7 Tauri,

10 dni pdzniej przetnie lini¢ taczaca gwiazdy tworzace
rogi Byka: El Nath (8 Tau) — rég poinocny i ¢ Tau — rég
poludniowy. 19 maja Wenus wejdzie do gwiazdozbioru
BliZniat, gdzie 2 dni pdzniej spotka si¢ ze znana
gromadg otwartg gwiazd M35, w odleglosci 45, 27 maja
zblizy sie na mniej niz 15" do Mebsuty (¢ Gem). W maju
nadal niewiele zmieni sie tarcza planety. Najwyrazniej
spadnie faza, do 80% na koniec miesigca, jasno$é urosnie
do —4™, za$ tarcza — do 13". Przez caly miesiac godzing
po zachodzie Slorica planeta wzniesie si¢ na wysokos¢
okoto 13° nad pélnocno-zachodnim widnokregiem.
Pozostate 3 planety Uktadu Stonecznego przebywaja

za blisko Storica i sa niewidoczne.

W maju promieniuje kolejny znany coroczny rdj
meteoréw: n-Akwarydy. Sa to szybkie meteory, zderzaja
sie z atmosfera z predkoscia 66 km/s, a ich radiant
znajduje si¢ w poétnocno-wschodniej czesci Wodnika,
nieco ponad 1° na poludniowy zachéd od gwiazdy

4. wielkosci n Aqr. Meteory z tego roju promieniuja

od 19 kwietnia do 28 maja, z maksimum okolo 6 maja.
Niestety, na péinocnej potkuli Ziemi te meteory
widoczne sa niezbyt dobrze, gdyz ich radiant znajduje
sie niedaleko ekliptyki, a ta o tej porze roku rano
nachylona jest niekorzystnie. Ponadto wschodzi okoto
godziny 1:30 i godzine pdzniej — na poczatku switu
zeglarskiego — wznosi si¢ na wysokos¢ zaledwie 10° nad
wschodni horyzont. Stad, mimo ze w maksimum roju
mozna spodziewaé sie nawet 50 meteoréw na godzine, to
u nas na pewno zdarzy sie ich o wiele mniej. Dodatkowo
obserwacje popsuje Ksiezyc w fazie 69%, znajdujacy sie
wtedy niecale 50° na zachdd.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Mionowe manowce

Czastka natadowana, ktéra wpada w pole magnetyczne
prostopadte do swej predkosci, zaczyna si¢ poruszaé
jednostajnie po okregu, a okres pelnego obiegu tego
okregu jest proporcjonalny do masy tej czastki oraz
odwrotnie proporcjonalny do jej tadunku i do indukcji
magnetycznej. Wiele czastek elementarnych ma tez
wladciwosé zwana spinem. W ogromnym uproszczeniu
mozemy sobie wyobrazaé, ze spin wiaze si¢ z ruchem
wirowym ladunku elektrycznego czastki, ktéra w polu
magnetycznym zachowuje si¢ jak miniaturowa petelka
z pradem. Okazuje sie, ze wektor spinu obrazujacy
,hatezenie” i ,kierunek” tego pradu réwniez obraca sie
jednostajnie w polu magnetycznym.

Opisana wyzej analogia, choé¢ prosta, nie uwzglednia
jednak tego, ze spin jest wielkoscia kwantowa. Teoria
kwantowa przewiduje za$, ze w przestrzeni wystepuja
nieustanne fluktuacje polegajace na narodzinach

i zniknieciach par czastka-antyczastka. Efekty te wplywaja
minimalnie na tempo, w jakim spin danej czastki obraca
sie w polu magnetycznym. To ostatnie mozna w wielu
przypadkach bardzo dokladnie zmierzy¢ i stad wynika
jeden z najwazniejszych probleméw aktualnej teorii czastek
elementarnych, czyli Modelu Standardowego.

Tempo obiegu spinu w polu magnetycznym czastek takich
jak elektron czy mion mozna w zasadzie obliczy¢ w Modelu
Standardowym i poréwnaé z wynikami doswiadczalnymi.
Dla elektronu wielko$¢ ta jest obliczona i zmierzona

z dokladnoscia do trzynastu (!) cyfr znaczacych, przy
czym wyniki pomiaréw i obliczen sg zgodne. Z mionem jest
wszakze ktopot — przy obecnej doktadnosci eksperymentéw
na poziomie jedenastu cyfr znaczacych wystepuje drobna
acz istotna réznica z obliczeniami teoretycznymi (na
ostatnim miejscu). Z uwagi na oznaczenia, jakich fizycy
uzywaja w pisanych z tej okazji rownaniach, problem ten
jest znany jako anomalia g—2 dla mionu.

Zauwazmy na marginesie, ze w biezacym roku mija

70. rocznica podania (przez P. Kuscha i H.M. Foleya)
pierwszego kwantowego obliczenia opisywanej wielkosci
dla elektronu. W kolejnych dekadach rozwéj teorii

czastek elementarnych i metod zaawansowanych obliczen
kwantowych doprowadzit do uzyskania doktadnosci, z jaka
nie jest przewidywana zadna inna wielkosé fizyczna i ktéra
nie przestaje cokolwiek oniesmielaé piszacego te stowa.

Historia obliczen teoretycznych g—2 dla mionu jest

ciekawa sama w sobie i obfituje w zazarte dyskusje

czy nieoczekiwane zmiany znakéw. Gléwnym powodem
trudnosci tych obliczen jest fakt, ze kwantowe fluktuacje
przestrzeni powoduja powstawanie par czastka-antyczastka
oddziatlujacych silnie, a z opisem takich uktadéw przez
Model Standardowy wystepuja pewne praktyczne trudnosci
obliczeniowe. Mozna je jednak pokonaé, odwolujac

sie¢ do bardzo dokladnych danych doswiadczalnych

dla rozpraszania elektronéw i pozytonéw przy niskich
energiach, totez od kilku lat panuje przekonanie, ze
przewidywanie teoretyczne dla g—2 mionu, wynikajace

z Modelu Standardowego, jest godne zaufania.
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Pesymisci méwia — klapa! Model Standardowy nie zgadza
sie z do$wiadczeniem. Optymisci na to — $wietnie! To znak,
ze w kwantowych fluktuacjach przestrzeni powstaja nowe,
nieodkryte jeszcze bezposrednio czastki. Jestedmy blisko
przetomu doswiadczalnego! Kto ma racje?

A moze niezgodnosci wcale nie ma? Na poczatku tego
roku Takahiro Morishima, Toshifumi Futamase i Hirohiko
Shimizu upublicznili w repozytorium arXiv serie trzech
raportéw. Japonscy badacze twierdzili w nich, ze

przy tak dokladnych obliczeniach, jakie potrzebne sg

do wyznaczenia g—2 dla mionu, nie mozna udawaé, ze
eksperymenty wykonywane sa w pustej — a wiec, w mysl
ogoblnej teorii wzglednosci, plaskiej — przestrzeni. Ich
zdaniem, nalezy uwzgledni¢ niewielkie poprawki wynikajace
z obecnosci pola grawitacyjnego Ziemi. Jesliby wlaczy¢
takie poprawki do obliczen zaproponowana przez nich
metoda, rozbieznosé miedzy obliczeniami teoretycznymi

i wynikami do$wiadczalnymi dla mionu znika, przy czym
nie psuje sie¢ analogiczna zgodnosé dla elektronu. Rézne
efekty dla tych dwéch czastek wynikaja z tego, ze badane
w eksperymentach miony, w odréznieniu od elektronéw,
poruszaja sie z predkosciami bliskimi predkosci $wiatla.

Wynik ten zaintrygowal wielu fizykéw. Nie tylko dlatego,
ze wydawal si¢ usuwaé¢ anomali¢ g—2 dla mionu, ale przede
wszystkim dlatego, ze sugerowal zaskakujaco duzy wplyw
ogolnej teorii wzglednosci na $wiat czastek elementarnych.
Podejrzany wydawal sie takze fakt, ze to pole grawitacyjne
Ziemi mialo mie¢ decydujacy wplyw na wielko$¢ poprawek,
podczas gdy wplyw grawitacji Stonica powinien by¢
kilkanascie razy wickszy, a wplyw grawitacji Galaktyki —
kilka tysiecy razy wigkszy.

Nic wigc dziwnego, ze wielu badaczy postanowilo
sprawdzi¢ wynik grupy japonskiej. Juz po kilku dniach
zaczely ukazywac sig prace, ktérych autorzy wykazali, ze,
odpowiednio rozwazajac zasade wzglednosci Einsteina,
mozna mowi¢ o wplywie grawitacji na eksperymenty
mionowe tylko wtedy, gdy oddzialywania grawitacyjne
zmieniajg si¢ w obszarze laboratorium, skad wynika, ze
oryginalnie opublikowany efekt powinien by¢ pomnozony
przez kwadrat stosunku rozmiaru laboratorium i promienia
Ziemi, a wiec przez bardzo mala liczbe. Oznacza to, ze
postulowane rozwiazanie anomalii g—2 dla mionu nie moze
by¢ poprawne.

Czego nas uczy ta historia? Wedlug mnie, mozna wyciagnaé
z niej dwie lekcje. Po pierwsze, wiesci o wynikach, ktore
sa zaskakujace lub w jakis sposéb ,,dziwne”, bardzo
szybko rozchodza sie¢ w $rodowisku naukowym. Jednak

w odréznieniu od nieprawdziwych informacji dotyczacych
spraw politycznych lub spolecznych, ktére zaskakujaco
skutecznie infekujg $wiadomo$é spoleczna, te ,,dziwne”
wiesci naukowe poddawane sa szybko i skutecznie kontroli
innych badaczy. W $rodowisku naukowym ceni si¢ bowiem
nie tych, co glosno krzycza, ale tych, co maja (ostatecznie)
racje.

Krzysztof TURZYNSKI

T. Morishima and T. Futamase,
arXiv:1801.10244 [hep-ph], arXiv:1801.10245 [hep-ph],
T. Morishima, T. Futamase and H.M. Shimizu,
arXiv:1801.10246 [hep-ph],
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Kij ma dwa konce...

Joanna JASZUNSKA

... medal — dwie strony, czego nie ma tu, musi by¢ tam, a co weszlo, musi wyjs¢.

1. Siedem kulek w dowolny sposéb dzielimy na dwie niepuste grupy i notujemy
iloczyn liczb kulek w obu grupach. Nastepnie procedure te powtarzamy,
wybierajac za kazdym razem dowolna grupe kulek, az uzyskamy siedem grup

< po jednej kulce. Wtedy sumujemy zapisane liczby. Niezaleznie od sposobu
rozdzielania, wynikiem jest 21. Dlaczego? Czy dla 77 kulek wynik tez jest zawsze

ten sam?

2. Na pewnym siedmioosobowym przyjeciu niektérzy
przywitali sie poprzez uscisk reki. Czy mozliwe, ze kazdy
uscisnal rece dokladnie trzech innych oséb?

3. Wykaz, ze liczba wszystkich 0s6b od poczatku
istnienia Swiata, ktore uscisnety rece nieparzystej liczbie
innych os6b, jest parzysta.

4. W pewnej grupie ztozonej ze 100 chtopcow

i 100 dziewczat kazdy zna dokladnie 8 oséb przeciwnej
plci. Wykaz, ze dowolnych k& chtopcow z tej grupy zna
,wspélnymi sitami” co najmniej k dziewczat.

5. Wykaz, ze w kazdej grupie oséb istnieja takie

dwie, ktére maja w tej grupie tyle samo znajomych
(znajomosci sa symetryczne i nikt nie liczy sam siebie).

6. W balu wzieto udzial 102 krélewiczow i 103 krélewny.

Po balu okazalo sie, ze kazdy krolewicz zatanczyt z taka
sama liczba krolewien. Udowodnij, ze pewne dwie
krélewny zatanczyly z taka sama liczba krolewiczow.

7. Na przyjeciu u pewnego malzenstwa gosémi

byly cztery inne malzenstwa. Niektorzy przywitali
sie, podajac sobie rece, nikt nie witat sie ze swoim
wspoélmalzonkiem. Gospodarz spytal kazdego

z pozostalych uczestnikéw przyjecia (réwniez wlasna
zone), ile rak uscisneli. Kazdy podal inna liczbe. Jaka
podala gospodyni?

8. Jas chcialby kazdego ze swych trzech gosci powitaé
udciskiem dloni. Kazda z tych czterech oséb cierpi

na inng chorobe, zarazliwg przez dotyk. Na szczescie
Jas ma rekawiczki, ale niestety tylko dwie. Czy moze
przywitaé sie z kazdym z gosci tak, aby nikt nikogo nie
zarazit?

9. Na nieskoniczenie wielkim stole lezy nieskonczenie
wiele monet, poczatkowo doktadnie 20 z nich ortem

do géry. Monety mozna odwracaé¢ na druga strone

i przesuwac. Nalezy podzieli¢ je na dwie grupy tak,

aby w kazdej grupie tyle samo monet lezalo ortem

do gory. Jak tego dokonaé z zawigzanymi oczami (bez
mozliwosci spojrzenia na monety w zadnym momencie,
réwniez poczatkowym) i w rekawiczkach (bez mozliwosci
wyczuwania, czy dana moneta lezy ortem czy reszka

do gory)?

10. Ponad polowe powierzchni pewnej idealnie kulistej
planety zajmuja lady. Wykaz, ze istnieje taka érednica
tej planety, ktorej oba korice sa na ladzie.

Zakladamy, ze lady i morza maja przyzwoite (mierzalne) ksztalty.

11. Czy istnieje taki 11-kat i taka prosta, ktéra przecina
wszystkie boki tego 11-kata (nie w wierzchotkach)?

12. Kazdy kij ma dwa konce. Ile koncéw ma 5 i pét kija?
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Rozwigzania i wskazowki do niektérych zadan

R1. Na poczatku potaczmy kazde dwie kulki nitka.
Ilekro¢ pewna grupe dzielimy na n i k kulek, przecinamy
wszystkie n - k nitek pomiedzy rozdzielanymi kulkami.
Kulki pozostajace w jednej grupie nadal sa potaczone.
W efekcie, po uzyskaniu pojedynczych kulek, przetniemy
wszystkie nitki (i kazda tylko raz), a rozwazana suma
iloczynoéw to wiasnie liczba tych nitek. O

R2. Nie. Gdyby tak bylo, to liczba uéciskoéw dtoni
bytaby réwna 7 - 3/2, bo w kazdym z nich uczestnicza
dwie osoby. Jednak liczba ta nie jest catkowita. [

RA4. Niech rozwazane osoby beda oémiornicami i niech
kazda poda jedna konczyne kazdej znajomej osobie
przeciwnej ptci. Wtedy dowolne grono k chtopcéw
podaje dziewczetom lacznie 8k koniczyn. Jednoczesnie
kazde dziewcze jest w stanie chwyci¢ najwyzej 8 z nich,
znajomych dziewczyn musi wiec byé co najmniej k. [

R5. Gdyby w n-osobowej grupie kazdy mial inna liczbe
znajomych, to bylyby to liczby 0,1,2,...,n — 1. Nie jest
jednak mozliwe, by ktos znal wszystkich pozostatych

n — 1 osob i jednoczesnie ktos inny miat 0 znajomych. [

‘W6. Gdyby kazda krélewna tariczyla z inng liczba
krélewiczéw, to byltyby to wszystkie liczby od 0 do 102.
Tle réznych par zatanczyltoby wtedy na balu?

Zad. pochodzi z VIII Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistéw.

W7. Kazdy podal inng liczbe, wiec podano wszystkie
wyniki od 0 do 8. Osoby, ktore powiedzialy 0 i 8, sa
malzenstwem, poniewaz. . .

R8. Tak. Wktada jedna rekawiczke na druga i wita

sie z gosciem 1. Nastepnie zdejmuje zewnetrzna
rekawiczke 1 wita si¢ z gosciem 2. Potem go$¢ 3 wklada
zewnetrzna rekawiczke (jej wnetrze jest czyste) 1 wita sie
z Jasiem. [

R9. Do jednej grupy wezmy dowolnych 20 monet

i wszystkie je odwréémy. Druga grupe niech tworza
pozostale monety. W obu grupach po tyle samo monet
lezy teraz ortem do gory, bo jesli wéroéd wybranych

20 monet byto ich n, to po odwréceniu jest ich 20 — n,
czyli tyle samo, ile wéréd pozostalych monet. [

R10. Gdyby kazda srednica o jednym koncu

na ladzie miata drugi koniec w wodzie, to taczna
powierzchnia ladéw bytaby co najwyzej taka, jak wod
— sprzecznosé. [

R11. Nie. Prosta przecinajaca wielokat na przemian
wchodzi do jego wnetrza i z niego wychodzi. Zaczyna
i koniczy na zewnatrz, przecina wiec obwdd parzysta

liczbe razy. O
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Pono¢ Banach
stwierdzil, ze matermatyk

to ten, kto dostrzega
analogie, a wybitny jest ten
l z matematykow, ktory
widzi analogie wirod

analogii.

bo w gruncie rzeczy caty gmach matematyki to analogie:

= analogicznie do rachowania na liczbach naturalnych (i na jege uzytek) stworzono teorie pierscieni;

= analogicznie do rachunku liczb wymiernych powstata teoria cial;

= oglad wielosciandw zaowocowat zarowno teorig grup, jak topologia geometryczna;

= praktycznie niezbedne mierzenie przyniosto zardwno liczby rzeczywiste, jak i rachunek prawdopodobienstwa;
= obserwacje kinematyczne zaowocowaty analiza matematyczna i rachunkiem wariacyjnym;

= nawet logika matematyczna i computer science powstaty w analogii do scholastycznych sylogizmow.

O umiejetnosci dostrzegania analogii bedzie mowa na LVIII Szkole Matematyki Pogladowej.
Szkoty sa otwarte dla wszystkich, ktorzy sa z matematyka zwigzani, niezaleznie od tego,
Czy jej ucza, uprawiaja ja, pisza o niej, czy tylko sie nia pasjonuja. Szczegodlnie mile widziani
sg miodzi matematycy, ktorzy ucza, badz chcg uczyc, w szkotach wyzszych.
Zapraszamy

Zgtoszenia uczestnictwa przyjmowane s3 do 30.06.2018 poprzez formularz
znajdujacy sie na stronie www.smp.uph.edu.pl
Pytania nalezy kierowac na adres okm@uph.edu.pl
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