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Proste i nieco pokrecone namagnesowanie

Andrzej WAWRO*

Stare porzekadlo mowi, ze znalezienie igly w stogu
siana nie nalezy do najlatwiejszych zadan. Sytuacja jest
nieco korzystniejsza, gdy szukamy igly np. na duzym,
wzorzystym dywanie. Bierzemy magnes. .. i igla jest
nasza. Jest to zapewne jeden z najprostszych sposobow
zastosowania wladciwosci magnetycznych materii.
Wykorzystanie oddzialywan magnetycznych jednak nie
ogranicza sie jedynie do szukania igty. ..

Magnetyzm towarzyszyl ludzkosci przez znaczna czesé
jej istnienia. Historia wykorzystywania tego zjawiska

zaczyna sie jeszcze na dlugo przed poczatkiem naszej ery.

Jako pierwsi szczegdlne wlasnosci magnetytu — tlenku
zelaza (Fes04), wystepujacego w stanie naturalnym —
zauwazyli Grecy i Chiniczycy, ktorzy skonstruowali pierwsze
kompasy. Nazwa tego materialu pochodzi od regionu
Grecji o nazwie Magnezja, gdzie odkryto jego zloza.
Udowodnienie, ze Ziemia jest dos¢ duzym magnesem
(Gilbert, 1600 r.), ze prad elektryczny odchyla igle
magnetyczna (Orsted, 1819 1.), a zmienne pole magnetyczne
moze powodowaé przeplyw pradu elektrycznego (Faraday,
1831 r.), oraz pé6Zniejsze pokazanie relacji pomiedzy
polem magnetycznym i elektrycznym (réwnania Maxwella,
1873 r.) to tylko niektére kamienie milowe wyznaczajace
droge poznania i zastosowania zjawiska magnetyzmu.
Obecnie jest ono wykorzystywane przy budowie poteznych
akceleratoréow, w urzadzeniach, ktére moga produkowac
energie termojadrowa, lewitujacych pociagach, medycznej
aparaturze diagnostycznej, pamieciach komputerowych i. ..
damskich torebkach. Czy zatem wspolczesne, rozwiniete
spoleczenstwa moglyby sprawnie funkcjonowaé¢ bez
magnetyzmu? Chyba nie. . .

Wiasciwosci magnetyczne materii pojawiaja sie
juz na poziomie atomowym. Elektrony obiegajace

*Instytut Fizyki Polskiej Akademii Nauk

jadro atomowe przypominaja mikroskopijne petle,

w ktérych plynie prad elektryczny wytwarzajacy pole
magnetyczne. Dodatkowo kazdy elektron zachowuje

sie jak niezwykle maly magnes. Cecha ta (spin) ma
charakter czysto kwantowy, cho¢ mozna spotkac
czasami niezbyt Sciste obrazowe wyjasnienie, ze moment
magnetyczny elektronu wynika z jego ruchu wirowego
wokét wiasnej osi. Na poziomie atomowym wkiad do
wlasciwosci magnetycznych materii dajg zatem moment
orbitalny i spinowy. Zachowanie sie elektronu jako
czastki obdarzonej nie tylko tadunkiem elektrycznym,
ale i momentem magnetycznym, wykorzystywane

jest w obecnie intensywnie rozwijajacej sie galtezi
elektroniki — spintronice.

Obecnosé trwaltych wilasciwosci magnetycznych

wymaga jednak uporzadkowania momentéw
magnetycznych atomdéw w makroskopowych objetoéciach
materii. Obszary, w ktorych wszystkie momenty
zorientowane sg w tym samym kierunku, nazywane

sa domenami magnetycznymi, a same materialy —
ferromagnetykami. Wsréd czystych pierwiastkéw
wladciwosci ferromagnetyczne przejawiaja: zelazo (Fe),
kobalt (Co), nikiel (Ni) i gadolin (Gd).

Wyjaénienie dlugozasiegowego uporzadkowania
namagnesowania wymaga ponownego powrotu na poziom
atomowy. Odpowiedzialne jest za nie oddzialywanie
wymienne, wynikajace z oddziatywania kulombowskiego
elektronow, oraz zakaz Pauliego, ktéry mowi, ze dwa
elektrony nie moga przebywaé obok siebie w tym samym
stanie kwantowym. Ograniczenie to wynika z faktu, ze
elektrony sg fermionami i gdy wystepuja w stadzie, ich
zachowanie opisuje statystyka Fermiego—Diraca.

Uktady, w ktérych wystepuje dlugozasiegowe heisenbergowskie uporzadkowanie
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magnetyczne (tj. réwnolegle lub antyréwnolegle), opisuje wyrazenie na
energi¢ w postaci Ey,;

= —-2J(S; - 8S;), gdzie parametr J nazywany calka

wymiany opisuje oddziatywanie spinéw sasiednich atoméw, a S; i S; to

CREARARARANA

wektory opisujace te spiny. Calkowita energia jest sumg tych wkladéw po

wszystkich parach (i, j) sasiadujacych ze soba atoméw. Jedli J przyjmuje

o Trtitititit

Rys. 1. Rézne rodzaje uporzadkowania
atomowych momentéw magnetycznych w:
(a) ferromagnetyku,

(b) antyferromagnetyku,

(c) ferrimagnetyku

wartosci dodatnie, material ma wlasciwosci ferromagnetyczne spowodowane
réwnoleglym ulozeniem sasiednich spinéw (rys. 1a). Jak juz wspomniano, tego
rodzaju materialy moga wykazywaé¢ namagnesowanie w skali makroskopowej.
Gdy J jest ujemne, preferowana jest antyréwnolegla konfiguracja spinéw,

a material nazywa sie antyferromagnetykiem (rys. 1b). Wéréd pierwiastkéw
cechy takie wykazuje chrom (Cr). Poniewaz antyferromagnetyki nie maja

wypadkowego namagnesowania, do niedawna traktowano je jako ciekawe
substancje z badawczego punktu widzenia, jednak bez wiekszych zastosowan
praktycznych. Niedawne prace, pokazujace mozliwos¢ kontrolowania
uporzadkowania antyferromagnetycznego metodami optycznymi i elektrycznymi,
spowodowaly gwaltowny wzrost zainteresowania tego typu materialami pod
katem tworzenia urzadzen spintronicznych. Jesli struktura sktada sie z dwoch
podsieci, antyréwnoleglte momenty nie musza mieé¢ takich samych wartosci

(rys. 1c). Oddzialywania w ramach tej samej podsieci lub pomiedzy podsieciami
opisywane sg odmiennymi catkami wymiany. Takie materialy wykazuja
wypadkowe namagnesowanie i nazywane sa ferrimagnetykamsi. Ich ciekawa
wlasciwoscia jest temperaturowy punkt kompensacji, w ktérym momenty
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Rys. 2. Orientacja momentéw
magnetycznych ferromagnetyka na
interfejsie ciezki metal (biate kétka) /
ferromagnetyk (czarne kétka):

(a) bez oddzialywania DM,

(b) z oddziatywaniem DM. Liniami
przerywanymi schematycznie zaznaczono
oddzialywania pomigedzy atomami 1 i 2
ferromagnetyka: (a) bezposrednie, (b) za
posrednictwem atomu 3 metalu cigzkiego

Rozwigzanie zadania M 1636.
Podana w zadaniu réwnos$é mozemy
przeksztalci¢ do postaci
2
Yy +ay +yz =2z,
co po dodaniu zx do obu stron daje
(y+2)(y+ 2) = 2zx.
Jesli liczby x, y, z sa nieparzyste, to lewa
strona powyzszej réwnosci jest podzielna
przez 4, w przeciwienstwie do prawej
strony, co konczy rozwigzanie zadania.

w

Rozwigzanie zadania M 1638.
Niech z1,...,z, beda pierwiastkami P,

n .

tzn. P(z) = | | ) 1(.’l: — z;). Korzystajac
i=

ze wzoréw Viete’a, mamy

n
s = E z; =n,
i=1
1
m = E Tir; = 571,('!1 —1).

i<j

W tej sytuacji

n
E (zi — 1) =5 —2m —2s+n =0,
i=1

skad x; = 1 dla ¢ < n. Pozostaje latwe
sprawdzenie, ze wielomian (z — 1)"

spelnia przedstawione w zadaniu warunki.

Dlatego a; = (—1)"~* (';) dla
0<i<n—3.

magnetyczne obu podsieci przyjmuja jednakowe wartosci i ferrimagnetyk staje
sie antyferromagnetykiem.

Omoéwione powyzej oddzialywania natury heisenbergowskiej prowadza do raczej
nieskomplikowanego, wspdélliniowego uporzadkowania magnetycznego. Niemate
zamieszanie wprowadza natomiast oddzialywanie Dzialoszynskiego—Moriyi (DM).
Ma ono charakter antysymetrycznego oddzialywania posredniego, tzn. potrzebny
jest ,mediator” wplywajacy na wzajemna konfiguracje rozpatrywanych

spinéw. Opisuje je wyrazenie na energie: Ep,; = —D;; - (S; x S;), ktére ze
wzgledu na iloczyn wektorowy faworyzuje wzajemnie prostopadia konfiguracje
oddzialujacych ze soba spinéw (D;; jest wektorem opisujacym wielkosé
oddzialywain DM). Tego typu interakcja moze wystepowaé np. w materiatach
litych, niemajacych centrosymetrycznej struktury krystalicznej. Jednak

w ostatnim czasie uwage badaczy oddzialywan DM przyciagnely uktady
wielowarstwowe typu niemagnetyczny metal ciezki (Ta, W, Ir, Pt, Au) /
ferromagnetyk (Co, Fe), wykazujace brak symetrii strukturalnej. Ponadto atomy
metalu ciezkiego charakteryzuja sie silnym sprzezeniem spinowo-orbitalnym,
niezbednym do wzajemnego odchylania spinéw atoméw ferromagnetyka,
tworzacych interfejs (granice miedzy warstwami). Mechanizm oddzialywania DM
jest zilustrowany schematycznie na rysunku 2.

Za niektére wladciwosci magnetyczne odpowiedzialne jest sprzezenie
spinowo-orbitalne. Jest ono zjawiskiem relatywistycznym i obrazowo mozna

je wythumaczy¢ jako efekt oddzialywania spinowego momentu magnetycznego
elektronu z polem magnetycznym wytworzonym przez orbitalny ruch elektronu
wokét jadra. Wyjasnia ono wiele efektéw magnetycznych (m.in. anizotropie
magnetokrystaliczna, ktéra bedzie krétko oméwiona w dalszej czesci tego
artykutu) i gwattownie roénie z liczba atomowa Z pierwiastka (jak Z*). Dlatego
tez atomy metali ciezkich charakteryzuja si¢ silnym sprzezeniem.

Uporzadkowanie magnetyczne w ukladach wielowarstwowych moze przyjmowacé
zroznicowane konfiguracje, ktore sa wynikiem wplywu kilku czynnikéw:
oddzialywania wymiany bezposredniej w ferromagnetyku, prostopadtej
anizotropii magnetycznej, oddzialywania DM i energii Zeemana, czyli energii
wewnetrznej namagnesowanego materialu w przytozonym zewnetrznym polu
magnetycznym. Oddzialywania wymienne sg charakterystyczne dla danego
materialu 1 mozliwos¢ ich modyfikacji jest raczej ograniczona. Wieksze pole
manewru pozostawiajg anizotropia magnetyczna i oddziatywania DM.

Pojecie anizotropii oznacza, ze material wykazuje zréznicowane wlasciwosci
(np. namagnesowanie) w zaleznosci od kierunku. W strukturach warstwowych

z prostopadla anizotropia magnetyczng ich namagnesowanie preferuje orientacje
prostopadta do ptaszczyzny warstw. Na wynikowa anizotropie sktadajag sie¢ rézne
jej sktadniki: magnetokrystaliczny, magnetosprezysty, powierzchniowy i dipolowy
(ksztaltu). Poszczegilne wklady silnie zaleza od struktury wielowarstwowej

i w zwiazku z tym anizotropie prostopadla mozna modyfikowaé w dos¢ szerokim
zakresie. Skladowa magnetokrystaliczna zalezy od krystalicznej struktury
warstwy ferromagnetyka. Determinuje ona symetrie orbitali elektronowych,

a te — poprzez wspomniane oddzialywanie spinowo-orbitalne — orientuja
przestrzennie spinowe momenty magnetyczne elektronéw, wyznaczajac

tym samym kierunek namagnesowania warstwy. W okolicach interfejsu

moga wystepowadé réwniez naprezenia sieci ferromagnetyka spowodowane
niedopasowaniem symetrii krystalicznej i parametru sieciowego materialow
tworzacych ten interfejs. Takie odksztalcenia rowniez daja dodatkowy

wklad do anizotropii. Na interfejsie zachodzi takze zlamanie symetrii

otoczenia atomoéw warstwy magnetycznej. Moze tez wystapié przepltyw
elektroné6w pomiedzy sasiadujacymi atomami réznego rodzaju — hybrydyzacja
elektronowa. Oba te zjawiska modyfikuja rozklad elektronéw w obszarze
interfejsu i przyczyniaja sie¢ do powstawania anizotropii powierzchni
(interfejsu). Na anizotropie wplywa réwniez dwuwymiarowy charakter

warstw — wyindukowane przez prostopadle namagnesowanie wewnetrzne

pole magnetyczne oddzialuje z tym namagnesowaniem i zawsze wymusza
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Rys. 3. Konfiguracje z réznymi liczbami
obrotu spinéw odpowiadajacych
tadunkowi @ skyrmionu: (a) 0, (b) 1,

(c) 2. Sg one topologicznie nieréwnowazne
i nie moga gltadko ewoluowaé miedzy
swoimi postaciami

Rys. 4. Uproszczony schemat konfiguracji
namagnesowania w: (a) skyrmionie Néela,

(b) skyrmionie Blocha, (c¢) antyskyrmionie.

We wszystkich powyzszych konfiguracjach
namagnesowanie w centrum skyrmionu

i na zewnetrznym okregu jest prostopadle
do ptlaszczyzny rysunku, ale ma przeciwne
zwroty: ,kluje” Czytelnika w oczy

w centrum, natomiast na zewnetrznym
okregu ma zwrot ,za plaszczyzne”.

W kazdym przypadku, przesuwajac si¢ od
zewnetrznego okregu do centrum wzdluz
promienia, obserwujemy ciaglya zmiane
kierunku namagnesowania. W skyrmionie
Néela (a) namagnesowanie obraca si¢ w
plaszczyznie zawierajacej promien (wokot
osi prostopadlej do promienia, zawartej w
plaszczyznie rysunku). W skyrmionie
Blocha (b) namagnesowanie obraca si¢
woko!l promienia, w plaszczyznie do niego
prostopadtlej

jego orientacje w plaszczyznie warstwy. Pozostale wymienione czynniki:
anizotropia magnetokrystaliczna, magnetoelastyczna i powierzchniowa moga,
prowadzi¢ do namagnesowania prostopadlego. Efektywna anizotropia jest
zatem wynikiem balansu czterech wspomnianych sktadnikéw. Nalezy zauwazyé,
ze w strukturach cienkowarstwowych udzial atomoéw tworzacych interfejs,
majacych odmienne wlasciwosci niz te z wnetrza warstwy, jest znaczny

(np. w warstwach magnetycznych skladajacych sie z pieciu warstw atomowych
wynosi on 40%). Ro$nie on ze zmniejszaniem si¢ grubosci warstw skladowych.
W konsekwencji sztucznie wytworzona struktura takiego rodzaju bedzie

miala nowe wladciwosci fizyczne, niespotykane w materiatach objetosciowych.
Odpowiedni dobor grubosci warstw magnetycznych oraz grubosci i rodzaju
przekladek niemagnetycznych (a tym samym rodzaju interfejséw) pozwala zatem
na pozadana modyfikacje w szerokim zakresie zaréwno anizotropii magnetycznej,
jak i oddziatywan DM.

W ostatnich latach wérod struktur magnetycznych obserwowanych w uktadach
wielowarstwowych, w ktorych wystepuje oddzialywanie DM, szczegdlne
zainteresowanie budza skyrmiony. Sa to lokalne stabilne zaburzenia
namagnesowania w ksztalcie wiréw. Ich nazwa pochodzi od brytyjskiego fizyka
Tony’ego Skyrme’a (1922-1987), ktéry opisal konfiguracje pola wektorowego
topologicznego solitonu (inny rodzaj zaburzenia namagnesowania). Istotna
cecha skyrmionu jest jego topologicznie chroniona konfiguracja magnetyczna.
Oznacza to, ze nie jest mozliwa ciagla deformacja konfiguracji magnetycznej
skyrmionu do otaczajacego go jednorodnego namagnesowania i wymaga ona
przejscia przez osobliwosé o (wedlug teorii) nieskoriczenie wysokiej barierze
energetycznej. W rzeczywistos$ci eksperymentalnej bariera ta ma skonczong
wysokos¢, ktéra jednak z powodzeniem moze stabilizowaé konfiguracje
skyrmionéw. Konfiguracja skyrmionéw jest wynikiem odpowiedniej relacji
pomiedzy bezpos$rednimi oddzialywaniami wymiennymi atoméw magnetycznych,
anizotropia magnetyczna i zewnetrznym polem magnetycznym, ktére staraja
sie uporzadkowaé namagnesowanie rownolegle, oraz oddzialywaniem DM
powodujacym wzajemne skrecenie momentéw magnetycznych sasiednich atomdw.
Skyrmionom mozna przypisa¢ pewne liczby charakteryzujace ich topologiczna
strukture. Jedna z nich jest topologiczny tadunek @ (nie nalezy go interpretowaé
w kategoriach wladciwosci elektrycznych lub magnetycznych), ktéry zwiazany
jest z liczba obrotéw momentéw magnetycznych przy pelnym obiegu wokol osi
skyrmionu (rys. 3). Z kolei polarnosé okregla, czy namagnesowanie w centrum
skyrmionu zorientowane jest wzdluz osi z (p = 1), czy przeciwnie (p = —1).
Roézne struktury magnetyczne skyrmionéw Blocha i Néela oraz antyskyrmionu
przedstawione sa na rysunku 4. Dla skyrmionéw Néela i Blocha tadunek
topologiczny i polarno$é przyjmuja te same wartoécei (Q = p = 1). Przeciwne
znaki tych wielkosci wystepuja w antyskyrmionach (Q = —p). Obiekty takie sa
mieszaning skyrmionu Blocha i Néela i mozna je spotka¢ w materialach o nizszej
symetrii. Obiegajac skyrmion wokoét jego osi, co 45° obserwuje si¢ cykliczng
zmiang przemagnesowania miedzy typowymi namagnesowaniami dla skyrmionu
Blocha i Néela (rys. 4).

W zaleznoéci od opisanych powyzej relacji pomiedzy poszczegdlnymi wkladami
energetycznymi skyrmiony moga przyjmowacé $rednice w bardzo szerokim
zakresie, od nanometréw do mikrometréw. Opracowane zostaly mechanizmy
generowania skyrmionéw oraz identyfikacji ich struktury. Sa one dobrze
rozréznialnymi obiektami (nazywanymi réwniez kwaziczastkami), ktérym
dodatkowo mozna przypisa¢ pewne liczby wynikajace z ich struktury
wewnetrznej. Ponadto moga by¢ one przemieszczane przez plynacy w materiale
prad elektryczny. Nie nalezy wiec si¢ dziwi¢, ze w ostatnim czasie zaczeto
rozwaza¢ skyrmiony jako potencjalne noéniki stuzace do magnetycznego

zapisu informacji o bardzo duzej gestosci czy wykonywania operacji logicznych.
Rozwaza si¢ rowniez wykorzystanie ich do budowy detektoréw mikrofalowych
lub nanooscylatoréow. Wydaje si¢ zatem, ze juz w niedalekiej przysztosci
pokrecone namagnesowanie moze wyrobi¢ sobie znacznie silniejsza pozycje

w zastosowaniach praktycznych wobec tego bardziej uporzadkowanego, czyli
prostego.
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Dyskretny Darboux Michat KIEZA

Kazda funkcja ciagla okreslona na zbiorze liczb rzeczywistych ma wtasnosé Darboux,
tzn. jesli dla pewnych z i y mamy f(z) =a i f(y) = b, to w przedziale (x,y)

sa przyjmowane wszystkie wartoéci miedzy a i b. Jest to bardzo skuteczne narzedzie
do rozwiazywania wielu zadan z analizy matematycznej. Okazuje sie, ze podobny
motyw mozemy zaobserwowaé takze w zadaniach dotyczacych liczb catkowitych.
Rozwazmy bowiem taka funkcje f:Z — Z, ze |f(z+1) — f(z)| < 1 dla kazdego x € Z.
Ma ona wlasno$é analogiczna do wczesniej opisanej wlasnosci Darboux, tzn. jesli

dla pewnych z i y mamy f(z) =ai f(y) = b, to na zbiorze {z + 1,2+ 2,...,y — 1}
sa przyjmowane wszystkie calkowite wartosci miedzy a i b. Sprébujmy zobaczy¢ na
przykladach, jak potezna moze byé powyzsza obserwacja.

Zadanie 1. Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Kazdy element zbioru
{1,2,3,...,6n} pomalowano na bialo albo na czarno, przy czym dokladnie

4dn elementow jest biatych. Wykazaé, ze w tym zbiorze istnieje 3n kolejnych liczb
catkowitych, wsrod ktorych dokladnie 2n liczb jest bialych.

Rozwigzanie. Niech f(k) dla 1 < k < 3n + 1 bedzie liczba elementéw zbioru
{k,k+1,...,k+ 3n— 1} pomalowanych na bialo. Zauwazmy, ze f(1) + f(3n + 1)
jest liczba elementéw zbioru {1,2,3,...,6n} pomalowanych na bialo, czyli

F)+ f(3n+1) =4n. Jesli f(1) = 2n, to teza zadania zachodzi. W przeciwnym
razie f(1) < 2n albo f(1) > 2n. Przyjmijmy bez straty ogélnosci, ze spelniony jest
pierwszy przypadek (drugi jest analogiczny). Wtedy f(3n 4 1) > 2n. Jest jasne, ze
|f(k+1)— f(k)|] <1, zatem istnieje taka liczba 1 < k < 3n + 1, dla ktérej mamy
f(k) = 2n, co jest réwnowazne z teza zadania.

Zadanie 2. Udowodnic, ze istnieje 2020 kolejnych dodatnich liczb catkowitych, wsrod
ktorych jest dokladnie 13 liczb pierwszych.

Rozwigzanie. Niech f(k) dla k > 1 bedzie liczba liczb pierwszych w zbiorze
{k,k+1,...,k+2019}. Wérdd pierwszych 2020 liczb catkowitych dodatnich

jest wiecej niz 13 liczb pierwszych, zatem f(1) > 13. Zauwazmy takze, ze wéréd
liczb 2021! 4 2,2021! + 3,...,2021! 4+ 2021 wystepuja same liczby zlozone, zatem
(20211 + 2) = 0. Oczywiscie mamy |f(k+ 1) — f(k)| < 1, skad wniosek, ze istnieje
taka liczba 1 < k < 2021! + 2, dla ktérej mamy f(k) = 13. To koniczy rozwiazanie
zadania.

Zadanie 3. Nauczyciel napisal na tablicy tréjmian kwadratowy x? + 3z + 15.
Nastepnie wszyscy uczniowie w klasie podchodzili kolejno do tablicy; kazdy z nich
zmniejszal albo zwiekszatl o jeden wspolczynnik przy x albo wyraz wolny trojmianu.
Na koniec okazalo sie, ze na tablicy widnieje tréjmian x? + 13z + 5. Udowodnié, Ze
w pewnym momencie na tablicy byl napisany tréjmian o pierwiastkach calkowitych.

Rozwigzanie. Niech f(k) bedzie warto$cia danego tréjmianu w punkcie x = —1

po zmianie wspélezynnikéw przez k-tego ucznia i niech f(0) bedzie wartoscig

w —1 tréjmianu napisanego przez nauczyciela. Zauwazmy, ze f(0) = 12,

a f(n) = —7 (gdzie n to numer ostatniego ucznia). Ponadto zachodzi nieréwnosé
|f(k+1) — f(k)| < 1. Rzeczywidcie — jest to jasne, gdy zmieniamy wyraz wolny,
za$ zmieniajac o +1 warto$¢ wspolczynnika przy z, dodajemy lub odejmujemy 1
do wartosci wielomianu w —1. W takim razie istnieje takie 1 < k < n, ze f(k) = 0.
Zatem w pewnym momencie na tablicy byl napisany tréjmian =2 4+ ax + b, ktérego
jednym z pierwiastkéw bylo —1; ze wzoréw Viete’a wnosimy, ze drugim jego
pierwiastkiem byta liczba catkowita b.

Metoda rozwiazania kolejnego zadania bedzie nieznacznie réznita sie od poprzednich,
gdyz tym razem nasza funkcja bedzie skakata o 2, ale tylko po liczbach parzystych.

Zadanie 4. Dany jest wielokqt wypukly o parzystej liczbie bokéw. Kazdy bok
wielokgta ma dlugosé 2 lub 3, przy czym liczba bokow kazdej z tych dlugosci jest
parzysta. Dowiesé, Ze istniejq dwa wierzcholki wielokqta, ktore dzielg jego obwdd na
dwie czesci jednakowej dlugosci.

Rozwigzanie. Niech liczba bokéw wielokata bedzie réwna 2n, a jego wierzchotkami
beda kolejno Ay, As, As, ..., As,. Dla i =1,2,...,2n niech
fi) = AiAipn + A1 Aipo + Ao Aiis + .o+ A1 Aipn—

—AitnAitnt1 — Aignp1Aipnye — AignyoAignys — .. — Aipon_14;,



gdzie Agion = A dla k=1,2,...,2n — 1. Innymi stowy, f(i) jest réznica dtugosci
czesci, na ktore dziela obwéd wielokata punkty A; oraz A;y,,. Poniewaz
J) =2 - (AAipr + A1 Ajpo + Ao Ajs + .o+ A1 Aijn) — ¢
(gdzie ¢ jest obwodem danego wielokata), to f(i) jest liczba parzysta. Ponadto mamy
|fi4+1) = f@)] =12 AignAipntr —2- AiAip1] = 2 [AipnAipn — Aidip] < 2.
Zachodzi takze réwnosé f(i) = —f(i + n). Stad wynika, ze ciag liczb
F(1), @), f(n) oraz f(n+1) = — (1)

sklada sie z liczb parzystych, a jego kolejne wyrazy réznia sie nie wiecej niz o 2.
Zatem istnieje takie 4, ze f(i) = 0, czyli punkty A; oraz A;, dzielag obwdd danego
wielokata na dwie czesci o jednakowej dtugosci.

Na koniec proponujemy Czytelnikom dwa zadania do samodzielnego rozwigzania.

Zadanie 5. Niech n, p, q bedg liczbami catkowitymi dodatnimi. Cigg liczb
calkowitych (xg,x1,...,T,) spelnia warunki:

To=Tn oOraz Tit1 —2; € {p,—q}

dlai=0,1,...,n— 1. Udowodnié, zZe jezeli n > p+ q, to istniejq takie k, £, ze k # /
i {k, 0} # {0,n} oraz ), = x,.

Zadanie 6. Dany jest wielokgt wypukly o parzystej liczbie bokow. Kazdy bok
wielokgta ma diugosé 2 lub 3, przy czym liczba bokow kazdej z tych diugosci jest
parzysta. Dowiesé, Ze istniejq dwa wierzcholki wielokqta, ktore dzielg jego obwdd
na dwie cze$ci, z ktorych kazda zawiera takqg samgq liczbe odcinkow diugosci 2 i takq
samq liczbe odcinkow dlugosci 3.

m Zadania

Przygotowal Lukasz RAJKOWSKI
M 1636. Udowodnié, ze nie istnieja takie nieparzyste liczby x,vy, z, ze
(z+y)°+(y+2)°= (2 +2)°

Rozwiazanie na str. [2]

M 1637. W miedzyszkolnym turnieju gry w warcaby kazda para uczestnikow

z réznych szkél rozegrala jedna partie; jesli uczestnicy pochodzili z tej samej szkoty,
nie grali ze soba. Singlem nazwiemy kazdy mecz rozegrany przez uczestnikéw tej
samej plci, a miksem — przez uczestnikéw plci przeciwnej. Na koniec turnieju okazato
sie, ze liczba dziewczynek bioracych udzial w turnieju rézni sie o co najwyzej 1

od liczby chtopcow. Podobnie, liczba rozegranych singli réznita sie o co najwyzej 1
od liczby mikséw. Udowodnié, ze liczba szkoél, z ktorych startowaly rézne liczby
chlopcédw i dziewczat, nie przekracza 3.

Rozwiazanie na str.

M 1638. Wielomian P(z) = 2" + a,_12" ! + ... 4+ a12 + ag ma n pierwiastkéw
rzeczywistych (liczac z krotno$ciami). Wiedzac, ze ap—1 = —n i an—2 = 3n(n — 1),
wyznaczy¢ a; dla 0 < i< n— 3.

Rozwigzanie na str.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 999. Jednorodnemu walcowi o masie m i promieniu r nadano predko$c

katowa wg wokot osi symetrii obrotowej i potozono na poziomej podtodze.
Przyspieszenie ziemskie wynosi g, a wspoélczynnik tarcia kinetycznego miedzy
podlogg i powierzchnia walca wynosi p. Po jakim czasie 7 walec przestanie si¢ slizgac
i zacznie sie toczy¢ ze stala predkoscia katowa? Jaka prace W wykona sila tarcia?
Wskazéwka: moment bezwladnosci I jednorodnego walca, o promieniu r i masie m,
wokét jego osi symetrii wynosi: I = mr?/2.

Rozwiazanie na str. [[]

F 1000. Przecietne oko ludzkie rejestruje swiatto o dtugosciach fali A mieszczacych
sie w zakresie 380 nm < A < 740 nm. Ile linii widma wodoru czlowiek moze
zaobserwowaé bezposrednio? Stata Plancka wynosi h = 4,136 - 10715 eV s, predkosé
$wiatla ¢ = 3-10% m/s, a stala Rydberga R = 13,606 eV.

Rozwiazanie na str.
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Zr6b to sam: ptaszczyzna hiperboliczna z papieru

*Instytut Informatyki, Uniwersytet
Warszawski

Wyobrazmy sobie, ze rysujemy krawedzie
wielo$cianu na przezroczystej sferze,
nastepnie przykltadamy oko do tej sfery.
To, co widzimy, nazywa si¢ rzutem
stereograficznym.

Eryk KOPCZYNSKI*

Od czaséw starozytnych Grekéow wiadomo, ze jest pie¢ bryl foremnych:
czworoscian, szescian, oSmioscian, dwunastoscian i dwudziestoscian. W kazdym
wierzchotku moze si¢ spotkaé 3, 4 lub 5 tréjkatéw, 3 czworokaty lub 3 pieciokaty.
Duzo p6zniej skompletowano wielosciany pélforemne, jednak i tu w zadnym

z nich nie pojawia sie siedmiokat. Spréobujmy da¢ mu szanse. . .

Spoéjrzmy na klasyczna pitke nozna. Jest ona wieloscianem, ktorego $cianami
jest 12 czarnych pieciokatéw i 20 bialtych szesciokatéw. W kazdym wierzchotku
stykaja si¢ dwa biale sze$ciokaty i jeden czarny pigciokat. Na rysunku obok
pitka nozna przedstawiona jest w rzucie stereograficznym. Co by bylo, gdyby$my
zastapili pieciokat inng figura?

W tej pilce pieciokat mozna zastapi¢ kwadratem lub trojkatem. Chcac stworzyc
taki wieloscian z papieru, mozna wycia¢ wszystkie potrzebne biale i czarne
Sciany, a nastepnie odpowiednio je polaczy¢. Ta metoda wymaga jednak duzo
wycinania i klejenia, czego mozemy sobie oszczedzié, tworzac siatke docelowego
wieloscianu (czyli niektére ze Scian od razu beda potaczone). Taki wieloscian
mozna przedstawi¢ jak na rysunku obok, pamietajac o tym, ze jedna ze $cian
(ta, przez ktora patrzymy do wewnatrz sfery) nie jest na nim przedstawiona.
Gdy bedziemy tworzy¢ siatke zgodnie z zasadami, ze dwie biate i jedna czarna
figura maja spotkaé si¢ w kazdym wierzchotku, to otrzymamy wlasnie te bryte,
o ktérg nam chodzito.

Gdy bedziemy chcieli w pilce noznej zamieni¢ pieciokaty na szesciokaty, to latwo
sie zorientujemy, ze nie istnieje wieloécian, ktérego $cianami sa same szeéciokaty.
Oczywiscie mozna wykona¢ konstrukcje z papieru, otrzymamy wtedy co$ takiego
jak obok.

Po6jdZzmy dalej i zamienmy czarne figury na siedmiokaty.

Przed rozpoczeciem sklejania warto rozrysowaé na kartce strukture czegos
takiego. Wynik przedstawiony jest na rysunku obok. Podobnie jak w przypadku
czarnych szesciokatéw, nasza konstrukcja nie bedzie si¢ skladata w wielo$cian.
Nie bedzie sie takze sktadala w ptaszczyzne. Da sie ja jednak wykonaé,

jesli ograniczymy sie na przyklad do 50 figur w odlegltosci co najwyzej 3

od $rodkowego siedmiokata. Konstrukcja siatki jest troche trudniejsza niz

w przypadku wieloScianéw. Jeden czarny szesciokat i 2 biale idealnie mieécity
sie wokél wierzcholka, natomiast 1 czarny pieciokat i 2 biate szeSciokaty nie
tylko sie miescily, ale takze zostawialy troche miejsca (ktére nalezalo wyciaé

i sklei¢). Tutaj czarny siedmiokat i 2 biale szesciokaty juz sie nie mieszcza. Nie
jest to jednak duzym problemem, blok techniczny jest na tyle gietki, by lekko
wyginajac papier dalo sie takg konstrukcje wykonaé, i jednoczesnie na tyle
sztywny, by zachowywala ona swoj ksztatt. Taka
atrakcyjna konstrukcje niestety dosy¢ trudno
przedstawi¢ na dwuwymiarowych zdjeciach czy filmach
— lepiej pobawié sie samemu. Pora wyjasnié, co to
wlasciwie jest.

Kiedy w ,pilce” czarne byly szeéciokaty, to otrzymalismy
plaszczyzne. Dwudziestodcian przyciety (z czarnymi
pieciokatami) przypomina kule — co widaé na
przyktadzie pitki noznej. Wersje z kwadratami

i trojkatami réwniez przypominaja kule, ale juz nie

tak dobrze. Nasza siedmiokatna konstrukcja rowniez
przybliza pewna powierzchnie.

Przykladowa gotowa siatka konstrukcji z siedmiokatami:
www.mimuw . edu.pl/~erykk/paper/. Polecamy wydrukowac¢ na czterech
kartkach A4. Do szybkiego i mocnego ,sklejania” mozna uzy¢
ZSZYyWacza.


http://www.mimuw.edu.pl/~erykk/paper/

Piaty postulat Euklidesa: Jezeli prosta
przecina dwie proste, tworzgc dwa kqty
wewnetrzne po tej samej stronie,

o sumie mniejszej niz dwa kaqty proste,
to te dwie proste przecinajq sie po tej
stronie, po ktorej znajdujq sie owe kqgty
wewnetrzne.

Nasze rysunki przedstawiaja plaszczyzne
hiperboliczng w modelu Poincaré, ktéry
jest odpowiednikiem rzutu
stereograficznego sfery. W tym modelu
cala plaszczyzna hiperboliczna miesci sig
w dysku, proste przedstawione sa jako
tuki okregéw lub odcinki przecinajace
brzeg dysku pod katem prostym.

Zachecam do wirtualnego spaceru
po plaszczyznie hiperbolicznej,
ktérego mozna doswiadczyé

w grze HyperRogue — gra toczy
sie na opisanej powyzej siatce

z szesciokatow i siedmiokatow.
Gra ma takze opcje tworzenia
gotowej do wyciecia siatki
opisanego w artykule modelu

(na podstawie sceny z gry) oraz
mozliwo$¢ tworzenia
tréojwymiarowego komputerowego
modelu tej powierzchni.

Gra HyperRogue:
www.roguetemple.com/z/hyper/online.php
Zwiastun gry:

www . youtube . com/watch?v=xAFrKKApHTY

Gléwnymi twércami gry HyperRogue sa
autor tego artykutu oraz Dorota
Celifiska-Kopczynska (autorka tekstu,
ktéry znajduje sie na kolejnej stronie).

Jakie wlasnosci ma ta powierzchnia? By to zbadaé¢, sprobujmy rysowaé na

niej linie proste — jako ze mamy tylko przyblizenie, nie mozemy prostych
rysowaé gdziekolwiek. Jesli zaczniemy w srodku siedmiokata i narysujemy linie
prosta w kierunku wierzchotka lub $rodka krawedzi, to jest dosy¢ jasne, jak
bedziemy musieli ja kontynuowa¢. Dla latwiejszego zrozumienia, na rysunku
obok rysujemy odcinki, uzywajac naszej dwuwymiarowej reprezentacji. Z trzech
odcinkéw ltaczacych srodki trzech najblizej lezacych siedmiokatéw mozemy
stworzy¢ tréjkat i obliczy¢ sume jego katéw: 3 - 360°/7 < 180°. Mozemy tez
narysowaé prosta, nazwijmy ja L, i jaki$ punkt poza nia. Okaze sie, ze przez
ten punkt mozna poprowadzié¢ rézne proste nieprzecinajace L — mozna to zrobié
na kilka znaczaco réznych sposobéw. Z tego wynika, ze ta powierzchnia rézni
sie od plaszczyzny, gdzie suma katéw w trojkacie wynosi 180° i przez punkt
poza prosta L mozna przeprowadzi¢ tylko jedna prosta do niej réwnolegla. Ta
powierzchnia rézni sie takze znaczaco od sfery, gdzie suma katéw w trdjkacie
jest zawsze wieksza niz 180° i proste réwnolegle nie istnieja — réwnolezniki nie sg
prostymi.

Geometria przyblizana przez konstrukcje z siedmiokatami jest nazywana
geometrig hiperboliczng, a jej odkrycie jest jednym z najciekawszych, najbardziej
zaskakujacych fragmentéw historii matematyki. Spelnia ona wszystkie postulaty
geometrii Euklidesa oprécz piatego. Euklides, podobnie jak wielu innych
matematykow przez 2000 lat, wierzyl, ze piaty postulat da sie wyprowadzic¢

z pozostalych. Nasza konstrukcja jest dowodem, ze nie da sie tego zrobié.

Wyobrazmy sobie, ze spacerujemy po takiej konstrukeji i w kazdym kroku
mozemy przej$¢ na nowe pole, o ile ma ono wspélnag krawedz z tym, na ktérym
obecnie sie znajdujemy. Mozna obliczy¢, ze liczba figur w odleglosci co najwyzej
d krokéw od wybranego siedmiokata zalezy wyktadniczo od d. Jako ze wartosci
funkcji postaci a? sa zawsze od pewnego momentu wicksze niz d® (czy dowolny
inny wielomian zmiennej d), nie jest mozliwe wlozenie calej plaszczyzny
hiperbolicznej w przestrzen euklidesows — po prostu a? figur nie mieéci sie w kuli
0 promieniu d w przestrzeni tréjwymiarowej, przynajmniej jesli robimy model

z papieru (Hilbert wykazal, ze nie mozna tego zrobi¢ réwniez z abstrakcyjna
plaszczyzna hiperboliczna).



http://www.roguetemple.com/z/hyper/online.php
http://www.youtube.com/watch?v=xAFrKKApHTY

Zr6b to sam: pltaszczyzna hiperboliczna szydetkiem

*Instytut Informatyki, Uniwersytet
Warszawski

Czytelnikéw, ktorzy zaczeli kalkulowad,
»ile to bedzie kosztowalo?”, chcemy
pocieszy¢, ze projekt tak samo dobrze
bedzie wygladaé, gdy uzyjemy jakiejs
starej, zablakanej w domu wtéczki albo
kordonka czy materialu z recyklingu, np.
sprutego swetra, ktéry juz od dawna lezal
nikomu niepotrzebny. Jesli szydetka nie
uda si¢ znalezé w domu (ani pozyczy¢),
to ich ceny nie sg zatrwazajace: nie wigcej
niz 5-10 zl.

©

Ly

(b)

(c)

Rys. 1. Oczko tancuszka

Uwaga dla oséb leworecznych: wez
lusterko i przystaw je do rysunku

z instrukcja, tak aby w lustrzanym
odbiciu bylo widaé sposdb przerabiania
kolejnych Sciegéw.

Dorota CELINSKA-KOPCZYNSKA*

Stworzenie papierowego modelu plaszczyzny hiperbolicznej (patrz artykul na
stronie @ wymaga nieco umiejetnosci manualnych. Papierowy model, niestety,
ma bardzo powazna wade: jest podatny na uszkodzenia. Dlatego prezentujemy
konkurencyjny sposéb produkcji plaszczyzny hiperbolicznej, zaproponowany
po raz pierwszy przez Daine Taimine w 2001 roku. Pani Taimina, obserwujac
uczestnikow warsztatow, jak cierpliwie lacza papier tasma klejaca, wymyslita
sposéb na porzadnag i trwala ptaszczyzne hiperboliczng. Ten sposéb wymaga
szydetka, podstawowej umiejetnosci liczenia i znajomoéci zaledwie dwoch
Sciegbéw: lancuszka i potstupka.

Co bedzie potrzebne? Przygotuj materialy: wtoczke lub kordonek i wygodne
szydetko dostosowane do grubosci nici. Jest to wazny krok, ale drobne bledy
nie przekresla powodzenia projektu. Jedli uzyjesz zbyt grubego szydeltka,

nic powaznego sie nie stanie — Sciegi beda luzniejsze, a robétka bardziej
lejaca. Gdy uzyjesz zbyt cienkiego, by¢ moze nie bedziesz w ogble w stanie
tworzy¢. Zauwazysz to bardzo szybko. Ogdlnie im grubsza nitka, tym grubsze
szydetko: dla popularnej, cienkiej wldczki akrylowej szydetko 4 mm bedzie
prawdopodobnie bezpieczng opcja. Niektorzy producenci wtdczek podaja na
opakowaniu sugerowany rozmiar szydetka — warto na to zwrdci¢ uwage, jesli
zdecydujemy sie na samodzielny zakup materialéw. Pozyczajac szydetko od
kogo$ doswiadczonego, na pewno mozna liczy¢ na jego rady.

Nie ma wiekszego znaczenia, w jakiej pozycji trzymamy szydetko — ma byé
nam wygodnie. Mozna trzymac je jak druty lub otéwek. Osoby praworeczne
najczesciej trzymaja szydetko w prawej rece, osoby leworeczne w lewej.
Przeciwna reka stuzy do kontroli napiecia nici i trzymania robotki.

Oczko tancuszka. Wszystkie robétki szydetkowe zaczynaja sie od wykonania
poczatkowego lancuszka. Stanowi on baze. Robimy mala petelke, taka zeby
swobodnie przechodzil przez nia haczyk szydelka, ale jednoczesnie nie za duza.
Przektadamy haczyk szydetka przez petelke i nawijamy nitke na szydetko

w kierunku odwrotnym do ruchu wskazéwek zegara (rys. la). Przeciagamy
nawinieta nitke szydetkiem przez petelke, formujac nowa (oczko) (rys. 1b). Nie
zaciskamy poprzedniej petelki (oczka), pdZniej bedziemy si¢ w nia wbijaé¢. Aby
otrzymaé lancuszek poczatkowy, przerabiamy odpowiednia liczbe oczek (rys. lc).
Staramy sie, zeby byly rowne.

Poétstupek. Majac tancuszek oczekiwanej dlugosci, dodajemy jeszcze jedno
oczko. Bedziemy tak robi¢ zawsze przy odwracaniu robétki lub przechodzeniu do
kolejnego rzedu. Wkluwamy szydetko w roboétke, w drugie oczko poczatkowego
tancuszka, liczac od strony szydetka. Pierwsze oczko lezy na szydetku. Nawijamy
nitke na szydelko i przeciagamy ja przez robétke (pierwsza petelke zostawiamy
na razie w spokoju) (rys. 2a). Znowu nawijamy nitke i tym razem przeciagamy
ja przez obie petelki na szydelku (rys. 2b). Gratulacje, pierwszy pélstupek
gotowy (rys. 2¢). Zeby zrobi¢ kolejny, wkluwamy szydetko w nastepne oczko

i powtarzamy sekwencje nawijanie-przecigganie-nawijanie-przeciaganie. Gdy
dojdziemy do konca rzedu, dodajemy zwykle oczko lancuszka, a robotke
odwracamy. Od drugiego rzedu zauwazymy, ze na wierzchu naszych potstupkéw
znajduja sie petelki — w zaleznosci od wybranego wzoru mozemy whbijac sie

w przednia czes¢ petelki, tylna lub pod obydwoma.

Gdyby powyzszy opis byl niewystarczajacy, zachecamy do poproszenia o pomoc
kogo$ znajomego, po kim spodziewamy sie, ze potrafi szydetkowaé. Jesli
Czytelnik nie wykazywal wczesniej zainteresowania robétkami recznymi,

to nie uniknie zapewne (co najmniej) lekkiego zaskoczenia osoby pytanej.

W najgorszym wypadku mozna powiedzieé, ze zamierza sie zrobié¢ szalik (skoro
niektérzy nosza zrobiona na drutach butelke Kleina jako czapke, to kto nam
broni zalozy¢ plaszczyzne hiperboliczna na szyje?). Jesli jednak osoba, ktéra
chcemy poprosi¢ o pomoc, nie reaguje na tematy matematyczne agresywnie
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ani alergicznie, warto wzig¢ ten numer Delty i pouczy¢ sie razem. W koncu
®) matematyka lepiej smakuje w grupie.

Algorytm. Te kilka rzedéw, ktére opisaliémy jako prébke do nauki éciegéw,
nie tworzy jeszcze plaszczyzny hiperbolicznej. Uwazny Czytelnik dostrzeze, ze
przy starannym przerabianiu kazdego oczka i pamietaniu o dodaniu jednego

na koricu rzedu tworzy nam sie zwykly, euklidesowy prostokat. Dlatego teraz,
po przerobieniu bazowego tancuszka, zwiekszajmy liczbe polstupkdéw co n.
Przyjmijmy, ze nasze n bedzie réwne 5. Zacznijmy od matego lancuszka,

np. 20 oczek (+oczko na potrzeby przejscia do nowego rzedu). Zrébmy
standardowe 4 pélstupki, wbijajac sie w kolejne oczka. Piaty pdélstupek zrobmy,
wbijajac si¢ w te sama petelke, co czwarty. Powtarzajmy te dwa kroki do konca
rzedu. Oznacza to, ze co piaty pdlstupek bedzie robiony ,do tytu” robotki.

Na koniec rzedu dodajmy jedno oczko i odwréémy robotke. W poczatkowym
tancuszku mieliémy 20 oczek, po pierwszym rzedzie jest ich juz 26. Procedure
powtarzamy w kolejnych rzedach. Gdy znudzi nam sie robétka, mozemy obciaé
nitke, przeciagnac ja przez lezaca na szydelku petelke i zacisnaé¢, zeby zakonczy¢.

(b)

(c) g

1o . . . Lo B
Rys. 2 Pélstupek Czemu to dziata? W kazdym rzedzie dodajemy coraz wigcej oczek — zasada

jest zblizona do opisanej wczesniej konstrukcji papierowej. Bierzemy konstrukcje
plaszczyzny euklidesowej i dodajemy element (tam — bok czarnej figury,

tu — polstupek) tak, by twoér nie miedcil sie na plaszezyznie i musial sie
zakrzywi¢; element ten dodajemy w regularny sposéb, dzieki czemu otrzymujemy
powierzchnie o statej krzywiznie. Stosunek liczby oczek pomiedzy rzedami
pozostaje zawsze ten sam: n do n + 1. Po kilku(nastu) rzedach, w zaleznosci od
wybranego n, nasza robétka przestaje sie wygodnie miesci¢ w tréjwymiarowym,
euklidesowym $wiecie. Dodawanie oczek to réwniez powdd, dla ktérego
szydetko jest wygodniejsze od drutéw. Przy korzystaniu z drutéw, robétka musi
zawsze na jednym z nich sie opiera¢, co stanowi problem przy wyktadniczym

Czy mozna rozprostowaé jeden rzad zwi@kszaniu SIQ hCZby oczek.
naszej konstrukcji? Latwo sprawdzié, ze
nie mozna, i nic dziwnego — z punktu Co dalej? Teraz na réznych probkach (zeby zachowaé stala krzywizne!)

widzenia geometrii hiperbolicznej rzedy . , 6 iak h . . 1 iek 1
nie sa prostymi (sg raczej przyblizeniami mozemy WypI'ObOW&C, Jax zachowuje s1¢ piaszCzyzna, gdy ZW1eKSzZamy ub

ziperbzlliczr)leg ksztélﬂt}} awanego zmniejszamy n. Ciekawym rozszerzeniem jest réwniez zrobienie pseudosfery:
orocyklem). By znalezé prosta, .. , . . . . .
chwytamy nasz model w AR miejscach W tym celu po zrobieniu poczatkowego laficuszka, wktujmy si¢ w najdalej lezace
i rolfciazgamg) Znajdujgzc w ten Sll)joséb oczko (pierwsze, ktore zrobiliSmy) i po narzuceniu nitki, przeciagamy ja przez
najkrétsza droge miedzy nimi. Po . . . . ,
Skgnstmc,%vanif%uifgo};réjkqta 2 trzech  Obie petelki lezace na szydetku — stworzymy kéleczko. Jedno oczko tancuszka na
prostych mozemy zaobserwowad, ze jego  odwrdcenie robotki i teraz spiralnie kontynuujemy algorytm, pamietajac, by co

suma katéw jest mniejsza niz 180 stopni. , ., s i1e
? n-ty pétstupek robié ,,do tytu” robétki.

Problem 153. z Ksiegi Szkockiej
*Instytut Matematyczny, Polska WZ@S%CL’LU ZELA ZKO *

Akademia Nauk
Tytulowy problem, postawiony przez Stanistawa Mazura 6 listopada 1936 roku,

brzmi:

Czy dla kazdej funkcji ciaglej f(x,y) okreslonej w kwadracie 0 < z,y < 1
i dowolnej liczby dodatniej € istnieja takie punkty kwadratu (z1,v1),. .., (Tn, Yn)
oraz liczby ¢, ..., ¢,, ze dla wszystkich punktéw (z,y) tego kwadratu

n

‘f(fla y) = cif (@,y:) f(zi,y)| <e.

i=1
Problem nie wyglada szczegélnie interesujaco, ale Mazur wiedzial, ze ma on
zwiazek z waznym woéwczas pytaniem: czy kaZda osrodkowa przestrzen Banacha
ma baze Schaudera. Baza Schaudera (x;)$° przestrzeni Banacha X to taki
ciag jej punktéw, ze dowolny element x tej przestrzeni daje sie przedstawié
w postaci z = Y |° fi(x)z;, przy czym wspélezynniki f;(z) sa funkcjonalami
ciagltymi. Okazalo sie p6zniej (udowodnil to wielki matematyk francuski
Alexander Grothendieck), ze problem Mazura jest réwnowazny z problemem
aproksymacji dla przestrzeni Banacha X: czy kaZdy liniowy operator zwarty
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Zdjecie mozna znalezé w ksiazce
Kazimierza Kuratowskiego ,,P6t wieku
matematyki polskiej 1920-1970” wydanej
przez Ksigzke i Wiedze w 1973 roku

Per Enflo goscil w Krakowie na poczatku
wrzesnia 2019 roku, podczas
Jubileuszowego Zjazdu Matematykow
Polskich z okazji 100-lecia powstania
Polskiego Towarzystwa Matematycznego.
Uczestnicy Zjazdu mieli mozliwo$é
wysluchania koncertu fortepianowego
Pera Enflo 6 wrze$nia w Kinie Kijéw.

N

z dowolnej przestrzeni Banacha do X daje sie aproksymowac w normie

przez operatory skoriczenie wymiarowe? Jest tak, jesli przestrzenn X ma baze
Schaudera. Za rozwigzanie tego problemu Stanistaw Mazur obiecal ufundowaé
nagrode w postaci zywej gesi. Rozwiazal go po wielu latach Per Enflo w pracy
opublikowanej w roku 1973. Odpowiedz byla negatywna: Enflo skonstruowal
przestrzen bez wlasnosci aproksymacji, a tym samym bez bazy Schaudera.
Wynik ten wywolal sensacje; gdy bylo juz pewne, ze jest poprawny, Enflo zostal
zaproszony do Warszawy po odbiér nagrody.

Prezydent Uniwersytetu Kalifornijskiego w Berkeley, gdzie Enflo wéwczas
pracowal, ofiarowal mu bilet na przelot. Poniewaz wydarzenie mialo miejsce

w grudniu 1972 roku, na kilka dni przed Bozym Narodzeniem, szczesliwy
matematyk przy okazji mégt odwiedzi¢ rodzine w Szwecji. Stawetna ges$ zakupila
i umiedcita w koszyku dr Anna Warzecha. Enflo otrzymal ja w prywatnym
mieszkaniu Mazura (nie bylem przy tym obecny). Stynne zdjecie Mazura, Enflo
i gesi zrobil wtedy Wiestaw Szlenk. Tego dnia go$¢ wyglosil wyklad podczas
zebrania Towarzystwa Matematycznego w Palacu Kultury i Nauki (Mazur nie
byt obecny na tym wykladzie). Reporter TVP (niejaki ,Wicherek”) nagrywatl
tylko poczatek sesji, wiec gdy ges byla juz w piecu, mozna ja byto zobaczy¢
zywa w wieczornych wiadomogéciach telewizyjnych.

Po wykladzie powstal naturalny problem, co zrobi¢ z gesia. Enflo nastepnego
dnia mial lecie¢ do Sztokholmu i nie mégt zabraé jej w zadnej postaci. Problem
rozwiazala moja zona Hania. Obiecala upiec ge$ pod warunkiem, ze ktos ja
zabije i oskubie. Egzekucji dokonal Przemek Wojtaszczyk, obecnie profesor,

a wtedy doktorant Aleksandra Pelczynskiego, ktory polecil mu to uczynié.

7 podobnych powodéw ges zostala oskubana i oczyszczona przez moja
doktorantke Ewe Ligocka (obecnie emerytowana profesor UW i laureatke
nagrody Bergmana w USA). Piéra lataly po calym domu. Upieczona ges$ zostala
podana okoto trzeciej nad ranem. Przedtem goécie dostali co$ do jedzenia i picia,
a Enflo przez caly czas gral na pianinie. Byl i jest doskonalym pianista, miedzy
innymi zagral sonate E-dur Beethovena (opus 109). Powiedzial mi kiedy$, ze
dwukrotnie bral udzial w miedzynarodowych konkursach pianistycznych, i ze
pewnego razu zaproszono go na konferencje matematyczna, ale nie po to, aby
co$ powiedzial, ale po to, aby zagral. Bylo mu co prawda smutno, ale si¢ zgodzil.
Pamietam, ze kiedy$ podczas wizyty w Kent (Ohio, USA) bylem wraz z zona
zaproszony do Panstwa Enflo na kolacje. Na poczatku byl koncert: pani Enflo
zaspiewala arie z 208. kantaty Bacha (byla $piewaczka w operze w Cleveland),
a Per jej akompaniowal. Potem stuchaliémy Chopina, a w tym czasie pani
Enflo szykowala kolacje. Kilka dni pézZniej byliSmy na publicznym koncercie, na
ktérym oboje wykonywali piesni Schuberta. Styszatem, ze Per nadal koncertuje,
czasami nawet z orkiestra.

Per Enflo mial takze swéj udzial w rozwiazaniu innego stynnego, i chyba
wazniejszego, problemu, mianowicie problemu podprzestrzeni niezmienniczej.
Bylo to pytanie, czy kazdy operator liniowy ciggly T przestrzeni Banacha X

w siebie ma wilasciwg podprzestrzen niezmienniczg, to znaczy taka podprzestrzen
domknieta Y przestrzeni X, ze T(Y) C Y. Per pokazal mi kiedy$ gruby
catkowicie zapisany brulion z konstrukcja kontrprzykladu. Zapamigtatem tylko,
ze na ktoérej$ stronie byt sformulowany lemat 68. (numer zmy$lony) z uwaga,
ze dowdd jest podobny do dowodu lematu 36. Praca byla oddana do druku,
ale nikt nie byl w stanie tego przeczytaé. Styszalem, ze zostata opublikowana
dopiero wtedy, gdy na ten sam temat ukazala sie praca Charlesa Reada ze
znacznie prostsza konstrukcja, mieszczaca sie na kilkunastu stronach. Swoja
droga Charles Read byl takze nieztym pianista. Zagral u mnie w domu sonate
h-moll Liszta na tym samym pianinie, na ktérym gral Enflo. Pianino jest

wiec mocno zwiazane z problemem podprzestrzeni niezmienniczej. Pisze duzo
o muzyce ze wzgledu na pewna klasyfikacje matematykow: na takich, ktérzy
chodza po goérach, graja w szachy lub stuchajg muzyki. Istnieja co prawda
wybitni matematycy nie podlegajacy tej klasyfikacji, ale jest ich stosunkowo
niewielu.
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Zyclie na
Z y \AU® 110

... w czasach zarazy i przedtem

Urodzitam sie niedtugo przed II wojna $wiatowa. Z tej wojny pamietam
bombardowanie, potem strach o ojca wychodzacego co dzien z domu w Rado$ci
do pracy w Warszawie, przejécie frontu, tuny palacej sie Warszawy, stuzbe ojca
w wojsku. . .

Po wojnie chodzitam do szkét, ktére dzis nazywa sie , komunistycznymi”.
Skoriczylam studia. Swiat odnotowal dwie pandemie grypy, ktérych nie
pamietam, i zakazenie czarna ospa we Wroclawiu (zamkniete miasto), ktére
pamigtam.

Solidarno$¢, stan wojenny, w moim zyciu pojawita sie dwéjka dzieci i jeden
rozwod. Zajmowatam sie biologia i genetyka molekularna. Zostalam
,belwederskim” profesorem, dostatlam kilka nagrod i dwa ordery. Za mojego
zycia do medycyny wprowadzono antybiotyki (dzieki ktérym przezyl méj maz),
powstala inzynieria genetyczna, ludzie stworzyli GMO, wiele nowych lekéw

i procedur. Rozwineta si¢ transplantologia. Rozpoznaje sie choroby genetyczne,
cho¢ wciaz trudno je leczyé. Wspélorganizowatam Festiwal Nauki i Centrum
Nauki Kopernik. Przesztam na emeryture.

Dzi$ przezywam co$ zupelnie nowego: pandemie koronawirusa, dobrowolna
kwarantanne, serdeczno$é¢ i pomoc najblizszej rodziny i dalszych znajomych.
Jestem w grupie ludzi starych z wysokim zagrozeniem zejscia po zakazeniu.

Przepraszam za ten mocno osobisty ton. Traktuje ten tekst, jak list powierzany
butelce. W momencie druku bedziemy wiedzie¢ wigcej o zarazie, im dalej, tym
ciekawiej. A tymczasem na chwile o niej zapomnijmy. Moze dzigki historii
biotechnologicznej o wielkich superlarwach. Naleza do gatunku Zophobas atratus,
po polsku chrzaszcz drewnojad. Dorosla forme — smuklego czarnego owada

(3 ecm) kazdy z nas widzial, larwalna — hodowcy ptakdéw, jaszczurek, matych
gryzoni. W sieci sprzedawane sa na kilogramy.

Do naszej czesci $wiata przywieziono je z Ameryki Poludniowej, teraz
zainteresowanie budza w Korei (zgadnijcie, czemu?). W przyrodzie mozna

je spotkaé w gnijacym drewnie (brzoza). Znajdowano je w odchodach
owocolubnych nietoperzy (skojarzenie z koronawirusem). Larwy sa pelne

biatka i tluszczéw, osiagaja 6 cm dlugosci, jedza drewno, w duzej gromadzie
zjadaja wzajemnie siebie i poczwarki (kanibalizm). Od paru lat badacze

z Pekinu zauwazyli, ze larwy z rodziny Zophobas nie gardza polistyrenem. Larwa
najzartoczniejszych Z. atratus moze zy¢ na samym polistyrenie, pochtaniajac
0,58 mg dziennie tego specyfiku. Jeszcze ciekawsze okazaly sie produkty
trawienia; Chifczycy (znowu koronawirus) przebadali ten proces bardzo
dokladnie, i okazalo sie, ze obok malych organicznych zwiazkow wegla gléwnym
produktem (36%) trawienia polistyrenu jest dwutlenek wegla!!l Dodano

do polistyrenu antybiotyki i... larwy przestalty go trawi¢. Wniosek prosty:
polistyren rozktadaja obecne w jelitach larw bakterie.

Chyba w glowie kazdego Czytelnika zapalila si¢ zielona lampka. Skoro $wiatowa
produkcja plastikéw w 2018 roku wyniosta 360 mln ton, w tym polistyrenu

33 mln ton (polistyren uwazany jest za najtrudniejszy do utylizacji i recyklingu),
to moze trzeba odwolaé sie do tych larw — dlugich (6 cm) i do$é czlowieka
brzydzacych stworzen. Moze w ich jelitach warto poszukaé¢ bakterii, ktore sa

w stanie przetwarzaé¢ polistyren? Trzeba by tez cos$ zrobi¢ z dwutlenkiem wegla,
ktorego dzis§ mamy nadmiar. Myéle, Zze z tym sobie damy rade, np. przerywajac
proces trawienia na wczesniejszym etapie. To sie nazywa biotechnologia.

Biolog zastanowi sie rowniez, jak i kiedy pojawila sie opisana cecha bakterii

z jelit larw. W historii Swiata polistyren zaistnial niedawno. Czy bakterie
drewnojadéw mialy zawsze zestaw enzymoéw, ktore okazaly sie przydatne po
zetknieciu z nowym, bogatym w wegiel produktem? Czy tez przystosowaly sie¢ do
tego produktu przez wytworzenie nowego zestawu enzymow?

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)
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Indukcja przyrodnicza

*Instytut Informatyki, Uniwersytet
Warszawski

Tak zwana zasada indukcji przyrodniczej méwi: Gdy masz
podejrzenie, ze znalazltes ogdlny wzér, ktéry dziata dla
kazdej liczby naturalnej, to sprawdz go dla pierwszych
paru wartosci i dla jakiej$s wiekszej: jak wzor sie zgadza, to
zgadza sie dla kazdej liczby naturalnej.

Co, ze to nie zawsze dziala? No faktycznie, mozna podaé
bardzo proste zdania, ktére sg prawdziwe tylko dla

poczatkowych paru liczb, a potem przestaja by¢ prawdziwe.

Najprostsze zdania to ,twierdzenia” typu kazda liczba
naturalna n jest mniejsza od miliona. Faktycznie, gdy
sprawdzimy prawdziwo$é¢ takiego zdania dlan = 1,2, 3,
dostajemy zdania prawdziwe. Nawet dla n = 100 jest to
prawda. No ale — tu wszyscy sie uSmiechamy — nawet male
dziecko wie, ze w oczywisty sposéb to stwierdzenie nie jest
prawdziwe dla, na przyktad, n = 1000001.

Jednak gdy wzor jest nieco bardziej zagmatwany, mozemy
daé sie poniesé¢ fatszywej intuicji, ze skoro nieoczywisty
fakt zaskakuje nas dla niewielkich wartosci poczatkowych,
to bedzie tak zawsze. Rézni matematycy ulegali takim
mirazom. Jednym z nich byt wielki Pierre de Fermat, ktéry

C
@

n=1, ¢=0, rg=1 n=4, c=6, rg=8

&
@

n=2, c=1, rg=2 n=>5, ¢c=10, r¢=16

A
@

4
n=3, c=3, rg=4 n=6, c=15, ra=31
Podziat kola n cieciwami

1 | sinc(z)

//
N

\/ 20
fa(x)

réwna dokltadnie 7.

/

12

pélosi tez wynosi dokladnie Z.

Piotr CHRZASTOWSKI-WACHTEL*

sadzil, ze liczby postaci 22" +1 sg pierwsze dla kazdego n.
Faktycznie, podstawiajac n = 0, 1, 2, 3, 4, dostajemy

liczby 3, 5, 17, 257, 65537 — wszystkie one sg pierwsze.
Jednak, co wykryl Euler nieco pézniej, juz piata liczba
Fermata réwna 22 + 1 = 252 41 = 4204967 297 moze zostaé
przedstawiona w postaci iloczynu 641 - 67 000417. Metoda,
ktérej uzyl Euler, bazowala na pewnym fakcie znanym tez
Fermatowi; historycy zastanawiaja sie, czemu Fermat tego
nie zauwazyl. Podejrzewa sie, ze mdglt po prostu pomyli¢ sie
w obliczeniach.

Znalezienie rozktadu széstej liczby Fermata, czyli

Fs = 18446 744073709551 617, bylo juz poza zasiggiem
uczonych niedysponujacych komputerami, ale dzi§ wiadomo,
ze jest to liczba ztozona i mniejszy z jej dwoch dzielnikéw
to 274 177. Za pomocyg komputeréw znaleziono rowniez
rozktady liczb F7, Fg, Fy, F1o i F11. Wiadomo tez, ze liczby
Fermata o numerach od 12 do 30 sa ztozone. Co dalej — nie
wiadomo, to znaczy nie wiadomo, czy sa jakie$ pierwsze
liczby Fermata inne niz pigé poczatkowych i czy trzydziesta
pierwsza lub ktéras z dalszych liczb Fermata jest ztozona.

Jedna z metod odkrywania faktéw o liczbach naturalnych jest obserwacja matych
przypadkéw, postawienie hipotezy, zbadanie jej prawdziwosci dla matych wartosci,
a nastepnie préba uogdlnienia i, jesli sie¢ da, udowodnienie — zazwyczaj przez
indukcje — ogdlnego wzoru. Sprobujmy zmierzy¢ sie z takim oto zadaniem.
Wybierzmy n punktéw na brzegu kota i potaczmy kazdy z kazdym. Na ile
maksymalnie czedci dzielg koto wszystkie tak poprowadzone cieciwy? Widaé, ze
aby nie zmarnowa¢ zadnego mozliwego do uzyskania obszaru, wybrane punkty nie
powinny by¢ ulozone zbyt regularnie: zadne trzy cieciwy nie powinny sie przecinac
w tym samym punkcie. Zbadajmy pare poczatkowych wartoéci. Dla jednego punktu
mamy 1 obszar — zero cieciw i cate koto. Dwa punkty tworzg jedna cieciwe i dwa
obszary, trzy generuja z cieciw tréjkat dzielacy koto na 4 obszary. Cztery punkty
dajg nam 8 obszaréw, pie¢ punktéw 16 obszaréw, ..
maksymalna liczba obszaréw dla n punktéw to po prostu 2”1, Sprawdzamy jeszcze
dla n = 6 i bec! Okazuje sie, ze nie da sie wykroi¢ 32 obszaréw. Najwyzej 31.

. No to juz widzimy wzor:

Niestety nasz wzor jest btedny: nie uda sie nam krok indukcyjny. Trzeba by

pokazac, ze nowy punkt zwicksza dwukrotnie liczbe obszaréw, a dla wickszych n

jest to niemozliwe. W rzeczywistosci wzér na maksymalng liczbe obszaréw to

(") + (g) + 1 albo, jak kto woli, 2 (n* — 6n3 4+ 23n? — 18n + 24), co przez przypadek

) 24

dla pierwszych 5 wartosci daje kolejne potegi dwdjki, ale potem juz niekoniecznie
(poczatkowe wartosci to 1, 2, 4, 8, 16, 31, 57, 99, 163, 256, ...).

Teraz troche bardziej zaawansowany przyktad, ale robigcy wrazenie. Wiaze si¢ on
z funkcja fi(z) = sinc(x) (tac. sinus cardinalis), ktéra definiuje sie nastepujaco:

. T fa oz #0
sinc(z) = x
1 dla z=0.

Przyjrzyjmy sie wykresowi tej funkcji. Widaé, ze z grubsza to, co jest nad osiag OX,
przewaza nad tym, co jest pod nia. Innymi stowy, taczne pole miedzy krzywa
wykresu a osig OX nad ta osia jest wigksze od tacznego pola pod osia. Pola
kolejnych fragmentéw nad i pod osig dos¢ szybko zanikaja, a réznica sum tych pél
dazy do pewnej wartodci rzeczywistej. Jest to catka oznaczona f OOO sinc(z)dz. Calka
ta jest dos¢ paskudna — funkcja sinc nie ma elementarnej funkcji pierwotnej, ale
mozna wyznaczy¢ warto$c tej catki oznaczonej na calej dodatniej pétosi. Jest ona

Takie rzeczy sie zdarzaja. Jednak naprawde ciekawie sie robi, gdy nieco
zmodyfikujemy funkcje podcatkowa. Rozwazmy funkcje f3(z) = sinc(z) sinc(%).

3

Jej wykres przypomina wykres funkeji sinc(z), a catka fooo sinc(z) sinc(§)dz = %

x

Rozwazmy jeszcze funkcje f5(x) = sinc(x) sinc(%) sinc(¥). Jej catka na dodatniej

™
2



Co dalej? Skoro tak dobrze nam idzie, to sprébujmy obliczy¢ calki z iloczynéw
kolejnych funkcji sinc z argumentami bedacymi kolejnymi nieparzystymi utamkami zx.
Zatem mamy

fooo filx)dz = fooo sinc (%) dz =z
fooo fa(x)dz = fooo sinc (%) sinc (%) dx -z
fooo fs(z)dz = fooo sinc (%) sinc (%) sinc (%) dz =z
fooo fr(x)dz = fooo sinc (%) sinc (%) sinc (%) sinc (%) dx =1
fooo fo(z)dz = fooo sinc (%) sinc (%) sinc (%) sinc (%) sinc (g) dz =z
fooo fui(z)dz = fooo sinc (%) sinc (%) sinc (%) sinc (%) sinc (%) sinc (1’”—1) dz =z
fooo fis(z)dz = fooo sinc (%) sinc (%) sinc (%) sinc (%) sinc (%) sinc (%) sinc (1%) de =%

No to juz chyba nic ztego si¢ nie moze sta¢. Tymczasem okazuje sig, ze

oo

/oof15($) dz = /sinc(%) sinc(%) Sinc(g) sinc(%) sinc(g) sinc(%) sinc(%) sinc(%) dz
0

D. Borwein, J.M. Borwein (2001), ,Some
remarkable properties of sinc and related
integrals”, The Ramanujan Journal,

5 (1): 73-89.

0

- . 1 467 807 924 713 440 738 696 537 864 469
weale nie jest row?e 2™, tylko 53561515440 640907 310 521 750000
dokladnie réwne 57, ale nie do konca. Utamek, ktéry stoi przed m, ma w przyblizeniu
warto$¢ réwna 0,499999999992646, wiec rézni sie od 0,5 o niespelna jedna

stumiliardowa.

T, co jest prawie

Nie musze dodawac, ze 13 jest ostatnia liczba nieparzysta, dla ktorej catka z iloczynu
funkcji sinc z nieparzystymi mianownikami pod x jest doktadnie réwna 7. Potem ta
cudowna wtasno$é¢ zanika i dla kazdej wiekszej liczby nieparzystej catka ta juz jest
mniejsza od 5. Co tu si¢ dzieje?

Na ten fenomen wpadla dwdjka matematykéw kanadyjskich: David i Jonathan
Borweinowie (ojciec i syn). W 2001 roku opublikowali prace, ktéra zszokowata wielu
matematykéw. Od tej pory catki omawianej postaci nazywane sa catkami Borweinéw
(Borwein integrals). Jest sporo prac wyjasniajacych przyczyny tej niezwyklej
anomalii; zadna z nich nie odnosi sie do pechowosci liczby 13. W oryginalnej pracy
autorzy pisza nawet, ze podczas weryfikacji tego wyniku dla n = 15 sprawdzajacy go
za pomoca komputera byl przekonany o btedzie oprogramowania. Trudno sie dziwié.

Najproéciej mozna objasni¢ moment zalamania regularnosci, odnoszac sie do
transformat Fouriera i operatora konwolucji, co jednak wykracza poza zakres tego
artykutu. Dla zainteresowanych polecam prace H. Schmida

Two curious integrals and a graphic proof, dostepna pod adresem
www.schmid-werren.ch/hanspeter/publications/2014elemath.pdf. W skrécie,
kluczowa wlasnoscia trzynastki jest to, ze jest to ostatnia nieparzysta liczba, dla
ktorej suma odwrotnosci kolejnych nieprzekraczajacych jej liczb nieparzystych

(z pominieciem 1) nie przekracza jedynki. Po prostu % + % + % + é + ﬁ + % <1,
ale po dodaniu %5 przekraczamy jedynke. Co nam ta jedynka wadzi na drodze do
uzyskania 5? Tu niestety trzeba si¢ odnies¢ do konwolucji — ja nie potrafig tego
inaczej wytlumaczy¢. Jednak za pomoca tego mechanizmu mozna sie bawi¢ w jeszcze
bardziej szokujace wyniki. Na przyktad catki

oo

. X . X . x . x . x d

/smc(I) s1nc(ﬁ> smc(ﬁ) smc(ﬁ) ~~smc<7100n T 1) T

0
bedg réwne 5 tak dtugo, jak dtugo szereg utamkéw T=1 + Wl1 + ﬁ +...4+ m
nie przekroczy jedynki, a potem dla wigkszych n juz zawsze beda od 5 mniejsze.
Dla jakiego n to si¢ stanie? Dla bardzo duzego. Naprawde, bardzo. Chetnych
zweryfikowaé ten rezultat wlasnorecznie i sprawdzié, ile wyrazéw tego szeregu
czyni jego sume wieksza od jedynki, $piesze ostrzec, ze na pewno prosta metoda
polegajaca na sumowaniu ulamkéw az si¢ minie jedynke nie zadziata — po prostu
nie doczekamy si¢ wynikéw. Otéz najmniejszym n, dla ktérego ta catka bedzie
mniejsza od 7, jest n = 15341178 777673 149 429 167 740 440 969 249 338 310 889.
Czyli poczatkowych n — 1 catek bedzie doktadnie réwnych 7, a potem juz zadna.
No to teraz, zdolni informatycy, pytanie: jak mozna taka warto$¢ tak doktadnie
wyznaczy¢? To samo w sobie jest bardzo ciekawym zadaniem. Wiec nawet zachecam
tych, ktérzy maja dostep do komputera i umieja programowac, aby sprébowali
wyznaczy¢ to graniczne n. Ostrzegam: nie jest to proste zadanie.
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Rys. 1

Rozwigzanie zadania F 999.

W chwili poczatkowej powierzchnia walca
porusza si¢ wzgledem podlogi

z predkosciag ug = wor. W zwiazku z tym
podloga dziata na walec silg tarcia

T = —pmg. Sila ta nadaje walcowi
przyspieszenie ruchu postepowego a = pg
oraz spowalnia jego ruch obrotowy —
przyspieszenie katowe € = —pumgr/I
(znak minus w obu wzorach wynika

z przyjecia, ze w chwili poczatkowej
stykajaca si¢ z podloga powierzchnia
walca porusza sie w dodatnim kierunku
osi poziomej). Predkos$é katowa w walca
i predkos¢ v jego ruchu postepowego
zmieniajg si¢ w czasie wedlug wzoréw

pumgrt
w=wg— ——— oraz v = —ugt,
a predkosé¢ u powierzchni walca
(stykajacej sie z podloga) wzgledem
podtogi wynosi

nm, g’r'2 t

U =wr+v=uwor — 7

pgt =
= wor — 3ugt.
Gdy uw zmaleje do zera, poslizg ustanie.
Nastapi to po czasie
wor

" 3ug’

Stala sita tarcia wykona prace na drodze
S = worT — %,u,g‘r2 réwnej catkowitemu
przesunigciu powierzchni wzgledem siebie.
Praca ta wynosi

wﬁrz

6ug

Praca ta jest réwna réznicy poczatkowej
energii kinetycznej ruchu obrotowego
walca i jego calkowitej energii kinetycznej
podczas toczenia bez poslizgu.

W =

~INarzedzia zrobione ze Swiatta”
Nagroda Nobla z fizyki 2018, czes¢ 11

Piotr FITA*

W poprzednim numerze zajmowaliSmy sie tzw. peseta optyczna, za
skonstruowanie ktérej potowe nagrody Nobla z fizyki za rok 2018 otrzymat
Arthur Ashkin. Tym razem oméwimy odkrycie, za ktére Donna Strickland
i Gérard Mourou otrzymali druga polowe nagrody.

Wzmacnianie ultrakroétkich impulséw laserowych

Wyjadnienie, dlaczego wytwarzanie ultrakrétkich impulséw $wiatta o duzej
energii bylo osiagnieciem na miare Nagrody Nobla, najlepiej zaczaé¢ od
przytoczenia kilku liczb i przeprowadzenia prostych rachunkow. Impulsy Swiatta
laserowego, o ktorych tu mowa, trwaja od kilku do okolo 100 femtosekund,

a femtosekunda (fs) to 1071 s. Trudno wyobrazié sobie tak krétkie czasy, bo
za najkrétszy czas postrzegany przez czlowieka mozna uznaé przystowiowe
,mgnienie oka”, trwajace okoto 0,1 s. Tutaj méwimy o impulsach Swiatla
przynajmniej milion milionéw razy krétszych. Czas trwania tych impulséw

ma si¢ do jednej sekundy tak, jak czas trwania przecietnego filmu do wieku
Wszechswiata! Ma to kilka istotnych konsekwencji. Po pierwsze energia

Swiatla jest skupiona w niezwykle krotkich ,,paczkach”, co oznacza, ze moc
Swiatla w takiej ,paczce” jest bardzo wysoka, nawet jesli érednia moc lasera
generujacego te impulsy nie jest duza. Zrébmy prosty rachunek, zaktadajac, ze
laser generuje ciag impulséw o czasie trwania 7 i energii U, oddalonych o 7T'. Dla
uproszczenia przyjmijmy, ze impulsy maja ksztalt prostokatny (rys. 1). W takiej
sytuacji érednia moc lasera jest réwna

U
Pé = ?7
a moc $wiatla w impulsie (moc szczytowa) réwna jest
U
Pimp = —.
Stosunek szczytowej do $redniej mocy Swiatta wynosi wiec
Pwp _ T
Pé T ’

Dla mieszczacego si¢ na niewielkim stole lasera o Sredniej mocy 1 W,
generujacego impulsy trwajace 100 fs, oddalone od siebie o 1 ms, stosunek
ten wynosi 10'°, a moc szczytowa lasera jest réwna 10'° W = 10 GW. Warto
zauwazy¢, ze z mocami mierzonymi w GW ma sie do czynienia wtasciwie
tylko w przypadku elektrowni atomowych. O oddziatywaniu $wiatta z materia
decyduje jednak nie tyle moc, co natezenie tego Swiatta, czyli stosunek
mocy do powierzchni, na ktéra pada swiatlo. Wiazke laserowa mozna latwo
zogniskowa¢ do rozmiaréw rzedu 0,01 mm. Natezenie swiatla I w ognisku wiazki
o promieniu 7 jest réwne

P
—3
Przy podanych powyzej parametrach wiazki impulséw i r = 0,01 mm szczytowe
natezenie $wiatta ma wartoéé okoto 3 - 10 W/m?2. Dla poréwnania, natezenie
$wiatla stonecznego na powierzchni Ziemi jest réwne okoto 103 W/m?.

Natezenie $wiatla jest bezposérednio zwiazane z amplitudg drgan pola

elektrycznego Fy:
1
I = —ceoE2,
27070
gdzie ¢ jest predkoscia Swiatla w prozni, a €9 przenikalnoscia dielektryczna
prézni. Zwiazek ten pozwala obliczy¢ amplitude drgan pola elektrycznego, ktora
w ognisku wiazki o powyzszych parametrach jest rzedu 101! V/m. Ten sam rzad

wielkoSci maja natezenia pol elektrycznych w atomach, a wiec pole elektryczne
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Rozwigzanie zadania F 1000.

Energie kwantéw promieniowania
elektromagnetycznego emitowanego przez
atom wodoru opisuje zaleznosé

h R ! !
w=R|—— — ],
n,“{ né '

gdzie v oznacza czestosé fali, a ni i na to
numery poziomdéw energetycznych, miedzy
ktérymi zaszlo przejScie promieniste

(n1 < n2). Czgstosé v promieniowania
zwigzana jest z dlugoscia fali wzorem

v = ¢/\. Zakres dlugosci fal
rejestrowanych przez ludzkie oko
odpowiada wiec zakresowi energii

1,68 eV < hr < 3,27 eV. Jesli wyrazimy
otrzymany zakres energii za pomoca
statej Rydberga, to otrzymamy

0,12R < hv < 0,24R.

Jak tatwo sprawdzié¢, wszystkie przejscia
promieniste na poziom n; =1
odpowiadajg energiom wigkszym od
gornej granicy przedzialu widzialnego,

a na poziom n; = 3 energiom mniejszym
od dolnej granicy tego obszaru

(1/9 < 0,12). W badanym obszarze
znajduja si¢ linie o nqy = 2

ing =3,4,5,6,7,8,9 (ostatnie trzy linie
wypadaja w obszarze promieniowania
nadfioletowego — za jego granice
przyjmuje sie¢ A = 400 nm). Jest to tak
zwana seria Balmera.

impulsy 0Pz
sondujace OZn;j

Ieul-e

impulsy
pompujace
prébka
badanych czastek
detektor
Rys. 2

zogniskowanej wiazki impulséw femtosekundowych moze tatwo okazaé sie
silniejsze niz pole utrzymujace elektrony w atomie. W takiej sytuacji moze dojs¢
do oderwania elektronéw od atomdw lub czasteczek znajdujacych si¢ w ognisku
wiazki, czyli ich jonizacji. Po zogniskowaniu wigzki dostatecznie silnych
impulséw w powietrzu skutkuje to wytworzeniem , iskierki” w ognisku wiazki
(zdjecie na tylnej oktadce). Jest to chmurka zjonizowanych atoméw i elektronéw
(plazmy) o temperaturze tysiecy kelwindéw i rozmiarach rzedu mikrometréw.
Taka ,kulke plazmy” mozna wykorzysta¢ jako narzedzie do bardzo precyzyjnej
obrobki materialéw, ciecia lub wiercenia otworéw o mikrometrowych rozmiarach,
nawet w najtwardszych materialach o bardzo wysokiej temperaturze topnienia.
Do obrébki materiatéw oczywiscie mozna zastosowaé réwniez laser pracy
ciaglej lub generujacy o wiele dtuzsze impulsy, co od dawna wykorzystuje sie

w przemysle. Taki laser obrabia jednak material, topiac go, co oznacza, ze na
krawedziach moga pojawiaé si¢ nadtopienia. W przypadku cigcia materiatu
wiazka impulséw ultrakrotkich o odpowiednich parametrach material jest szybko
przeksztalcany w plazme, ktéra od razu opuszcza obrabiany obszar w postaci
gazowej, dzieki czemu jakos¢ uzyskiwanych krawedzi jest duzo lepsza i mozliwa
jest o wiele bardziej precyzyjna obrébka.

Bardzo silne pola elektryczne ultrakréotkich impulséw laserowych mozna tez
wykorzysta¢ do przyspieszania czastek natadowanych w tzw. akceleratorach
stolowych. Pozwalaja one na relatywnie krétkiej drodze (dzieki czemu taki
akcelerator mieci sie na stole) przyspieszaé czastki do energii, ktére wymagaja
klasycznych akceleratoréw o nieporéwnanie wigkszych rozmiarach.

W innych zastosowaniach korzysta si¢ nie tyle z duzych natezen $wiatla

w impulsach, co z samego faktu, ze ultrakrétkie impulsy trwaja naprawde
bardzo krétko. Dzigki temu mozliwe stato si¢ badanie proceséw zachodzacych
w pojedynczych czasteczkach, takich jak tworzenie i zrywanie wiazan
chemicznych, zmiany strukturalne (obroty fragmentéw czasteczek wzgledem
siebie) czy drgania fragmentéw czasteczek wokét ich polozen réwnowagi. Procesy
te zachodza w czasach rzedu femtosekund, a do ich badania niezbedne jest
narzedzie pozwalajace zaobserwowaé tak szybkie zmiany. Tym narzedziem sa
wlaénie femtosekundowe impulsy laserowe. W doswiadczeniach, ktére pozwalaja
zaobserwowaé przebieg wymienionych wyzej proceséw, wykorzystuje sie zwykle
jeden lub wiecej takich impulséw. Pierwszy z nich (tzw. pompujacy) inicjuje
badany proces, drugi za$, opézniony wzgledem pierwszego (tzw. sondujacy),
oddziatuje z badanymi czasteczkami w trakcie zainicjowanego procesu.
Zmieniajac opdznienie pomiedzy impulsami i badajac zmiany parametrow
impulsu sondujacego (energie, widmo, polaryzacje) w zaleznosci od op6Znienia,
mozna uzyskaé informacje o szybkosci i charakterze procesu zachodzacego

w czasteczkach oddziatujacych z tym impulsem. Za badania w tej dziedzinie
Ahmed Zewail w 1999 roku otrzymat Nagrode Nobla.

Nagroda Nobla z roku 2018 przyznana byla jednak nie za zastosowania
impulséw femtosekundowych o duzej energii, ale za samo opracowanie sposobu
ich wytwarzania. Wladciwie nawet nie tyle wytwarzania, co wzmacniania,

bo metoda generacji impulséw o relatywnie malej energii byla znana juz
wezesniej (co réwniez jest interesujacym, ale i obszernym zagadnieniem, wiec nie
bedziemy sie nim tutaj zajmowad). Wzmacnianie impulséw femtosekundowych
jest problematyczne ze wzgledu na te sama ich ceche, ktéra jest jedna z ich
zalet — bardzo duze szczytowe natezenie §wiatla. Zeby impuls mégl zostaé
wzmocniony, musi przej$é¢ przez osrodek wzmacniacza optycznego. Gdyby byt
to impuls ultrakrétki, to nawet jedli powiekszajac wiazke wzmacniang, udatoby
sie uniknaé¢ zniszczenia o$rodka wzmacniajacego, pojawitaby sie cala gama
zjawisk optycznych wynikajacych z oddzialywania $§wiatla o duzym natezeniu

z materiag. Cho¢ sg to zjawiska niezwykle interesujace, badane i wykorzystywane
w dziedzinie zwanej optyka nieliniowa, to tutaj zniweczylyby caly oczekiwany
efekt wzmocnienia $wiatla.
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Rys. 4

Pomyst na wzmocnienie impulséw femtosekundowych wiaze sie bezposrednio

z ich wlasnosciami. W przeciwienstwie do typowego lasera pracy ciagtej, ktory
ma waskie widmo, a wiec mozna w uproszczeniu powiedzie¢, ze generuje swiatto
o jednej dtugosci fali, widmo impulséw ultrakrotkich jest relatywnie szerokie.
Wynika to z faktu, ze przy czasie trwania impulsu rzedu femtosekund sklada sie
on z kilku-kilkudziesieciu oscylacji fali elektromagnetycznej. Nie stanowi wiec
fali monochromatycznej, w ktorej oscylacje maja niezmienny charakter i stala
czestosé, lecz skladaja sie na niego fale o réznych czestosciach (czyli barwach).
Najkrétsze impulsy maja widmo o szerokosci poréwnywalnej z zakresem
szeroko$ci widma Swiatta widzialnego!

“natgienie pola elektrycznego

| DA AR
WU VV\/\/VV

Anatezenie spektralne fala monochromatyczna
(widmo)

impuls

czestodé fali

Rys. 3

7 tego wynika, ze wiazka impulséw femtosekundowych padajac na pryzmat
lub siatke dyfrakcyjna, rozszczepi sie analogicznie do wiazki $wiatla bialego,
ktore w takim przypadku rozdzieliloby sie na wszystkie barwy teczy. Fale

o réznych czestosciach skladajace sie na impuls (czyli jego skladowe spektralne)
za elementem rozszczepiajacym $wiatto (dyspersyjnym) beda poruszaly sie po
réznych drogach. Ustawiajac odpowiednio pryzmaty lub siatki dyfrakcyjne

na drodze wigzki impulséw, mozna sprawié, ze na konicu ich ukladu uzyska
si¢ znéw skolimowana wiazke, jednak rézne skladowe spektralne, poruszajace
sie po drogach o réznej dlugosci, beda przesuniete w czasie wzgledem siebie
(taki impuls nazywamy $wiergoczacym, bo czesto$é fali w impulsie zalezy od
czasu). Impuls przechodzacy przez taki uklad zostanie rozciagniety w czasie,
a szczytowe natezenie swiatlta w impulsie zmaleje tyle razy, ile razy impuls
zostanie wydluzony.

Dzieki zastosowaniu tej metody impuls mozna wydtuzy¢ na tyle znaczaco, by
dalo sie go bezpiecznie wzmocnié¢, a po wzmocnieniu znéw skompresowaé za
pomoca odpowiedniego ukladu elementéw dyspersyjnych, komplementarnym
do ukladu, ktéry wezedniej impuls rozciagnal: jesli w ukladzie wydtuzajacym
sktadowe krotkofalowe poruszaly sie po dluzszej drodze niz sktadowe
dlugofalowe, to w uktadzie kompresujacym musi by¢ odwrotnie.

rozcigganie wzmacnianie kompresja

A impulséw impulséw A impulséw
—

Rys. 5 >

Obecnie idea ta wydaje sie niezwykle prosta, a wzmacniacze ultrakrotkich
impulséw laserowych sa juz bardzo rozpowszechnionymi uktadami
sprzedawanymi przez wiele firm. Ich uzytkownicy czesto nie muszg nawet
wiedzie¢, w jaki sposéb swiatlo jest w nich wzmacniane, a tym bardziej nie
wiedza, kto ten sposob wymyslil. Bardzo dobrze, ze Komitet Noblowski docenil
ten prosty koncepcyjnie, ale niezwykle sprytny pomyst, ktéry otworzyt wiele
nowych kierunkéw badan i zastosowan w dziedzinach odlegtych od optyki, takich
jak inzynieria, fizyka czastek elementarnych czy chemia. Tymczasem Gérard
Mourou nie spoczywa na laurach — jest jednym z inicjatoréw przedsiewziecia
Extreme Light Infrastructure (ELI), ktérego celem jest zbudowanie w krajach
Europy Srodkowo-Wschodniej (niestety nie w Polsce) szeregu Zrédel impulséw
laserowych, ktérych moce maja byé¢ rzedu petawatéw (10'° W). Z pewnoscia
doprowadzi to do nowych odkry¢ w dziedzinie oddzialywania materii ze
Swiatlem o ekstremalnych natezeniach.
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Informatyczny kacik olimpijski (137):
po prostu znajdz wzor

Wiele zadan konkursowych proponowanych podczas zawodéw programistycznych
wymaga od uczestnikéw zakodowania zawilych algorytméw czy skomplikowanych
struktur danych. Wtasnie takie zadania nie raz i nie dwa, ale wielokrotnie
prezentujemy w niniejszej rubryce. Dzi$ jednak opowiemy o pewnym bardzo
specyficznym typie zadan olimpijskich, ktére zwykle sprowadzaja si¢ do znalezienia
zwartego wzoru opisujacego odpowiedZ na pytanie zawarte w zadaniu. Jako
przyktad niech postuzy nam zadanie ,Count the Arrays”, prezentowane na
platformie Codeforces. Zadanie jest nastepujace:

Na wejsciu otrzymujemy dwie liczby naturalne n oraz m. Interesowac nas bedg
pewne bardzo specyficzne ciggi. Konkretnie powiemy, Ze cigg jest elegancki, jesli
zawiera n elementéw o wartosciach w zbiorze {1,2,...,m} oraz:

Przykladowo wszystkie eleganckie ciaggi

dlan =4, m=4to: (1,2,3,2), (1,2,3,1),
(1,3,2,1), (2,3,2,1), (2,3,4,3), (2,3,4,2
(3,4,3,2), (2,4,3,2), (1,3,4,1), (1,3,4,3
(1,4,3,1), (3,4,3,1), (1,2,4,1), (1,2,4,2),
(1,4,2,1), (2,4,2,1).

) (%) istnieje dokladnie jedna para elementéw ciggu, ktore sq sobie réwne;

), (xx) istnieje indeks i (szczytowy) taki, ze cigg jest Scisle rosngey na pozycjach

g’ 1,...,% oraz $cisle malejgcy na pozycjach i,...,n.

Niech teraz An m oznacza liczbe eleganckich ciggow dla pewnych ustalonych n i m.

Celem zadania jest obliczenie A, ,(modulo 998244353).

Rozwigzanie. Twierdzimy, ze prawdziwy jest wzor:

_ m X _ . on—3
An,m - <n_ 1) (n 2) 2 .

Dlaczego? Aby go udowodnié, sprébujmy zdefiniowaé
sprocedure” generowania wszystkich rozwazanych Ay, .,
ciagéw. Ot6z wyobrazmy sobie, iz w pierwszym kroku
chcemy zadecydowaé, ktore w ogdle elementy choc raz
pojawia sie w naszym ciggu. Poniewaz ciag ma dlugosé

n i tylko jeden element sie powtarza — co wiecej zawsze z
krotnoscia 2 — to widac, ze réznych elementéw jest zawsze
(n —1). Mozemy wiec je wybraé ze zbioru wartosci na
doktadnie (nrfl) sposobéw. Zauwazmy, ze gdy juz ustalimy
swij ,alfabet”, to element szczytowy zostal juz wybrany.
Tam, gdzie mamy jeszcze swobode, to wybor elementu
zduplikowanego — dokonujemy go na (n — 2) sposobéw
(mozemy wybraé kazdy, poza szczytowym). Dla wszystkich
pozostalych (n — 3) (poza szczytowym i zduplikowanymi)
elementéow musimy jeszcze podjaé decyzje, czy dany
element znajdzie si¢ po lewej, czy po prawej stronie
szezytu. Réznych mozliwosci jest wiec 2773, a ustalenie
tego wyboru juz determinuje caly ciag — elementy z obu
stron szczytu sg posortowane, wiec nie pozostalta juz zadna
swoboda w generowaniu eleganckich ciagéw. Ta obserwacja
konczy dowdd prawdziwosci postulowanego wzoru.

Zadania takie jak wyzej moga oczywiscie sprawiac

klopot w trakcie analizy kombinatorycznej, ale gdy juz
znajdziemy stosowny wzdér, to wydaje sie, ze wystarczy juz
tylko napisaé¢ krociutki programik, ktoéry oblicza i zwraca

wynik. W zasadzie jest to prawda, ale i tu czyhaja putapki.

Skupimy sie na dwéch problemach:
1. Jak szybko obliczyé 2"~3(modulo 998244353)?

Kolejne potegowanie dwdjki moze okazaé sie za wolne
dla duzych wartosci n. Wowczas warto skorzystac z
metody, ktéra dziala w czasie O(logn). Polega ona na
tym, ze najpierw liczymy (podnoszac do kwadratu kolejne
elementy) wartosci

21, 227 247 287 o ,2|_log(n73)j ’

a nastepnie zapisujemy (n — 3) w systemie binarnym,
dzieki czemu ustalamy, iloczyn ktérych poteg dwéjki
da nam 2"~3. Na przyktad jesli (n — 3) = 10110015, to
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2n—3 = 21 .28 . 9216 . 964 [7ygga: wszystkie mnozenia
wykonujemy oczywiscie modulo 998244353.

2. Jak szybko obliczy¢ (,,)(modulo 998244353)?

Dwumian Newtona mozna oblicza¢ wprost z rekurencji
(’;Ill) = (lfl) + (]?) Ta metoda, zastosowana jednak
bezposrednio, skoniczy sie czasem wykladniczym.
Ulepszenie, polegajace na spamietywaniu juz obliczonych
wartosci (tak zwane programowanie dynamiczne), da
ztozono$¢ kwadratowa, ktéra wciaz bedzie za duza, aby
rozwiazanie przeszto skutecznie testy sprawdzajace.

m!
= m=D(m—n+D)I"

Skorzystamy wiec z wzoru (nTl)
Ponownie, proponujemy aby najpierw wykonaé¢ obliczenia
wstepne 1 obliczy¢ (zargonowo: spamietad):
21,3l ...m! (mod 998244353),
ale takze (pomijamy, jak dokladnie to zrobié)
(2)~1, (3) 7L (m!) 7! (mod 998244353).

Uwaga: chodzi oczywiscie o odwrotnosé w ciele Zgggo44353, czyli
np. (4!)71 mod 998244353 = 291154603.

Wyposazeni w powyzsze dane juz tatwo (w czasie
O(n + m)) mozemy obliczyé¢ ( m ) mod 998244353.

n—1

Powyzsze rozwiazanie juz jest wystarczajace, bo we
wszystkich testach mamy n,m < 2-10%. Co jednak,
gdybys$my chcieli rozwiaza¢ zadania dla parametréw rzedu
nawet kilku miliardéw? Tutaj mozemy sobie poradzié¢ za
pomoca nastepujacego Olimpijskiego Triku:

Zanim zaczniemy pisa¢ program wlasciwy, mozemy
obliczyé np. co milionowa silnie (i jej odwrotno$é) modulo
998244353, a wyniki (wygenerowane choéby i przez
godzine w trakcie zawodéw) zapisaé BEZPOSREDNIO
W KODZIE rozwiazania jako stala tablice!

Wéwcezas kod programu moze byé ogromny, osiagajac
nawet kilkadziesiat kilobajtéw tekstu (co wciaz miesci sie
w regulaminowym limicie!). Dzieki temu same obliczenia
wlasciwe po odczycie danych wejsciowych podczas testéw
beda znacznie szybsze, bo fazy obliczania kolejnych

silni nie musimy zaczynac¢ od 2 tylko od najblizszej
wielokrotnosci milional!

Tomasz KAZANA
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Czworoscian foremny i dwudziestos$cian
foremny to przyklady wieloscianéw
symplicjalnych

Szkielet 16-komorki, czyli 4-wymiarowego
odpowiednika o$mioscianu foremnego
[Wikimedia Commons contributors.

File: Quark structure proton]

Aby udowodnié¢ wielowymiarowy wzér
Eulera, mozemy postepowaé nastepujaco.
Jesli usuniemy jedna

z (d—1)-wymiarowych $cian, suma po
lewej stronie zmaleje o (—1)471. Jesli
bedziemy teraz w odpowiedniej kolejnosci
usuwaé kolejne d — 1-wymiarowe S$ciany
(za kazdym razem usuwajac nizej
wymiarowe §ciany, ktore nie sa juz
zawarte w zadnej (d—1)-wymiarowej
$cianie), to za kazdym razem suma po
lewej stronie wzoru Eulera pozostanie
niezmieniona. Na koncu zas, gdy
usuniemy ostatnig Sciane, suma zmaleje
doktladnie o 1.

Wierzcholtki, krawedzie, Sciany i dalej. ..
Kamil RYCHLEWICZ*

Zajmijmy sie nastepujacym prostym problemem. Niech P bedzie wielo$cianem
wypuklym o trojkatnych Scianach. Oznaczmy przez V, E, F odpowiednio liczbe
jego wierzchotkéw, krawedzi i $cian. Jakie tréjki (V, E, F)) liczb naturalnych
mozemy w ten sposéb uzyskac¢? Bez trudu mozemy wypisa¢ dwie réwnosci:

V-E+F=2  3F=2E.

Pierwsza z nich to stynny wzoér Eulera, druga za$ bierze sie z wyliczenia na
dwa sposoby liczby par (Krawedz, Sciana), gdzie Krawedz nalezy do Sciany.
Stad szybko dostajemy, ze (V,E, F) = (V,3V — 6,2V — 4). Ponadto V > 4

(w przeciwnym razie ,wieloScian” bylby figura plaska). Okazuje sig, ze te dwa
ograniczenia sa juz wystarczajace, aby wektor (V, E, F') pochodzil od pewnego
wieloScianu z trojkatnymi Scianami. Wnikliwego Czytelnika zachecamy do
skonstruowania odpowiednich przykladéw.

To oczywiscie nie koniec zabawy. Zalézmy, ze zamiast wieloScianu rozpatrujemy
jego wyzej wymiarowy odpowiednik (wielotop) P, ktérego $ciany sa sympleksami
(czyli wyzej wymiarowymi odpowiednikami tréjkatéw, takimi jak tréjwymiarowy
czworoscian) — innymi stowy, wielotop P jest symplicjalny. Dla k=0,1,2,...,d —1
oznaczmy przez fj liczbe k-wymiarowych $cian wielotopu P — a wiec fj to
liczba wierzchotkéw, fi to liczba krawedzi i tak dalej. Otrzymujemy wtedy
frwektor wielotopu P, czyli f = (fo, f1,---, fa—1). ChcielibySmy dowiedzie¢ sie,
ktére wektory (o wspélrzednych naturalnych) mozemy uzyskaé jako f-wektory
wielotopow symplicjalnych.

Powyzej uzyskane dla d = 3 warunki mozemy bez trudu uogélnié. Dla
przyktadu, jesli wielotop jest czterowymiarowy, wzor Eulera przyjmuje
postaé fo — f1 + fo — f3 = 0. Z kolei zamiast powyzszej rownosci 3F = 2F,
w analogiczny sposob dostajemy rownosé 4f3 = 2f5, a wiec fo = 2f3. Stad

f = (fO,flv2fl 72f07f1 7f0)

Ponadto, podobnie jak poprzednio, mamy ograniczenie fo > 5. Ale skoro

fs = f1— fo =0, toréwniez f; > fo. Okazuje sie jednak, ze zachodzi duzo
silniejsza nieréwnosé, mianowicie f1 > 4fy — 10. Te warunki wystarczaja juz,
aby dany wektor liczb naturalnych byl f-wektorem pewnego czterowymiarowego
wielotopu symplicjalnego.

Widaé jednak, ze wraz ze wzrostem liczby wymiaréw konieczne warunki staja
sie coraz bardziej skomplikowane. Czy mozemy liczy¢ na jakis opis mozliwych
f-wektoréw w ogdlnym przypadku?

Spojrzmy, jak wczesniejsze warunki uogélniajg sie na dowolna liczbe wymiarow.
Wzér Eulera w wyzszych wymiarach méwi, ze

fo—fitfo— A+ (=D o =14 (1)
Mamy réwniez analogiczne zaleznosci dfy—1 = 2f4_o oraz fo > d + 1. Ponadto,
jesli d > 3, to w kazdym d-wymiarowym wielotopie zachodzi nieréwnos¢
f1 = dfo— d(dTH) (dla d = 3 zachodzi nawet réwnosé, co pokazaliémy w drugim
akapicie). Ta nietrywialna nier6wno$é, znana wezesniej jako hipoteza o dolnym
ograniczeniu, zostala udowodniona w 1970 roku przez Davida Barnette. Ale
okazuje sig, ze w ogélnosci warunkéw (zaréwno nieréwnosdci, jak i réwnosci) jest
wiecej.

Dla dowolnego d-wymiarowego wielotopu zdefiniujmy h-wektor jako
(h(), hl, ceey hd), gdzie

d—1 d—1 , d
hi = fi—1— < d_J; 1>fi—2+( d_j2)fi—3"'Jr(l)z(d_i)f—l-

Przyjmujemy tutaj konwencje, zgodnie z ktora f_; = 1. Dla przykladu, jesli
mamy do czynienia z oSmio$cianem foremnym, to (f_1, fo, f1, f2) = (1,6,12,8)

18



N

Os$mioscian foremny
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Rozwigzanie zadania M 1637.

Niech g; i b; beda odpowiednio liczbami
dziewczynek i chtopcow startujacych

z i-tej szkoly. Niech ponadto s bedzie
liczba singli, a m liczbg mikséw. Wowczas

s = E (gigj + bib;),

i<j

m = E (gibj + big;),

i<j

skad

s—m = E (gi —bi)(g; —bj) = E didj,

i<j i<j

gdzie d; = g; — b;. Z zalozen zadania

‘ E d,,’<loraz E did;

i<j
a zatem

2
E df:<§ di> 722 did; < 3.

i i<j

=ls—m| <1,

Oznacza to, ze co najwyzej trzy sposrod
liczb d; sa rézne od 0, co konczy
rozwigzanie.

i dostajemy
ho=f-1=1 ho=fi—2fo+3f-1=3
hi=fo=3f-1=3 Iha=fo-fitfo—f1=1,
a wiec h-wektor to (1,3,3,1).

Okazuje sie, ze dla dowolnego symplicjalnego wielotopu tak otrzymany h-wektor
zawsze jest symetryczny! Innymi stowy, h; = hy—; dla ¢ =0,1,2,...,d (np. réwnosé
ho = hg to po prostu wzér Eulera). Réwnosci te nazywane sa rédwnaniami
Dehna—Sommerville’a i zostaly udowodnione juz w latach dwudziestych

XX wieku. Ponadto mozna udowodnié, ze pierwsza potowa h-wektora tworzy
ciag niemalejacy (a druga, na mocy symetrii, tworzy ciag nierosnacy). To
twierdzenie jest uogdlnieniem hipotezy o dolnym ograniczeniu, ktéra w tym
jezyku méwi po prostu, ze hy > hy.

Przedstawione wlasnosci to ciagle za malo — istnieja spelniajace je ciagi,
ktore nie sa f-wektorami zadnego wielotopu. Do sformulowania ostatecznej
charakteryzacji przyda si¢ nam nastepujacy lemat:

Lemat. Niech k > 1. Dla dowolnego m > 1 istniejg liczby ng > ng—q > ... >

>n; =1 > 1 takie, Ze
L Nk—1 ng
m‘(k)*(k—1)+ +(l>’

ponadto sg one wyznaczone jednoznacznie.

Dowdéd pozostawiamy Czytelnikowi Dociekliwemu jako éwiczenie. Polecamy
zastosowanie indukcji wzgledem k — podstawa indukcji jest trywialna, a w kroku
indukcyjnym przyda sig¢ znana rownosé

(0= @ ) (030

Zdefiniujmy teraz go = hg oraz g; = h; — h;_1 dla 1 <i < L%J (zauwazmy, ze
gi = 0, skoro pierwsza polowa h-wektora tworzy ciag niemalejacy). Ustalmy

i€e{1,2,..., L%J — 1} i zgodnie z lematem zapiszmy

o= (") (1) e (V).

gdzie n; > n;—1 > -+ >n; = j > 1. Oznaczmy

. n; +1 ni_1+1 n; +1
977 =, +( N :
1+1 1 j+1

Rozwazania z zakresu geometrii algebraicznej prowadza do wniosku, ze
gi+1 < g7, co moze sie wydawaé na pierwszy rzut oka szokujace.

Zaleznosé te udowodnit Richard Stanley w 1980 roku, a szkic jego rozumowania
mozna znalezé jako zalacznik do elektronicznej wersji tego artykutu
(deltami.edu.pl). Wczeéniej w tym samym roku Louis Billera i Carl Lee
udowodnili, ze tak uzyskane warunki sa wystarczajace, tzn. ze kazdy spelniajacy
je ciag jest f-wektorem pewnego wielotopu. W ten sposéb dochodzimy do
nastepujacego twierdzenia, dajacego ostateczna odpowiedz na postawiony przez
nas problem.

Twierdzenie. Wektor (fo, f1,..., fa—1) liczb naturalnych jest f~wektorem pewnego
wielotopu symplicjalnego wtedy i tylko wtedy, gdy uzyskany z niego h-wektor
jest symetryczny, a g-wektor ma wspolrzedne nieujemne i spelnia nieréwnosci

git1 < g7 dlai=1,2,...,|%] - 1.

Jesli bedziemy rozwazaé wszystkie wielotopy (bez ograniczania sie do wielotop6w
symplicjalnych), to g-wektor nadal bedzie mial wspélrzedne nieujemne.

Jednak wciaz pozostaje problem otwarty: czy musi on spelnia¢ powyzsze
nieréwnosci? W ogélnym przypadku definicje h-wektora i g-wektora (zwanych
woéwcezas h-wektorem torycznym i g-wektorem torycznym) musza jednak zostaé
zmodyfikowane i sa bardziej skomplikowane (w przypadku symplicjalnym
pokrywaja sie z definicjami podanymi powyzej).
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Klub 44 M

1-44

Termin nadsyltania rozwigzan: 31 VII 2020

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
787 (WT = 2,26) i 788 (WT = 1,82)
z numeru 10/2019

Krzysztof Kaminski  Pabianice 44,12
Franciszek S. Sikorski Warszawa 41,28

Janusz Fiett Warszawa 39,41
Mikotaj Pater Opole 38,50
Pawetl Burdzy Warszawa 35,34
Zbigniew Skalik Wroctaw 33,86
Jakub Wegrecki Krakéw 32,16

Oto kolejny Weteran Klubu 44M: pan
Krzysztof Kaminski zalicza 44 p. po raz
trzeci.

Zadania z matematyki nr 801, 802
Redaguje Marcin E. KUCZMA

801. Na przyprostokatnej AC tréjkata prostokatnego ABC zostal dowolnie wybrany
punkt D. Symetralna odcinka C'D przecina przeciwprostokatnag AB w punkcie P.
Punkt @Q jest symetryczny do P wzgledem érodka M odcinka AB. Punkt R jest
rzutem prostokatnym punktu @ na prosta DP. Udowodnié, ze M lezy na dwusiecznej
kata PCR.

802. Niech z1,z2, 3, ... bedzie rosnacym ciggiem wszystkich dodatnich liczb x
spelniajacych réwnanie tgx = x. Niech y, = (n + %)71 — Zp. Obliczyé¢ granice ciagu
(nyn) przy n — oo (lub wykazaé, ze granica nie istnieje).

Zadanie 802 zaproponowal pan Witold Bednarek z YLodzi.
Rozwigzania zadan z numeru 1/2020

Przypominamy tres¢ zadan:

793. Okregi Q i w przecinaja sie¢ w punktach A i B. Srodek S okregu w lezy na okregu Qi jest
koncem jego srednicy NS. Cieciwa C'S okregu €2, niebedaca $rednica, przecina okrag w oraz
odcinek AB odpowiednio w punktach I oraz J. Prosta przechodzaca przez I, réwnolegla do NS,
przecina odcinek NC w punkcie K. Dowiesé, ze prosta I N przechodzi przez érodek odcinka JK.

794. Dla liczb rzeczywistych z,y, z > 0 przyjmijmy: R(z,y,z) = VaZ Fy7 22
Q(z,y,2) = Voy + vz + yz. Wyznaczyé najmniejszg mozliwg warto$é wyrazenia
1 1 1
+ +
R(a,b,c)Q(b,c,d)  R(b,c,d)Q(a,c,d)  R(a,c,d)Q(a,b,c)
dla liczb a, b, ¢, d > 0 spelniajacych warunek 2a + 2b + 3¢ 4 2d < 6 oraz wyznaczy¢ wszystkie czworki
(a, b, c,d), dla ktérych to minimum jest osiggane.

793. Odcinek CS potowi kat BC'A. Lezacy na nim punkt I spelnia warunek
|SI| =|SA| =|SB]|, charakteryzujacy $rodek okregu wpisanego w tréjkat ABC.
Tréjkat SCB jest podobny do ACJ (réwne katy przy wierzchotkach S, A oraz C,C).
Otrzymujemy nastepujacy ciag proporcji (pierwsza z nich zachodzi, bo AT jest
dwusieczng kata A w tréjkacie BAC; druga wynika ze wspomnianego podobienistwa;
a ostatnia z réwnoleglosci KI|NS):
|CI| |CA| _|CS| |CS| |CN|
[IJ| — |AJ| |SB| |SI|  |NK|®
Niech M bedzie punktem przeciecia prostych IN i JK. Wystarczy teraz zastosowaé
twierdzenie Menelausa do tréjkata C'JK przecigtego prosta IN:
|CI]  |JM| |KN| _
|[1.J]| |MK| INC|
W tym iloczynie skrajne czynniki daja (po wymnozeniu) wartosé 1.
Zatem |JM| = |MK]|.

794. Rozwazane wyrazenie oznaczmy literg W (stale zakladamy, ze wszystkie
mianowniki sa dodatnie). Dwukrotnie stosujemy nieréwnos$é miedzy $rednimi
(po drodze przegrupowujac czynniki):

w

WV

1 1 1 1/3
¥ (R(a,b, JQ0.ed) Rb e d)Q(a c;d)  Rla,e d)Qlab, c)) =

2/3
=3 ! >
V/R(a,b,c)Q(a, b, c) \/Rbcd Q(b,c,d) \/Racd (a,c,d)

3
V/R(a,b,¢)Q(a,b,c) + \/R(b, ¢, d)Q(b, ¢, d) + \/R(a, c,d)Q(a, c, d)

Ponownie uzywajac nieréwnoéci miedzy érednimi (wartoéci R? i 2Q?), dostajemy
oszacowanie

R(a,b, 0)2 +2Q(a, b, 6)2 _(a+b+ 0)2
R(a7 b’ C)Q(a> b’ C) g 2\/5 - 2\/5 El

czyli \/R(a,b,c)Q(a,b,c) < 27%/*(a + b+ ¢). Stad i z analogicznego oszacowania dla
d)

tréjek (b, c,d), (a,c,d) uzyskujemy kontynuacje wczesniejszego ciggu nieréwnoéci:

L 93/4 2 3 .03/2
W3 3-2 _ 372 > 3
(a+b+c)+(b+c+d)+(a+c+d) (2a +2b+3c+2d)%2 ~ /2
(bo 2a + 2b + 3¢ + 2d < 6 z zalozenia). Znaleziona warto$é zostaje osiagnieta, gdy
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Klub 44 F

A
Ur,
«
50/2
Eo
Rys. 5

wszystkie nieréwnosci staja sie rownosciami; wiec gdy 2a + 2b + 3¢ + 2d = 6 oraz
R(a,b,¢)Q(a,b,c) =2"*(a+b+c), R(b,c,d)Q(b,c,d) =27 *(b+ c+d),

\/R(a, ¢, d)Q(a,c,d) = 273/4(a +c+d),
przy czym te trzy wartosci tez musza byé réwne(!). To wymusza réwnosci a = b =d
oraz 6a + 3¢ = 6. Ponadto — oznaczajac krétko R(a,b,c) = R(b,c,d) = R(a,c,d) = R
(i podobnie Q) — musimy mieé¢ réwnoéé R? = 2Q? (do takiej pary tez byla stosowana
nieréwno$é miedzy érednimi) — czyli 24 + ¢ = 4ac + 2a*. Wraz z réwnoécia
6a 4+ 3c = 6 daje to alternatywe: a =1, c=0lub a = %, c= %. Dla czwérek

(a,b,¢,d) =(1,1,0,1) oraz (%, %, %, %) wyznaczone oszacowanie W > 3/4/2 przechodzi

w réwno$é. Zatem szukane minimum wynosi 3/+/2.
Zadania z fizyki nr 698, 699
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

698. Znalez¢ sity oddziatywania dwoéch nieprzewodzacych poétsfer o promieniach R i r,
naladowanych odpowiednio tadunkami @ i ¢, rozlozonymi réwnomiernie na
powierzchniach pétsfer. Srodki pélsfer oraz plaszczyzny ich maksymalnych przekrojéw
pokrywaja sie (rys. 1).

699. Cykl termodynamiczny sklada sie z izotermy, izobary oraz izochory (rys. 2). Gaz
poddawany przemianom jest doskonaly, jednoatomowy. Na izotermie gaz pobiera
cieplo @12, na izobarze wykonana zostaje nad nim praca Was. Oblicz sprawnosé cyklu.

Rozwigzania zadan z numeru 1/2020

Przypominamy tres¢ zadan:

690. Jak zalezy amplituda napigcia miedzy punktami A i B,
w obwodzie przedstawionym na rysunku 3, od oporu R?

691. Elastyczna rurka o diugosci [ taczy w przestrzeni X
punkty A i B. Réznica wysoko$ci miedzy tymi punktami Eosinwt @
wynosi h (rys. 4). Wewnatrz rurki wzdluz calej jej dtugosci

lezy sznurek, ktéry przytrzymywany jest w punkcie A.

Z jakim przyspieszeniem zacznie poruszaé si¢ sznurek

w pierwszej chwili po jego oswobodzeniu? Tarcie miedzy

sznurkiem a $ciankami rurki zaniedbujemy. Rys. 3

690. Natezenie pradu plynacego przez kondensator i opornik R jest rowne
I = Ipsin(wt + o), gdzie tga = —L%.

Z warunku I = % otrzymujemy napiecie na kondensatorze Uc =
us

= Ug, sin(wt + oo — %). Jest ono przesuniete w fazie o kat 7 wazgle
oporniku Ur = Ug, sin(wt + ).

2 alo

em napiecia na

Na diagramie wektorowym (rys. 5) wektory napie¢ Ugr oraz Uc sa prostopadle,

a ich suma jest wektorem o wartosci £. Napiecie na kazdym z opornikéw r

wynosi U, = £o8inet  Wektor napiecia miedzy punktami A i B dany jest wzorem
Uap = Ugr — U,.. Z rysunku 5 wida¢, ze szukana amplituda tego napiecia jest
promieniem okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym, ktérego przeciwprostokatna

wynosi &. Zatem Uap, = %0 i nie zalezy od wartosci oporu R.

691. Niech Al oznacza przesuniecie sznurka w bardzo malym przedziale czasowym

po rozpoczeciu ruchu, a v osiggnietyg w tym czasie predkosé. Poniewaz Al jest mate,
mozemy przyjaé, ze v2 = 2aAl, gdzie a jest przyspieszeniem wszystkich punktéw sznurka
w chwili rozpoczecia ruchu.

Nie ma tarcia, wiec spetniona jest zasada zachowania energii: Mv?/2 = AE,, gdzie
M jest masa catego sznurka, a AFE, zmiang jego energii potencjalnej w czasie At, gdy

jego kawatek o dtugosci Al ,przechodzi” z punktu A do B. Zatem AE, = MfAl gh.
Szukane przyspieszenie dane jest wzorem: a = gh/I.
Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie wspélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
dwoch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach, i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Mozna je przesyltaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie na stronie

w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez deltami.edu.pl.
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Prosto z nieba: Pierwsze gwiazdy w mrocznych wiekach Wszechswiata

Wkroétce po Wielkim Wybuchu Wszechswiat byl zupelnie
ciemny. Gwiazdy i galaktyki jeszcze nie powstaly, a sam
Wszech$wiat wypelnial tylko neutralny woddr, atomy
helu oraz niewidoczna ciemna materia. Te kosmiczne
mroczne wieki trwaty kilkaset milionéw lat, az zaczely
tworzy¢ sie pierwsze gwiazdy i galaktyki. Niestety
obserwacje galaktyk pochodzacych z tego okresu ewolucji
Wszech$wiata stanowia ogromne wyzwanie, poniewaz

ich $wiatto jest wyjatkowo stabe. W opublikowanym

1 stycznia 2020 roku w Nature artykule Jon P. Willis

i jego wspotpracownicy prébuja odpowiedzieé¢ na pytanie,
co wydarzyto sie podczas trwania ciemnych wiekéw

i kiedy tak naprawde zaczely powstawacé pierwsze
gwiazdy. W tym celu przeprowadzili galaktyczne badania
archeologiczne — mierzyli ,,dojrzatosé¢” gwiazd w jednej

z najstarszych znanych gromad galaktyk o wdziecznej
nazwie XLSSC 122.

Willis, J.P., Canning, R.E.A., Noordeh, E.S. et al. Spectroscopic
confirmation of a mature galaxy cluster at a redshift of 2. Nature

577, 39-41 (2020).

Gromada galaktyk to grupa zwiazanych grawitacyjnie tysiecy galaktyk,
krazacych z predkoécig okoto 1000 kilometréw na sekunde. Sg one
powstrzymywane przed odlgczeniem si¢ od gromady przez przycigganie
grawitacyjne towarzyszacej im ciemnej materii, ktéra ma réwnowazna
catkowita mase okoto 10'*-10'® mas Storica.

Przedstawione w artykule wyniki dostarczaja kluczowych
informacji o tym, gdzie i kiedy pojawily sie pierwsze
gwiazdy i galaktyki we Wszechswiecie.

Gromada galaktyk XLSSC 122 zostala odkryta

w 2013 roku przez zespdl prowadzony przez wspomnianego
juz Willisa. Najnowsze obserwacje, przeprowadzone m.in.
za pomoca Kosmicznego Teleskopu Hubble’a, potwierdzity,
ze jest to bardzo dojrzala gromada galaktyk, w ktérej
znajduje sie az 37 galaktyk, zawierajacych wyewoluowana
populacje gwiazdowa, o $rednim przesunieciu ku czerwieni
wynoszacym 1,98. Oznacza to, ze $wiatto z tej gromady
podrézowato do nas przez okoto 10,4 miliarda lat, czyli

ze patrzymy na taka, jaka byla zaledwie 3,3 miliarda

lat po Wielkim Wybuchu. W zwiazku z tym obserwacje
XLSSC 122 umozliwiaja nam nieprawdopodobna podréz
do bardzo wczesnego Wszechswiata.

Willis i jego wspolpracownicy stwierdzili, ze gromada
zawiera kilka galaktyk, ktore maja podobne czerwone
kolory. Kolor danej galaktyki mozna wykorzysta¢ do

oszacowania jej wieku, poniewaz mlodsze gwiazdy
sa bardziej niebieskie niz ich starsze odpowiedniki.

Niebo w maju

Maj jest miesiacem na ogdt z cieplymi nocami, choé
zdarzaja si¢ przymrozki, a raz na kilka lat nawet opady
$niegu. To sprawia, ze pomimo coraz krétszych nocy
przybywa amatoréw obserwacji nocnego nieba.

W maju Stonice wedruje od érodka gwiazdozbioru
Barana do $rodka gwiazdozbioru Byka, przecinajac
dzielaca je granice okoto 14 maja. Tydzien pdzniej
Stonce przechodzi 4° na potudnie od Plejad i na koniec
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W rezultacie galaktyki, ktére maja czerwony kolor, juz
dawno utworzyty swoje gwiazdy. Poréwnujac kolory
galaktyk w gromadach z kolorami modeli populacji
gwiazdowych, autorzy oszacowali, ze gwiazdy w tych
galaktykach zaczely powstawaé, gdy Wszechéwiat miat
zaledwie 370 milionéw lat, czyli nadal w ciemnych wiekach
naszego Wszechswiata.

Kolor w astronomii definiowany jest jako stosunek strumienia
promieniowania zmierzonego w réznych dlugosciach fali

elektromagnetycznej i wskazuje bezpos$rednio na temperature badanego
obiektu (np. gwiazdy, galaktyki), a takze stopieri ewolucji, czyli wiek.

Jedna ze szczegélnie intrygujacych kwestii jest to, ze
Willis zidentyfikowal w gromadzie co najmniej 19 galaktyk
o podobnych kolorach, co oznacza, ze galaktyki te maja
podobny wiek.

Dlaczego wiec galaktyki zaczelty tworzyé gwiazdy w tym
samym momencie? Czy miato na to wplyw otoczenie
tych galaktyk? Czy moze tworzenie si¢ gwiazd w jednej
z galaktyk wywolalo w jaki$ sposdb reakcje tancuchowa,
prowadzaca do powstawania gwiazd na pobliskich
obtokach gazu? Obecnie nie znamy odpowiedzi na te
pytania, ale ze wspomnianej pracy wynika jasno, ze ta
odlegta gromada jest pelna galaktyk powstalych pod
koniec ciemnych wiekéw Wszech$wiata.

Analiza wieku populacji gwiazdowych przeprowadzona
przez zesp6t Willisa to obecnie najlepsza z mozliwych

do wykonania — majac do dyspozycji dane pochodzace

z teleskopu Hubble’a. Jednak okreslanie wieku na
podstawie koloréw galaktyk jest dos¢ niedoktadng metoda,
obarczona duza niepewnoécia. Dla przyktadu mloda
galaktyka, ktora zawiera duzo pylu, moze mie¢ ten sam
kolor co stara galaktyka zawierajaca mato pytu. Dlatego
tez wyniki przedstawione w pracy Willisa powinny by¢
traktowane z pewna ostroznoécig do czasu uruchomienia
Kosmicznego Teleskopu Jamesa Webba (JWST), ktéry
bedzie w stanie zmierzy¢ bardzo dokladne widma galaktyk
wchodzacych w sktad gromady XLSSC 122. Poréwnanie
widm z modelami bedzie znacznie doktadniejszym
sposobem okreslenia wieku gwiazd niz uzycie koloréw
galaktyk. Jednak wyniki pracy Willisa otwieraja okno do
doktadniejszego badania ewolucji naszego Wszechswiata

i odpowiedzi na pytanie, co sie dzialo podczas panowania
kosmicznych mrokéw.

Katarzyna MALEK
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miesigca dociera do Aldebarana, mijajac najjasniejsza
gwiazde Byka w odlegtosdci 5,5°. W tym czasie wysoko$é
gérowania Stonca zwieksza sie o 7°, natomiast dlugoscé
jego przebywania nad widnokregiem rosnie prawie do
16,5 godziny.

W trzeciej dekadzie miesigca zaczyna sie sezon na zjawisko
tuku okolohoryzontalnego (wiecej o nim na angielskiej
stronie www.atoptics.co.uk/halo/cha2.htm) oraz


https://www.atoptics.co.uk/halo/cha2.htm

obtokéw srebrzystych. Luk okolohoryzontalny jest mata,
lecz intensywna tecza, powstajaca w odlegtosci 46°

na potudnie (lub na péinoc, na pédtkuli potudniowej)

od Stonca. Zjawisko zachodzi, gdy Stonce znajduje

sie¢ na wysokosci co najmniej 58° nad widnokregiem,

co w Polsce zdarza sie tylko od maja do sierpnia,

w godzinach potudniowych. Stad na duzych szerokosciach
geograficznych jest to zjawisko rzadkie i widoczne tylko
latem. Wspomniane obtoki srebrzyste to zawieszone na
wysokosci kilkudziesieciu kilometréw chmury, widoczne
na nocnym niebie, gdy Storice chowa si¢ niezbyt gleboko
pod widnokrag i oSwietla je mimo ciemnego nieba. Tutaj
uprzywilejowane sa péinocne obszary naszego kraju, gdyz
tam Stonice wedruje ptycej pod widnokregiem i sezon jest
dluzszy.

Ksiezyc wkroczy w maj w fazie tuz po I kwadrze, ktéra
miata miejsce 30 kwietnia w Raku, niedaleko znanej
gromady otwartej gwiazd M44 i widocznej na ciemnym
niebie golym okiem jako mgietka. Srebrny Glob przejdzie
7 maja przez pelni¢ w Wadze, 14 maja — przez ostatnia
kwadre w Koziorozcu, by 22 maja przejsé przez now

w Byku. Ponownie pokaze tarcze w potowie oswietlong
juz 30 maja, przemierzajac tym razem gwiazdozbiér

Lwa. Tak wiec silnym blaskiem Ksiezyca zostanie
rozéwietlony poczatek miesiaca, a na ciemne niebo mozna
liczy¢ pod jego koniec. W maju nadal ekliptyka jest
korzystnie nachylona wieczorem i niekorzystnie rano, stad
dobrze widaé¢ Ksiezyc po nowiu i bliskie Storica planety
znajdujace sie na wschod od niego. O Swicie ma miejsce
sytuacja przeciwna: Ksiezyc i bliskie Storica planety
wschodza niewiele przed nim i ging w zorzy porannej.

Na niebie wieczornym planeta Wenus szykuje sie do
spotkania ze Storicem na poczatku czerwca. Wenus zacznie
miesigc ponad 37° na wschod od naszej Gwiazdy Dziennej,
ale do korica maja zblizy si¢ don na niecate 5°, by

3 czerwca mina¢ Stonice i przenie$é sie¢ na niebo poranne.
Niestety wtedy Wenus znajdzie sie pod ekliptyka, wskutek
czego bedzie widoczna dopiero od lipca — a zatem ominie
nas najatrakcyjniejszy wyglad Wenus, gdy jej sierp jest
najwiekszy i najcienszy. Wenus zawréci w swoim ruchu na
wschéd wéréd gwiazd 13 maja i od tego momentu zacznie
bardzo szybko zblizaé si¢ do Storica. Planeta zakreci 100
od gwiazdy El Nath, péinocnego rogu Byka. W maju
blask planety spadnie z —4,5 do —3,9™, jednoczeénie
tarcza planety zwiekszy $rednice z 39 do 58" i zmniejszy
faze z 24 do prawie 0%.

Na pozegnanie Wenus spotka sie z planeta Merkury,
ktoéra z kolei 4 maja przejdzie przez koniunkcje

gbrng ze Stoncem, a potem podazy ku maksymalnej
elongacji wschodniej, osiagajac ja 4 czerwca. Tego dnia
Merkury oddali sie od Stonica na ponad 23°. Planeta
zacznie pojawiaé si¢ na wieczornym niebie od 13 maja.
Poczatkowo bardzo nisko nad widnokregiem, ale szybko
nabierze wysokosci. Pod koniec miesiaca godzine po
zachodzie Storica planeta wzniesie si¢ na jakie$ 7° ponad
péinocno-zachodni widnokrag. Niestety do konca maja
blask planety ostabnie, z —1,4™ do +0,2™. Zmniejszy si¢
tez faza planety, z 90 do 45%, natomiast uroénie tarcza,
z 5 do 7. Zanim do tego dojdzie, Merkury utworzy
doé¢ ciasng pare z planeta Wenus. Od poczatku okresu
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widocznoéci dystans miedzy planetami z dnia na dzien
wyraznie zmaleje, od 18° do 80-90 minut katowych

w dniach 21-22 maja. Az szkoda, ze zabraknie przy

nich Ksiezyca. Ten odwiedzi planety kilka dni pdznie;j.
Cieniusienki sierp Srebrnego Globu, zaledwie 25,5 godziny
po nowiu (23 maja), w fazie 1%, znajdzie sie 7° pod
Wenus. Ale trzeba sie spieszy¢, gdyz zajdzie on 50 minut
po Storicu. Dobe pézniej Ksiezyc juz da sie dostrzec bez
klopotu. Jego faza uroénie do 4% i o tej samej porze
znajdzie si¢ 4° na lewo od dobrze widocznego Merkurego.
Do tego momentu Wenus oddali si¢ od Merkurego na 5°.

Przed switem coraz lepiej widoczne sa trzy najblizsze

nam planety zewnetrzne, czyli Mars, Jowisz i Saturn.
Ostatnie dwie planety w maju zmienia kierunek swojego
ruchu na wsteczny. Uczynia to w odstepie trzech dni

11 i 14 maja (odpowiednio Jowisz i Saturn). W tych
dniach dystans miedzy nimi osiagnie minimum (niecale 5°)
i potem zacznie ponownie rosna¢. Natomiast w lipcu obie
planety przejda przez opozycje wzgledem Stonca. Planety
wschodza w drugiej polowie nocy i nad ranem wznosza

sie¢ na wysoko$¢ 10°. Jasnos¢ Jowisza w maju urosnie

z —2,3 do —2,6™, za$ tarcza zwigkszy Srednice z 41 do 45”.
W tym samym czasie Saturn zwigkszy blask z +0,6

do +0,4™ i érednice tarczy do 18”. Ksiezyc odwiedzi

obie planety 12 i 13 maja. Najpierw w fazie 75% dotrze

na 5° do Jowisza, a dobe pézniej w fazie o 10% mniejszej
wzejdzie po drugiej stronie pary planet, 5° od Saturna.

Planeta Mars w maju przemierzy na niebie ponad 20°,
przechodzac na poczatku miesigca niecaly stopien

na po6itnoc od pary gwiazd Nashira i Deneb Algiedi,

czyli dwoch jasnych gwiazd w poinocno-wschodniej
czesci Koziorozca, by skonczyé miesiac 2° na potudnie
od gwiazdy A Aqr. Mars takze zbliza sie do opozycji

w pazdzierniku i jego warunki obserwacyjne wyraznie
beda sie poprawialy. Do korica miesiaca jasno$¢ Czerwonej
Planety urosnie z +0,4 do 0™, za$ $rednica tarczy
zwiekszy sie do ponad 9”. Przed $witem planeta osiaga
wysokos§é 10° nad widnokregiem i przez teleskopy

z powiekszeniem co najmniej kilkadziesiat razy mozna
probowaé dostrzec jakie$ szczegdly na jej tarczy, o ile
pozwoli na to stan atmosfery obu planet. Dwa lata temu,
przy okazji poprzedniej opozycji, Marsa spowijala mgta
globalnej burzy piaskowej i szczegdtow tarczy planety
nie dalo sie obserwowaé. Ksiezyc spotka sie z Marsem

15 maja, gdy tuz po ostatniej kwadrze przejdzie 3,5°

na potudnie od niego.

W kolejnych dniach naturalny satelita Ziemi zbiza sie do
fazy nowiu, ale ze wzgledu na to, ze znajdzie si¢ wtedy
pod ekliptyka, Ksiezyc zniknie z niebosktonu juz kilka
dni przed nim. Za to gdy powréci na niebo wieczorne,

w trzeciej dekadzie miesiaca, bardzo szybko nabierze
wysokosci i uswietni widoki swoja obecnoscia. Pod
koniec miesigca, 27 maja, prezentujac tarcze w fazie 32%,
Ksiezyc przejdzie zaledwie 1° na poélnoc od wspomnianej
juz otwartej gromady gwiazdy M44 i jednoczesnie 45’

na poludnie od gwiazdy Asellus Borealis, stanowiacej
poinocno-wschodni rég charakterystycznego trapezu
gwiazd otaczajacych gromade.

Ariel MAJCHER



Katowe widmo mocy okresla amplitude
mapy anizotropii temperatury AT(n) dla
poszczegdlnych skal katowych 6.
Otrzymuje si¢ je, rozkladajac mapy

w bazie harmonik sferycznych Yy,,, gdzie
indeks £ o< 7/60, a nastepnie usredniajac
po indeksie m kwadrat

modutu wspélczynnikéw tego

2
lagm|
rozktadu agpm, tzn. Cp = =

Aktualnosci (nie tylko) fizyczne
Kryzys w kosmologii?

W poprzednim stuleciu kosmologia przeszta kilka kryzysow, ktore diametralnie
zmienily nasze spojrzenie na ewolucje Wszechswiata. Autorzy publikacji,

ktéra ukazala sie w ,Nature Astronomy” [1], sugeruja, ze by¢ moze jesteSmy
w przededniu kolejnego momentu zwrotnego w kosmologii.

Naukowcy rozwazaja w niej model Wszechswiata z dodatnia krzywizna
przestrzeni, ktory dobrze pasuje do katowego widma mocy map anizotropii
temperatury mikrofalowego promieniowania tta CMB (cosmic microwave
background) zmierzonego przez satelite Planck. Gléwna zaleta tego modelu
jest duza zgodnos$é parametréw kosmologicznych oszacowanych oddzielnie dla
duzych i matych skal katowych map anizotropii. W przypadku powszechnie
przyjetego standardowego modelu kosmologicznego, zaktadajacego ptaski
Wszech$wiat (tzn. z zerowa krzywizng przestrzeni), obserwowane sa pewne
(nieistotne statystycznie) réznice miedzy parameterami kosmologicznymi dla
duzych i matych skal katowych. Chociaz Wszechéwiat z dodatnia krzywizna
jest lepiej dopasowany do katowego widma mocy promieniowania tla, okazuje
sie niezgodny z obserwacjami kosmologicznymi obiektéw nam blizszych

(tzn. o przesunieciu ku czerwieni mniejszym niz 3). Szczegélnie duze rozbieznosci,
na poziomie pieciu standardowych odchyleni, dotycza wartosci stalej Hubble’a.

Podczas gdy dla katowego widma mocy promieniowania tla i Wszech$wiata

o dodatniej krzywiznie otrzymujemy wartosé¢ statej Hy = 54,4fi:3 kms~! Mpc™!,

1

to z pomiaréw lokalnych supernowych typu Ia otrzymujemy wartosé

Hy =173,52+1,62 kms~! Mpc~!. Co wiecej, rozbieznoéci te sa znacznie wieksze
niz dla standardowego modelu plaskiego Wszech$wiata, dla ktorego powyzsza
rozbieznosé stalej Hubble’a sigga trzech standardowych odchylent (A1l ,Jak
szybko rozszerza sie Wszechs§wiat?”). Jak pisza autorzy publikacji zamieszczonej
w ,Nature Astronomy”, fakt ten sugeruje, ze powszechnie przyjety model
Wszech$wiata z zerowa krzywizna moze niejako ukrywaé¢ powazng niezgodnosé
miedzy obserwacjami kosmologicznymi pochodzacymi z wigkszych odlegtosci
(jak CMB) a blizszymi nam cze¢éciami Wszech$wiata.

Wedlug autoréw obserwowane rozbieznosci mozna
wyjasni¢ na trzy sposoby. By¢ moze przyczyna sa
niewykryte jeszcze bledy systematyczne w mapach
CMB z satelity Planck lub pomiarach obiektéw

0 nizszym przesunieciu ku czerwieni. Druga mozliwo$é to
nieznaczna statystyczna fluktuacja w katowym widmie
mocy map anizotropii w ramach standardowego modelu
plaskiego Wszechswiata. Jezeli jednak nie jest to zadna
z powyzszych mozliwosci, niezgodno$é moze wskazywacé
na konieczno$é¢ powaznej zmiany obowiazujacego obecnie
modelu kosmologicznego.

Mozna by zadaé jednak pytanie, dlaczego tej rozbieznosci
nie dostrzegli naukowcy z zespotu opracowujacego dane
z satelity Plancka? Ot6z dostrzegli. Zesp6t Plancka miat
$wiadomo$¢ lepszego dopasowania modelu Wszechéwiata
z dodatnia krzywizna do katowego widma mocy map
anizotropii [2]. Jednak dopasowanie to wynika gléwnie

z pewnej réznicy w widmie mocy dla duzych i matych
skal katowych, ktérej konsekwencja sa wspomniane

juz réznice w oszacowanych na podstawie tych widm
wartosci parametréw kosmologicznych dla ptaskiego
Wszechéwiata. Zespol Plancka pokazal, ze réznica ta

nie jest zwiazana z jakim$ znanym bledem systematycznym.

Ponadto jej istotno$é statystyczna ksztattuje sie na
poziomie okolo dwéch standardowych odchylen, wiec
obserwowang rozbieznos¢ mozna uznaé za nieznaczna
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fluktuacje statystyczna w ramach modelu Wszechs$wiata
o zerowej krzywiznie. I tak tez jest ona interpretowana
przez zespbél wspdlpracy naukowej Planck. Interpretacja
ta jest rowniez zgodna z wartoScia krzywizny przestrzeni
otrzymanej dla modelu kosmologicznego dopasowanego do
pelnych danych Plancka, tzn. nie tylko do katowego widma
mocy map anizotropii, ale tez zaobserwowanych korelacji
anizotropii wywolanych soczewkowaniem grawitacyjnym
promieniowania tta. Tak oszacowana krzywizna jest wéwczas
w granicach btedu réwna zeru, za$ dopasowany model
kosmologiczny jest duzo bardziej zgodny z obserwacjami
blizszych nam obiektéw kosmologicznych.

Mozemy mieé¢ nadzieje, ze juz wkrétce nowe obserwacje
z przeprowadzanych obecnie eksperymentéw mierzacych
CMB oraz przegladéw wielkoskalowej struktury
Wszechswiata pozwola rozstrzygnaé, czy rzeczywiscie
mamy w kosmologii kryzys i czy potrzebujemy kolejnej
zmiany w naszym postrzeganiu Wszechswiata.

Pawelt BIELEWICZ

Narodowe Centrum Badan Jadrowych
Grupa Wspdéipracy Naukowej Planck

[1] E. Di Valentino, A. Melchiorri, J. Silk, Planck evidence
for a closed Universe and a possible crisis for cosmology,
Nature Astronomy 11 (2019), 484.

[2] Planck Collaboration, et al., Planck 2018 results. VI. Cosmological
parameters. arXiv:1807.06209 (2018).
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Wojne powiedzie¢ mys$li serce moje,
Do ktoérej miecza nie trzeba ni zbroje
Bartlomiej BZDEGA

Rozwazamy tutaj gry z udzialem dwdéch graczy, ktérzy podczas rozgrywki maja
pelna informacje na temat tego, co dzieje sie na planszy. Kazda gra ma $ciéle
okreslone reguly, w tym cel. Gracz, ktéry jako pierwszy go osiagnie, wygrywa,

a jego przeciwnik przegrywa, przy czym nie musi by¢ to ten sam cel dla obu graczy.

Interesuje nas, jak graé, zeby wygraé. Strategig nazywamy przepis na to, jak grac;
formalnie jest to funkcja, ktéra kazdej pozycji w grze przypisuje ruch, jaki nalezy

wykonaé. Poszukujemy strategii wygrywajgcej, czyli takiej, ktéra jednemu z graczy
zapewnia zwyciestwo, niezaleznie od tego, co zrobi drugi.

W niektoérych grach mozna znalezé strategie ruchow odpowiadajgcych, ktérym
poéwiecony jest niniejszy odcinek kacika. Wskazuja one wlasciwy ruch w zaleznosci
praktycznie tylko od tego, co zrobil przeciwnik w ruchu poprzednim. Zazwyczaj
wiazg sie one z réznego rodzaju symetriami. Idea jest prosta: ten, ktéry ma
odpowiedz na kazdy ruch przeciwnika, nie moze przegrac.

Wskazujac taka strategie, nalezy uzasadnié, ze ruch odpowiadajacy jest zawsze
mozliwy do wykonania (nie tamie zasad) i nie powoduje natychmiastowej przegranej.
Ponadto nalezy sie jeszcze upewnié, czy gra sie kiedy$ zakonczy, bo nie zawsze jest
to oczywiste.

Zadania. W kazdym zadaniu opisana jest gra dwuosobowa, w ktdrej gracze
wykonujg na zmiane ruchy. NaleZy wskazaé strategie wygrywajgcq dla odpowiedniego
gracza.

1. Gracze stawiajg pionki na szachownicy 8 x 8, jeden czarne, a drugi biale. Zadne
dwa pionki tego samego koloru nie moga sta¢ na polach majacych wspdlny bok
lub wierzchotek. Przegrywa ten, kto nie moze wykonaé ruchu.

2. Gracze stawiaja hetmany na szachownicy o wymiarach 9 x 9, przy czym
hetmana mozna postawi¢ wylacznie na wolnym polu, ktérego nie atakuje zaden
z hetmanow ustawionych wcezeéniej. Przegrywa gracz, ktory nie moze wykonaé
ruchu.

3. Lancuch ma 25 ogniw. Ruch polega na rozcigciu i odrzuceniu jednego z ogniw,
ale tak wybranego, by liczba tancuchéw zwickszyta si¢. Przegrywa ten gracz,
ktoéry nie moze wykonaé ruchu.

4. Dana jest czekolada o wymiarach m na n kostek. Dwaj gracze na zmiane lamia
czekolade wzdhuz linii prostej, nie uszkadzajac kostek. Po ztamaniu czekolady
gracz wybiera jeden z dwoch otrzymanych kawatkéw i zjada go, a gra toczy
si¢ dalej na pozostalej czesci czekolady. Wygrywa ten, kto odda przeciwnikowi
ostatnia kostke.

5. Gracze stawiaja na szachownicy o wymiarach 8 x 8 skoczki, przy czym gracz
pierwszy stawia zawsze jednego, a gracz drugi trzy. Skoczki musza staé¢ na
réznych polach i zadne dwa nie mogg sie atakowaé. Przegrywa ten, kto nie moze
wykonaé ruchu.

6. Na stole leza dwa stosy monet: n srebrnych i n zlotych. Ruch polega na zabraniu
pewnej liczby monet z jednego lub dwdéch stoséw, ale ztotych monet musi
pozostaé co najmniej tyle, co srebrnych. Ponadto, jeéli zabieramy monety
z obu stoséw, to po wykonaniu ruchu musza one zawiera¢ po tyle samo monet.
Wygrywa gracz, ktéry pozostawi na stole jedna zlota monete i zadnej srebrnej.

7. Pierwszy gracz pisze na tablicy kolejno litery A lub B, jedna na jeden
ruch. Drugi moze w swoim ruchu zamieni¢ miejscami dowolne dwie litery
napisanego stowa albo moze nic nie zmieniaé¢. Gra konczy sie, gdy kazdy z graczy
wykona n ruchéw. Drugi gracz wygrywa, gdy powstale stowo n-literowe jest
palindromem; w przeciwnym razie wygrywa pierwszy.

8. Prostopadtoscian o wymiarach a x b x ¢ ztozony jest z abc szeScianikow
o wymiarach 1 x 1 x 1. Ruch polega na przebiciu tego prostopadtoscianu igta
na wylot, rownolegle do wybranej krawedzi. W czasie ruchu zostaje przebitych
a, b lub ¢ szescianikéw. Zaden szedcianik nie moze byé przebity dwa razy,

a przegrywa gracz, ktory jako pierwszy nie moze wbié igly zgodnie z podanymi
prawidtami.
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