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Rozwigzanie zadania M 1646.
9 /

b c

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
Zatézmy, ze bok kwadratu ma dlugosc 1,
i przypusémy, ze a + b < 1. Poniewaz
b+ c =1, mamy a < c¢. Jednoczednie

ab = cd, zatem b > d. Skoro jednak

b+ c=d+ e, musi byé c < e.
Analogicznie wnioskujemy stad kolejno
d>f,e<g,f>h,g<aih>b Mamy
zatem b > d > f > h > b, sprzecznosc.
Podobnie wykluczamy przypadek
a+0b>1, zatem a + b = 1, wiec
a=c=e= g, skad juz w prosty sposéb
wnioskujemy, ze srodkowy prostokat jest
kwadratem.

Wielosciany w wieloscianach,
czyli matematyka eksperymentalna

Michat ADAMASZEK*

Czy istnieje co$ takiego jak matematyka eksperymentalna? Zobaczmy. Ten tekst
zaczniemy od prostego zadania z geometrii, nastepnie uzyjemy komputera, aby
rozwiazac je w przyblizeniu, a na koniec z tego przyblizenia zgadniemy dokladny
wynik. Bedzie tez wiele szczegdétéw do uzupelnienia dla Czytelnikéw. Programy uzyte
do eksperymentéw mozna znalezé w [3].

Zadanie z geometrii

Zadanie ,,Kwadrat w Tréjkacie”. W tréjkacie réwnobocznym zawarty jest
kwadrat o najwiekszym mozliwym polu. Jaka cze$¢ pola trdjkata zajmuje ten
kwadrat?

Rozwigzanie. Najpierw musimy uzasadni¢, ze optymalna konfiguracja wyglada
tak jak na rysunku 1, z jednym bokiem kwadratu lezacym na boku trdjkata. Ten
zmudny fragment pozostawiamy Czytelnikom, tym bardziej ze wkréotce podamy inne,
dosy¢ przekonujace uzasadnienie. Reszta to elementarna geometria. Zaktadajac, ze
duzy tréjkat ma bok dhugosci 1, mamy:
11
3 — 3%

T

(3] DN =
[

astad © = 2v/3 — 3 ~ 0,46410161513, czyli stosunek pola kwadratu do pola tréjkata

wynosi 5
T

== 281/3 — 48 ~ 0,497422611.

o)

Skoro tak dobrze nam poszto, mozemy zwickszyé¢ odrobine stopien trudnosci:

Zadanie ,,Szescian w Dwudziesto$cianie”. W dwudziestoécianie foremnym
zawarty jest szeScian o najwickszej mozliwej objetosci. Jaka czesé objetosci
dwudziestos$cianu zajmuje ten szeScian?

Za szybko? W takim razie wr6émy do podstaw i sprobujmy powoli uogdélnié nasz
oryginalny problem w dwéch wymiarach. Kolejnymi kandydatami na uogélnienia sa
zadania o ,Kwadracie w Kwadracie” (mhm...), ,Kwadracie w Pieciokacie foremnym”
i tak dalej. Mogliby$my tez zapytaé o dowolny ,,N-kat foremny w M-kacie
foremnym”. W przypadku najbardziej ogdlnego ptaskiego problemu:

Zadanie ,,P w Q”. W danym wielokacie wypuklym ) zawarty jest wielokat
o najwiekszym mozliwym polu, podobny do danego wielokata wypuklego P. Jaka
cze$é pola Q zajmuje ten wielokat?

Mozemy juz chyba tylko pomarzy¢ o eleganckim rozwiazaniu i zda¢ sie na komputer.
W ten wlasnie sposéb dochodzimy do pytania: jak wyrazi¢ nasze zadania w jezyku
zrozumialym dla komputera?

Programowanie liniowe

Programowanie liniowe pojawiato si¢ niejednokrotnie w Delcie (np.: Kiljan Ay,
Adamaszek A2y, Kowalik A%, AZ ) Wéjcik AZg). W szkole uczymy sig o ukladach
réwnan liniowych i sposobach ich rozwiazywania. Problem liniowy dopuszcza bardziej
ogdlnie ograniczenia w postaci rdwnan i nierownoé$ci liniowych. Taki uktad moze
mie¢ zero, jedno lub wiele rozwiazan, a zadaniem programowania liniowego jest
znalezienie takiego rozwigzania, ktére maksymalizuje zadana funkcje liniows danych
zmiennych.

Dla przykladu rozwazmy problem liniowy:

zmaksymalizuj 2z + 3y
przy zalozeniach x+y < 2,
y< L

Zbioér punktow speliajacych zalozenia tego problemu jest pokazany na rysunku 2.
Latwo sprawdzi¢, ze w tym zbiorze wyrazenie 2z + 3y przyjmuje najwieksza
warto$¢ 5 w punkcie (z,y) = (1,1), a wiec ten punkt jest rozwiazaniem (w tym
przypadku jedynym). Problemy liniowe pojawiaja si¢ w wielu praktycznych
zastosowaniach i, co wazne, mozna je efektywnie rozwiazywaé¢ na komputerze.
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Rozwigzanie zadania M 1647.

Niech P(z) = Cz(x —x1) ... (x — p—1),
gdzie C,xz1,...x,—1 sa liczbami
calkowitymi. Oczywiscie P(P(z;)) =0
dla 0 < ¢ < n — 1 (przyjmujemy zo = 0).
Zalézmy, ze P(P(a)) = 0 dla pewnego
a#x;, 0<i<n—1. Wowczas

P(a) = xp dla pewnego 1 < k< n —1,
czyli Ca(a —z1)...(a — Tp—1) = Tk.
W tej sytuacji a(xy — a) dzieli zy.
Zalézmy, ze x), > 0. Z podzielnosci
a(xy, — a) |z wnioskujemy kolejno
0<a<uzporaza=zx, —a=1, czyli
z = 2. Jednak zp = 2 ma tylko 4 rézne
dzielniki catkowite, co przeczy réwnosci
P(a) = xy,. Przypadek z;, <0
rozpatrujemy podobnie i w ten sposéb
konczymy dowéd, ze tylko pierwiastki
wielomianu P(x) sa calkowitymi
pierwiastkami wielomianu P(P(x)), co
dopelnia rozwigzanie.

Procedury do programowania liniowego mozna znalez¢é w wiekszosci popularnych
pakietow do obliczen numerycznych, a wyspecjalizowane programy rozwiazuja z duza
doktadno$cia problemy liniowe z milionami zmiennych i ograniczen.

Wyrazimy teraz zadanie o ,Kwadracie w Tréjkacie” w tym jezyku. Ustalmy
tréjkat T o wierzcholkach vy = (0,0), va = (1,0), v3 = (3, 3V3) (rys. 3). Po pierwsze
zauwazamy, ze w jezyku problemoéw liniowych mozemy opisaé postulat ,,punkt
x = (z1,x2) nalezy do T". Rzeczywiscie, sa na to nawet dwa sposoby. W sposobie
pierwszym wyrazamy fakt, iz punkt (x1,z2) lezy po wladciwej stronie kazdej
z prostych zawierajacych boki tréjkata:
z2 < V311,
([El,xg) €T < 2220,

To < —V/3z1 + /3.

Jezeli nie chcemy pracowicie wyznaczaé réwnan bokow tréjkata, mozemy uzyc
innego sposobu. Zapiszemy w nim, ze punkt x nalezy do otoczki wypuktlej
wierzchotkéw trojkata:

T = 1101 + tovg + t3vs,

r €T <= t1+1ty+1t3=1,

t1,t2,t3 2 0.
Poniewaz wspélrzedne punktéw v; uwazamy za stale, powyzsze zaleznodci sa
liniowe w zmiennych x1, x2,t1,t2, t3, a wiec rowniez definiuja problem liniowy.
Zauwazamy tez, ze obydwa sposoby nadajg sie do opisania zupelnie dowolnego
wielokata wypuklego @ (Dlaczego tylko wypuklego?). Jedyne, czego potrzebujemy,
to wspoélrzedne wierzchotkéw @) lub réwnania prostych zawierajacych boki Q.

Potrafimy juz zapisaé¢ przynaleznosé jednego punktu do ustalonego wielokata
wypuktego Q. Teraz mozemy wreszcie wyrazi¢ zadanie ,Kwadrat w Q”. Gdyby
interesowaly nas tylko kwadraty o bokach réwnoleglych do osi wspoltrzednych, to
utozyliby$my problem liniowy:
zmaksymalizuj r
przy zalozeniach (z1,z2) € Q,
(1) (z1 +7,22) € Q,
(x1,224+71) € Q,
(x1 + 7,20+ 1) €Q.
Faktycznie, jesli (z1,x2) jest lewym dolnym wierzchotkiem szukanego kwadratu, zas
r jest dlugoscia boku (rys. 4), to cztery podane zalozenia wyrazaja przynaleznosé
wszystkich czterech wierzchotkdéw kwadratu do wielokata Q. Optymalne rozwigzanie
tego problemu liniowego maksymalizuje dtugo$é¢ boku r, a zatem i pole kwadratu.

Jezeli teraz uwzglednimy w jakis sposob wszystkie mozliwe obroty kwadratu
wewnatrz wielokata, to zadanie bedzie rozwiazane! JesteSmy juz bardzo blisko. Dla
a € 0,7/2) oznaczmy przez Q. wielokat @) obrdcony na plaszczyznie o kat a. Jezeli
wielokat @ byl dany np. poprzez wspoétrzedne wierzchotkéw, to mozemy bardzo
tatwo obliczy¢ wierzchotki wielokata @), i zapisa¢ problem liniowy:

zmaksymalizuj r
przy zalozeniach (21, 22) € Qq,

(Il + 7, IEQ) S Qa,

(.fl,l'g =+ T) € Qa,

(1 + 722 +7) € Qa-
Oznaczmy rozwiazanie problemu (2|) przez r,. Jest to dtugosé boku najwigkszego
kwadratu o bokach réwnolegtych do osi, zawartego w Q,, a wiec i dlugo$¢ boku
najwiekszego kwadratu zawartego w () i pochylonego pod katem —a. W takim razie
r =max{r, : « € [0,7/2)} wyznacza dlugo$é¢ boku kwadratu, ktéry rozwiazuje
zadanie ,Kwadrat w Q7. (Dlaczego wystarczy ograniczyé sie do o < 7/27)

(2)

Eksperymenty

Oczywiscie w praktyce nie mozemy rozwiazaé problemu dla wszystkich
wartosci «, ale mozemy wzia¢ ich wystarczajaco wiele, aby naszkicowaé¢ wykres
funkcji 74 1 przyblizy¢ maksimum z duza doktadnoscia. Wré6émy do zadania
L2Kwadrat w Tréjkacie”, od ktorego zaczeliSmy ten tekst. Wykres r, dla tego
problemu znajduje si¢ na rysunku 5. Odczytujemy z niego, ze maksimum przypada
dla obrotu o o = 0 (oraz, oczywisciel, a € {n/6,7/3}), tak jak poczatkowo
przypuszczaliSmy. Otrzymujemy tez przyblizona wartosé¢ ro ~ 0,464101616,

ktéra zgadza sie z doktadnym wynikiem do 8. miejsca po przecinku. Jako
eksperymentatorzy, jesteSmy usatysfakcjonowani zgodnoécia teorii z praktyka.
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Wiegcej o zawieraniu dowolnych
wielo$cianéw foremnych w innych
wieloscianach i o historii problemu mozna
poczyta¢ w [I] i [2]. Do dalszych
eksperymentéw w tym zakresie mozna
uzyé programéw z [3].

Przejdzmy do zadania ,,SzeScian w Dwudziestoscianie”. Wprawdzie rozwazania

w tekscie prowadziliémy na plaszczyznie, ale wszystko mozna powtorzyé w trzech
wymiarach z nieznacznymi zmianami. W problemie zamiast czterech
wierzchotkéw kwadratu musimy uwzglednié¢ osiem wierzchotkéw szedcianu,

a zamiast ), musimy rozwazy¢ wszystkie obroty @, g, oryginalnej bryty @

w trzech wymiarach. Po tych poprawkach wciaz mamy serie probleméw liniowych
obliczajacych poszczegblne wartosci rq g -

Wierzchotki dwudziesto$cianu foremnego mozemy odszukaé¢ w literaturze. Przy
oznaczeniu 7 = i\/g + i nastepujace punkty

01:(07%77), Vg = (O,f%,r), V3 = (%,7,0),

v4:(%,—7,0), Vg = (7,0,2), Vg = (7’,(),—%)7
vr=(=5:70), vs=(=3,-70), w=(-7073)
vip = (O, %,—7)7 v = (0,—%,—7’), Vig = (—77 0,—%)

stanowia wierzcholki dwudziestoscianu foremnego D o krawedzi dlugosci 1 i objetosci
25+ 2. Implementujemy wiec tréjwymiarowa wersje problemu liniowego (2)),
rozwiazujemy ja w petli dla kilkuset wartodei a, 8,7 € [0,7/2) i... czekamy. Po
dhuzszym czasie otrzymujemy wynik: krawedz szescianu ma dlugosé¢ w przyblizeniu
(3) 0,93869735489196.

Otrzymujemy takze katy obrotu dajace maksymalny szeécian. Mozemy to wszystko
narysowac. Kilka rzutéw najwigkszego szedcianu wpisanego w dwudziestoscian
zostalto przedstawionych na rysunkach 6-8.

Tak jak poprzednio, domyélamy sie, ze wynik uzyskany za pomoca komputera nie
jest dokladny i Zze optymalna konfiguracja jakosciowo wyglada nastepujaco: dwa
wierzchotki A, B szedcianu leza symetrycznie na dwéch sasiednich krawedziach
dwudziestoscianu, dwa inne wierzchotki C, D na antypodycznych krawedziach,
a pozostale leza wewnatrz $cian dwudziestoscianu. Czy mozemy stad pokusié sie
o obliczenie dokladnych wartosci? Ot6z tak (rys. 9). Najpierw znajdujemy konce
krawedzi dwudziesto$cianu, na ktorych leza punkty A i B. Okazuje sie, ze bez straty
ogblnosci mozna w tym celu wybraé vy, vo, vs, ktore sa w pozycji pokazanej na
rysunku. Bedziemy zakladaé, ze

A:tU1+(1—t)U2, B:tU1+(1—t)U3, C’:—z47 l):—B7
dla pewnego t € (0,1). Jak znalezé ¢, dla ktérego punkty A, B, C, D sa wierzchotkami
szedcianu? Jest wiele sposobéw, na przyklad spelnione musi by¢ réwnanie

|AC| = V/3|AB].

Po podstawieniu wspétrzednych punktéw A, B, C, vy, vo dostajemy rownanie
kwadratowe w zmiennej ¢, ktére po nieco ucigzliwych przeksztalceniach (moze je
wykonaé za nas komputer, np. pakiet SAGE), przyjmuje postaé:

3 1

(—2\/5— 2) 2 4+ (3vV5+5)t — (VB5+2) =0.

Pierwiastkiem tego réwnania w przedziale (0, 1) jest t = (v/5 + 7)/22. Stad mozemy
obliczy¢ doktadne wspolrzedne punktéw A i B, a ostatecznie tez dlugosé krawedzi

szescianu
7V5+5
22

|AB| = ~ 0,93874890

(poréwnaj z (3) i stosunek objetosci szeScianu do dwudziestodcianu:

|AB]*  219y5+15
5/12v/5 +5/4 1331

Reasumujac: przyblizenie uzyskane przy uzyciu programowania liniowego okazato
si¢ wystarczajaco dobre, aby odgadna¢ dokladny wynik. Czy to rozumowanie
jest pelnym dowodem? Niekoniecznie, ale niedaleko mu do dowodu [I]. Czy to

rozumowanie stanowi przekonujace rozwiazanie? Raczej tak. Czy istnieje cos takiego
jak matematyka eksperymentalna? Zdecydowanie!

~ 0,3791877.
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Przypomnienie w pigulce: interwatly
naturalne to réznice wysokosci dzwigkéw
wydawanych przez dwie struny réznigce
si¢ tylko dlugoscia, przy czym stosunek
tych diugosci wyraza si¢ stosunkami
niewielkich liczb naturalnych, np. 2 : 1
(oktawa), 3 : 2 (kwinta), 4 : 3 (kwarta),
5: 4 (tercja wielka), 6 : 5 (tercja mata).

Sciggawka klawiaturowa. Dodanie
koncoéwki ,-is” odpowiada kolejnemu
klawiszowi na klawiaturze (bialemu lub
czarnemu), a dodanie koricéwki ,-es”
odpowiada poprzedniemu klawiszowi.

9151413 |5 |15
Ligla|s|z|3]|%] 2

Przyjmujac czestotliwo$é drgania

struny ¢! za 1, kolejne dzwigki w stroju
$redniotonowym drgaja z czestotliwoscia
podang powyzej.

‘W okresie baroku powstawaly tzw.
fantazje chromatyczne, czyli, ogblnie
rzecz biorac, utwory obficie korzystajace
z pochodéw kolejnych dzwigkdow,

np. ¢, cis, d, dis, e. Najlepiej brzmig

na instrumentach z dzielonymi czarnymi
klawiszami, na ktérych styszalna jest
réznica w barwie akordéw, ktére zostatly
utozsamione we wspoélczesnych
instrumentach. W przeciwnym przypadku
zatraca si¢ barwa uzywanych
wsp6tbrzmien.

Matematyczny kacik muzyczny 11I:
Jak dobrze nastroi¢ klawesyn?
Konstanty KOSTRZEWSKI*

W poprzednim artykule (AZ)) pokazaliémy, czym sa interwaly naturalne
(wynikajace z szeregu alikwotowego) oraz to, ze przy uzyciu do strojenia
instrumentu tylko oktaw i kwint czystych ,kolo sie nie zamknie”. W pewnym
momencie zaczelo to sprawia¢ problem — odkad pojawita sie w muzyce
europejskiej muzyka wielogltosowa i operowanie trojdzwiekiem. Czysty
trojdzwiek durowy (jak go obecnie nazywamy) sklada sie oczywiscie z trzech
dzwiekéw — miedzy skrajnymi jest interwal kwinty czystej, a miedzy dwoma
dolnymi interwal tercji wielkiej. Trojdzwiek ten wystepuje naturalnie w szeregu
alikwotowym — przyktadowo dla dzwieku c sklada sie on z alikwotéw c?, e?, g2.
Nietrudno si¢ przekonaé, ze interwal pomiedzy drugim i trzecim ze sktadowych
tréjdzwieku durowego jest tercja mata. Trojdzwiek zbudowany jest zatem

z dwoch tercji. Mozemy wiec stworzy¢ tez tzw. tréjdzwiek mollowy, gdzie

na dole jest tercja mala, a na gorze wielka. Do my$lenia linearnego w muzyce
(tj. linia melodyczna) doszto myslenie harmoniczne, wpierw oparte na tzw.
skalach modalnych, a nastepnie systemie dur-moll. TréjdZzwiek durowy brzmi
radoénie, a mollowy smutno. Interwaly oktawy, kwinty czystej i kwarty czystej
brzmia ,,pusto” — to tercje nadaja trojdzwiekom ich charakter, stad ich ogromne
znaczenie.

Strojenie kwintami czystymi daje bardzo znieksztalcona tercje wielka

(w poréwnaniu do tej naturalnej — opisuje to wspomniany w poprzednim
artykule komat syntoniczny). W zwiazku z tym zaczeto uzywaé tercji wielkiej
(tercja mala jest jej dopelnieniem do kwinty czystej) do strojenia instrumentéw
jako trzeciego wyjsciowego interwalu. Odbywalo sie to metoda ,,najkrétszej
drogi” (tzw. stréj $redniotonowy) — majac ustalony dzwiek ¢ (w kazdej oktawie),
za pomoca zlozen kwint i tercji metoda najkrétszej drogi konstruowano kolejne
dzwigki:

a e h fis
3
U DU BPO BIPO
5 5
s s s
des as es

Zauwazmy, ze przy tym stroju wystepuje pewna subtelna réznica miedzy
pewnymi parami dzwiekéw, np. dis i es, cho¢ odpowiadaja one temu samemu
klawiszowi na klawiaturze. Dzwiek dis nalezy rozumieé jako ,tercje w gére od h”,
natomiast dzwigk es to ,tercja w dét od g”. Zgodnie z filozofia ,,najkrétszej
drogi” odpowiedni klawisz stroimy jako es (odpowiada mu droga ¢ g “\ es,
podczas gdy dzwigkowi dis odpowiada ¢ /g A/ h 7 dis).

Wobec wciaz istniejacych niedoskonalosci ten system strojenia przyjmowatl
przerézne warianty. Niektore z dzwigkow lekko zmieniano, mozna byto
przykladowo w pewnym stopniu usredni¢ dzwieki dis i es (itp.). Naturalnie
zmienialo to barwe stroju, ale dawalo pewien komfort stuchania, udoskonalajac
pewne interwaly kosztem innych. Metoda ta oczywiscie nie byla idealna, zalezala
raczej od gustu i tolerancji konkretnego ludzkiego ucha.

Innym sposobem radzenia sobie z ta niedogodnoscia bylo wprowadzenie podziatu
czarnych klawiszy na dwie czeséci — gorna i dolna. Dzigki temu uzywano obu
dzwiekéw, co zmniejszato liczbe interwaléw brzmiacych nieczysto. Przyktadowo,
klawisz dis/es podzielony byl w taki sposéb, ze dzwick es byl na dole czarnego
klawisza, a dis u géry — wiazalo sie to z czesto$cia uzywania danego dzwieku.
Dzwiek es wystepuje juz w gamie E's-dur, majacej trzy znaki przy kluczu,
podczas gdy dis dopiero w gamie E-dur, majacej cztery znaki przy kluczu.
Liczba znakéw przy kluczu oznacza ,,odlegtosé” tej tonacji od tonacji C-dur.

Im dalej tonacja jest od C-dur, tym bardziej nie stroi, jesli zostaje zagrana
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‘W zaleznosci od instrumentu dzielono
wigcej lub mniej czarnych klawiszy.

‘W 1555 roku Nicola Vincentino opisatl
instrument zwany archicembalo,

w ktérym znajdowaly sie nawet klawisze
pomiegdzy e i f oraz miedzy hic
(odpowiednio eis i his).

‘W 1717 roku Louis Marchand, znakomity
francuski klawesynista, improwizator

i kompozytor zawital do Drezna, gdzie
akurat przebywal Johann Sebastian Bach.
Zostal zaaranzowany pojedynek
klawesynowy obu muzykéw. Niestety nie
doszedl on do skutku, Marchand opuscit

Drezno na kilka godzin przed pojedynkiem.

Wedlug anegdoty przestraszyl si¢ Bacha,
ktéry znal bardzo dobrze muzyke réznych
regionéw Europy, podczas gdy Marchand
byl obeznany gtéwnie z francuska,

a na dodatek Bach zdobyl umiejetnosé
strojenia klawesynu w taki sposéb,

ze mégl na nim gra¢ w kazdej tonacji.

W sytuacji, w ktérej Bach wyprowadzilby
rywala do tonacji normalnie nieuzywanej,
ten nie dosé, ze musiatby graé¢ w tonacji,
w ktérej nie poruszat si¢ komfortowo,

to jeszcze na jego klawesynie (kazdy gral
na swoim) wystapienie brzmialtoby
zwyczajnie fatszywie.

W skali calotonowej migdzy kolejnymi
dzwigkami sg interwaly sekundy wielkiej.
Sa tylko dwie takie skale — jedna zaczyna
sie od ¢, a druga od cis. Budujac skale
calotonowa od innego dzwieku
otrzymamy po prostu przesuniecie
cykliczne jednej z tych dwéch
wymienionych.

Skala chromatyczna sktada sie¢

z 12 dzwigkéw, odpowiadajacych
wszystkim klawiszom na fortepianie.

na instrumencie nastrojonym na bazie dzwieku c. Stad dzwiek es byl czedciej
stosowany i dlatego tez znajdowal si¢ w dogodniejszej pozycji dla wykonawcy.
Ze wzgledu na czysto$¢ wspoltbrzmien w muzyce dawnej spotykamy przede
wszystkim tonacje majace mato znakéw przy kluczu. Nie oznacza to jednak, ze
tréjdzwiekéw ,,dalekich od C-dur” kompozytorzy unikali jak ognia — przeciwnie,
ich nieczyste brzmienie mialo nadaé¢ dzielu dodatkowych waloréw emocjonalnych,
wzmbc napiecie.

Uzupelniony schemat budowania kolejnych dzwiekéw dla instrumentéw
z podziatem czarnych klawiszy przedstawia si¢ nastepujaco:

cis gis dis ais
3 3 3 ST
a e h fis
3 3 3 ST
b E f E c > g > d
J{?) 3 3 3
ges des as es

W XVIII wieku wprowadzono do uzytku stréj réwnomiernie temperowany.

W XIX wieku wypart on juz pozostale, stajac sie powszechnie stosowanym.

W systemie tym wszystkie poltony sa rowne, utozsamia sie dzwieki fis

i ges, cis i des itd. Nietrudno sie przekonaé, ze proporcja okreélajaca taki
polton jest /2 : 1. System ten byl znany duzo wczeéniej, jednak byt

uznawany za niedoskonaly ze wzgledu na to, ze zadna z tonacji nie brzmi

w nim czysto, a mozliwo$¢ korzystania ze wszystkich tonacji nie byla az tak
pozadana. Ostatecznie jednak, m.in. za sprawa Andreasa Werckmeistera,
propagatora systemu réwnomiernie temperowanego, oraz zachwyconego nowymi
mozliwosciami Johanna Sebastiana Bacha, stréj ten zaczal sie rozpowszechniaé.
Jednym z czynnikéw bylo przejscie od skal modalnych (koscielnych) do systemu
dur-moll oraz coraz czestsze i bardziej skomplikowane stosowanie modulacji,

tj. zmiany tonacji w trakcie utworu.

Aby poréwnaé¢ wspomniane systemy strojenia, wprowadzono jednostke zwana
centem, ktéra jest setng czeScig wspdlczesnego péttonu, czyli wyraza sie
stosunkiem '*%/2: 1. Przykladowo kwinta czysta o stosunku 2 ma miare
701,955 centéw, a kwinta czysta w stroju réwnomiernie temperowanym ma
miare 700 centéw. Réznica ta jest praktycznie niestyszalna. Natomiast tercja
wielka o stosunku % (386,31 centéw) istotnie rézni sie od tej w systemie
réwnomiernie temperowanym (400 centéw). Réznica ta jest mniejsza niz ta
pomiedzy tercja wielka % a ta w stroju pitagorejskim — %}1 (407,82 centéw), ale
i tak styszalna.

System réwnomiernie temperowany daje sporo mozliwosci — za cene nieuzywania
~prawdziwie czystych” interwaléw. Trzeba mie¢ jednak na uwadze, ze
doprowadzenie do powszechnego uzycia tego systemu bylo naturalnym procesem
i muzyka zachodnia gotowa byla na poswiecenie ,idealéw”, co wcale na zle jej
nie wyszlo — do$¢é wspomnieé¢ dzieta Beethovena, Brahmsa, Chopina, Liszta,
Czajkowskiego i wielu innych wielkich kompozytoréw. Na systemie réwnomiernie
temperowanym istotnie oparta jest tez skala calotonowa, czesto uzywana

przez impresjonistéw oraz skala chromatyczna, bedaca podstawa muzyki
dodekafonicznej. W II polowie XX wieku niektérzy kompozytorzy wrécili do
poprzednich systeméw strojenia, wprowadzajac liczne zmiany i dodatkowe
mikrointerwaly.

Jedna ze wspomnianych wczesniej zalet i jednoczednie przyczyna wprowadzenia
systemu réwnomiernie temperowanego jest mozliwo$¢ modulowania —
przechodzenia z jednej tonacji do drugiej. O sposobach prowadzenia modulacji
i stopniu uzycia w nich systemu réwnomiernie temperowanego opowiemy

w nastepnym odcinku.
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O problemie sadu bez przeswitow Piotr ZARZYCKI*

*Instytut Matematyki, Uniwersytet
Gdarnski

George Poélya, Zahlentheoretisches und
wahrscheinlichkeitstheoretisches tiber die
Sichtweite im Walde, Arch. Math. und
Phys., 27, Series 2 (1918), 135-142.

Zadanie Pdlya znalazlo sie¢ we
wspanialym zbiorze zadan George Pélya
i Gabora Szegb Problems and Theorems
in Analysis (vol. 2, chap. 5, Problem 239,
Springer-Verlag, New York, 1976).
Istnieje przeklad rosyjski tej ksiazki,
niestety nie ma przekltadu polskiego.

W 1918 roku George Polya opublikowal artykul Zahlentheoretisches und
wahrscheinlichkeits-theoretisches tiber die Sichtweite im Walde, w ktérym
rozwazal nastepujacy problem (w literaturze anglojezycznej nosi on nazwe
Orchard Visibility Problem):

Sad ma ksztalt kota o promieniu s € NT i érodku w poczatku uktadu
wspélrzednych. W kazdym punkcie kratowym tego sadu, oprécz punktu (0, 0),
posadzono drzewo. Zakladamy, ze kazde drzewo ma pien, ktorego przekrdj

jest kolem o promieniu r. Jakie jest najmniejsze r, dla ktérego kazdy promien
wychodzacy z punktu (0,0) napotyka na swojej drodze jakie§ drzewo? Innymi
stowy, dla jakich r, stojac w punkcie (0,0), nie zobaczymy w tym sadzie zadnych
przeswitow?

Eksperymenty

W sformutowaniu zadania z cytowanej ksigzki Pélya i Szeg6 znajduje sie
oszacowanie dla poszukiwanego najmniejszego r, my jednak rozpoczniemy

od eksperymentalnej analizy zagadnienia. Eksperymenty przeprowadzono za
pomoca programu GeoGebra, korzystajac z dwdch suwakéw (dla s oraz dla r).
Zamieszczone ponizej zrzuty ekranéw dotycza przypadkéow, gdy s = 4 oraz s = 6.
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W obu przypadkach minimalny promien r, dla ktorego jakas potprosta
wychodzaca z punktu (0,0) napotka drzewo, jest w przyblizeniu réwny % Kolejne
spostrzezenie wynika z symetrii. Ot6z drzewa w kole polozone sa symetrycznie
wzgledem obu osi ukladu, wiec wystarczy rozpatrzy¢ I éwiartke kota (sadu)

i ograniczy¢ sie do drzew o §rodkach w punktach (z,y), przy czym x > y.

Minimalny promien drzew dla sadu bez przeswitow — latwiejsza czesé

Udowodnimy, ze jesli r < ﬁ, to sad ma przeswit. Spdjrzmy na fragment sadu

przedstawiony na marginesie (rozumowanie jest ogdlne, ilustrujemy je dla s = 6).

Odleglo$é punktéw E = (1,0) i F = (s — 1,1) od pélprostej OA, gdzie A = (s, 1),

wynosi \/siﬁ’ stad drzewa w punkcie E oraz w punkcie F' o promieniu r < o

nie dotykaja pélprostej OA. Zatem jesli sad nie ma przeswitéw, to r > ﬁ

Uzasadnienie, ze promien ﬁ faktycznie jest najmniejszym mozliwym, jest juz

bardziej zlozone.
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Opisana procedura bardzo przypomina
algorytm generowania ulamkoéw Farey’a

ustalonego rze¢du.
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Minimalny promien drzew — trudniejsza czesé

Zauwazmy najpierw, ze kluczowe dla rozpatrywanego problemu sa drzewa
posadzone w punktach (a,b), gdzie a oraz b sa wzglednie pierwsze. Tak
rzeczywiscie jest, gdyz jesli NWD(a,b) = d > 1, to drzewo w punkcie (%, g)
zastania drzewo w punkcie (a,b). Przypomnijmy, ze przeswity sadu obserwujemy
z punktu (0,0). Rozpatrzmy wiec wszystkie punkty w sadzie o wspélrzednych
wzglednie pierwszych. Dla s = 5 w pierwszej ¢wiartce takich punktow jest
tacznie trzynascie. Wszystkie te punkty mozna znalezé, stosujac algorytm
Sterna—Brocota, ktory polega na prostej operacji sumowania punktéw. Opiszemy
go wlaénie dla s = 5.

Rozpoczynamy od pary punktéw (0,1) i (1,0) (etap I), a nastepnie na kazdym
kolejnym etapie pomiedzy dwa sasiednie punkty z poprzedniego etapu wstawiamy
punkt, ktérego wspdlrzedne to sumy odpowiednich wspétrzednych punktow
sasiednich. Popatrzmy na punkty otrzymane w kolejnych etapach tej procedury:

1,1

)

)
1) (1,0
1),(4,3), ( )7 (5,3), (27 1)7 (5,2), (3, 1)7 (4,1),(1,0
Zauwazmy, ze cztery punkty z etapu V nie naleza do rozpatrywanego sadu, na
rysunku obok zaznaczono je kolorem. 13 kluczowych dla naszego problemu
punktéw ma kolor czarny, pozostale punkty sg nieistotne. Otrzymane za
pomoca algorytmu Sterna—Brocota na kazdym etapie punkty maja wazne, tatwe
do udowodnienia wlasnosci:
(M) jesli punkty (a,b) oraz (c,d) sq sqsiednie, to bc — ad = 1;
(&) punkty (a,b) w odniesieniu do ilorazu a/b sg uporzq,dkowane roSNgco, co
oznacza takze, Ze kqt, jaki tworzy pdlprosta laczqca (0,0) i (a,b) z dodatnig
potosig OX, maleje.

)
(1,0)
\21/10)
)
)

Rozpatrzmy pare sasiednich punktéw na jakims etapie procedury
Sterna—Brocota, ktére leza w kole o promieniu s (nazwijmy te punkty X, Y),
oraz takich, ze punkt X 4+ Y lezy poza tym koltem. Na rysunku takimi punktami
sa na przyklad E = (2,1), I = (3,1), punkt F+ I = (5,2) = @ lezy na
zewnatrz kola. Czwoérka punktéw (O, X,Y, X +Y) tworzy réwnoleglobok bez
punktéow kratowych wewnatrz. Kluczowe dla dalszych rozumowan jest ponizsze
twierdzenie.

Twierdzenie. Niech (O, X,Y, X +Y) bedzie czwérkq punktéw opisang powyzej,
przy czym | X + Y|, czyli odleglosé punktu X +Y od punktu O, jest najmniejszq
mozliwg. Wowczas sad z drzewami 0 promieniu r nie ma prze$witéw wtedy

1 tylko wtedy, gdy r > |X+Y\

Dowdd. Spojrzmy na rysunek na marginesie. Jezeli pomiedzy drzewami
znajdujacymi sie w punktach X i Y jest przeswit, to pomiedzy nimi bedzie
widoczne drzewo w punkcie X + Y. Poniewaz X + Y znajduje si¢ poza sadem,
oznacza to, ze nie mozemy dopusci¢ do tego przeswitu. ZauwaZmy najpierw, ze
odlegtosé punktow X, Y od prostej taczacej O z X +Y wynosi ‘X+Y| Wynika to
7 tego, ze pole réwnolegloboku O, X,Y, X +Y jest réwne 1 (wlasno$é #). Ponadto
z wlasnosci & wynika, ze w wycinku SOT rozpatrywanego kola nie ma punktéw
kratowych. Zatem jesli r < ﬁ, to polprosta laczaca O z X + Y nie napotyka
w sadzie zadnego drzewa.

Zalézmy teraz, ze r > Pokazemy, ze w sadzie w pasie miedzy

X+Y
zaznaczonymi kolorem ‘prost|ymi nie ma zadnych punktéw kratowych
o wspdlrzednych wzglednie pierwszych. Niech X = (a,b) oraz X +Y = (¢,d). Obie
proste w kolorze sa réwnolegle do prostej laczacej O z X + Y, zatem réwnania
kolorowych prostych sa postaci:
d bc — ad d ad — be
ygérnazg'x'i' - , ydolnazg'x'i‘ .

c



m Zadania

Stad jesli punkt kratowy (x,y) lezy w rozpatrywanym zbiorze, to otrzymujemy:

d d—"b d bc — ad
E'x+a C<y<E~9:—|— cca7 ad — bec < cy — dx < bc — ad.

Zatem cy — dx = 0, czyli punkt (z,y) o wspdlrzednych wzglednie pierwszych
lezy na prostej taczacej O z X + Y, ale jedynym takim punktem z ,listy”
Brocota—Sterna jest punkt X + Y.

Z nieréwnosci r > Z X517 +Y| wynika, ze prosta taczaca O z X + Y nie moze ominaé
drzewa w punkcie X ani Y. Jesli wezmiemy inng czworke punktéw O, P, Q, P + @,
przy czym punkty P, @ leza w sadzie i kazdy z nich ma wspdtrzedne wzglednie

pierwsze oraz punkt P + @ lezy na zewnatrz sadu, to |P —|— Q| 2 |X +Y| oraz

1
el S < henyl +Y| Jedli weZmiemy promien drzewa réwny Benyl +Y| to prosta laczaca
O z P + @ nie ominie punktu P ani Q. (]

Mozemy teraz postawié¢ kropke nad i — znalez¢é minimalny promien drzew dla
sadu bez przeswitéw. Z twierdzenia wynika, ze dla dowolnej liczby catkowitej s
ten minimalny promien oblicza si¢ ze wzoru

V"mm—1/m1n{\/a2—|—b2 a, bEZ Va?+b? > s}

Oczywicie s2 + 12 = 5% + 1 > 8%, wiec Tmin =

52 +1°
Uwagi konicowe

W pracy The orchard visibility problem and some variants (Journal of Computer
and System Sciences, 74 (2008), 587-597) Clyde P. Kruskal rozpatrzyl problem
sadu bez przeswitéw w przypadku, gdy promien sadu nie jest liczba catkowita.
W pracy tej pojawiaja sie rowniez pytania dotyczace sadow i drzew rosnacych
w punktach sieciowych dla regularnych sieci tréjkatnych i szesciokatnych.

Przygotowal Lukasz RAJKOWSKI

M 1645. Udowodnié, ze dla kazdej hczby naturalnej n > 3 istniejg nieparzyste
liczby 2y, y, spelniajace réwnanie 722 + y2 = 2".
Rozwiazanie na str. [I0]

M 1646. Kwadrat podzielono liniami réwnolegtymi do jego bokéw na

5 prostokatéw, jak na rysunku obok. Udowodnié, ze jeli zewnetrzne prostokaty
maja rowne pola, to wewnetrzny prostokat jest kwadratem.

Rozwigzanie na str.

M 1647. Niech P(x) bedzie wielomianem n-tego stopnia (n > 5)

o wspdélezynnikach catkowitych, majacym n réznych pierwiastkéw catkowitych.
Zalézmy, ze 0 jest jednym z jego pierwiastkow. Udowodnié, ze wielomian
P(P(z)) réwniez ma dokladnie n réznych pierwiastkéw catkowitych.
Rozwigzanie na str. [2]

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1005. Jak szybko temperatura powietrza maleje z wysokoscig nad
powierzchnia Ziemi w pogodny, suchy i bezwietrzny dziei? Srednia masa molowa
powietrza pu = 28,96 g, przyspieszenie ziemskie g = 9,81 m/s?, stala gazowa

R = 8,314 J/(mol - K). W rozwazanych warunkach powietrze spelnia réwnanie
stanu gazu doskonalego.

Rozwiazanie na str.

F 1006. W ,oku cyklonu” ciénienie powietrza spada znacznie ponizej
normalnego ci$nienia atmosferycznego pg = 1013 hPa, ale panuje tam przewaznie
spokojna, bezwietrzna pogoda. Na zewnatrz tego obszaru, w promieniu do
kilkuset kilometréw, wieja bardzo gwaltowne wiatry. Oko cyklonu Wilma

w pazdzierniku 2005 roku mialo promien okoto 2 km, panowalo w nim cisnienie
882 hPa, a silne wiatry wystepowaly do 260 km od centrum. Oszacuj predkosé
wiatru wokét oka tego cyklonu. Przyjmij, ze gesto$é powietrza p = 1,2 kg/m3.
Rozwiazanie na str. [I§]
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Swiat Nauki, czerwiec 2020, Lydia
Denworth, Co bedzie dalej? str. 34.

A co potem?

Obiecatam sobie, ze wiecej o pandemii pisa¢ nie bede, bo tez i czyta¢ nie mam
ochoty. Ale dzi$§ dotarla do mnie wersja polska Scientific American (kwiecieni 2020),
czyli Swiat Nauki (czerwiec 2020). Czytajac ten tekst w sierpniu, podczas gdy
publikacja wyjsciowa powstata w kwietniu, Czytelnik otrzymuje wiadomosé
,opozniona” o 4 miesigce. Ale poniewaz czeéciowo dotyczy ona przysztosci —

to latwiej zauwazy¢ i oceni¢ na konkretnym przykladzie, jakie sg mozliwosci
profetyczne nauki. . .

Zeby jednak uniknaé zastrzezen o ,wrézeniu z fuséw”, zaczynamy od oceny
podobnych epidemii wirusowych w przeszltosci, od najbardziej ,,medialnej”

i najwigkszej wspblczesnie pandemii grypy ,,hiszpanki” z lat 1918-1919. Jej
genetyczne imi¢ HIN1 pochodzi od dwdch istotnych biatek. Kilka lat temu (pisatam
o tym w Delcie 6/2020) odzyskano wirusa ze zwlok zmarlych pochowanych

w wiecznej zmarzlinie. Zsekwencjonowano genom i namnozono we wspolczesnych
laboratoriach. Z analizy genetycznej wirusa nie wynika wprost, dlaczego przyniost
tak tragiczne zniwo: 500 mln zakazonych, 50-100 mln zmartych. Musimy sie
pogodzi¢ z przyczynami $rodowiskowymi (wazne!) — zwiazanymi z okresem
biologicznie wyniszczajacej wojny, ztymi warunkami higienicznymi, stabym
poziomem wiedzy medycznej i biologicznej, brakiem jakichkolwiek lekow. Ta grypa
wywolata dodatkowy szczyt zachorowan w populacji ludzi mtodych (zolnierze),

w przeciwienstwie do pozostatych — groznych dla dzieci i senioréw. Wywolujac
populacyjna odpornosé (to wynik spotkania z nieznanym patogenem i brakiem
lek6éw), stata sie obecnym na planecie wirusem endemicznym, zwykla sezonowa
grypa. W 1957 roku z niewiadomych przyczyn szczep grypy H2N2 wypart
yhiszpanke” z ludzkiej populacji.

Wirus SARS-CoV, wyjatkowo zjadliwy wsréd innych (siedmiu) ludzkich
koronawiruséw, spowodowat epidemie w latach 2002-2003. Byto latwiej niz obecnie:
objawy wystepowaly od razu po zakazeniu, od tego momentu chorzy infekowali,

ale tylko przez tydzien. Takimi sposobami, jak izolacja chorych, kwarantanny,
dystans spoteczny udalo sie¢ ograniczy¢ epidemie do kilku $wiatowych ognisk
(Hongkong, Toronto) i do stosunkowo skromnych efektéw dzialania: 8098 przypadkéw
i 774 zgondéw.

Na kolejna pandemie — w 2009 roku — grypy zwanej $winska bylismy lepiej
przygotowani. Wirus byl znany od 90 lat, gdyz byl to wirus HIN1, i w szes¢ miesiecy
od jego ponownych narodzin przygotowano szczepionke, dzieki ktérej opanowano
zimowg, fale wystepowania zachorowan, a wirus stal sie ,wirusem grypy sezonowe;j”.

Czego nauczyly nas poprzednie epidemie? Skutecznosci dzialan spolecznych na duza
skale, prowadzonych az do uzyskania prewencyjnej szczepionki lub skutecznego
leku dla zakazonych. Nawet wirusolodzy uwazaja, ze waznym czynnikiem jest

to, w jakim momencie pandemii rzady oglosza restrykcje i jak rygorystycznie
dostosuja sie do ograniczen spoleczenstwa. Nowym wspolczesnym zjawiskiem

jest wspoldzialanie naukowcéw na niespotykang skale, na wielu frontach, w wielu
poteznych biotechnologicznych laboratoriach. Uwaza sie, ze skuteczna szczepionke
bedzie mozna szybko wytworzy¢ tylko metodami inzynierii genetycznej — w ciagu
miesiecy, nie lat. Juz w kwietniu podjeto badania w 80 firmach z 19 krajéw.

W cytowanym Swiecie Nauki pisze sie o 12 lekach, znajdujacych sie w poczatkowej
fazie klinicznej, ktére mozna podzieli¢ na trzy grupy: blokujace replikacje wirusa,
zapobiegajace wnikaniu wirusa do komérek, powstrzymujace nadmierna reakcje
ukladu odpornosciowego czlowieka. Te ostatnie badania wniosa niewatpliwie wiele
nowych informacji o naszych reakcjach odpornoéciowych.

Tyle wiadomosci dobrych. Czas na zle. Jesli nie uda si¢ skutecznie ochronié

9 mld ludzi, wirus bedzie krazy¢é w populacji, po pewnym czasie zainfekuje tagodnie
male dzieci. Ludzie beda chorowaé, niektérzy ciezko. Jak wiekszosé wirusow,
przetrwa, z czasem ztagodnieje i nie bedzie Swiatowa plaga.

Czy to jest uspokajajacy komunikat? Dla mnie, praktycznie zamknietej w domu od
pot roku (stracitam wszystkie przyrodnicze uroki wiosny) odpowiedZ brzmi NIE!

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)



*Wydzial Matematyki i Informatyki,
Uniwersytet Jagielloriski

Rozwigzanie zadania F 1005.
Powierzchnia Ziemi ogrzewa atmosfere.
Ogrzana ,,porcja” powietrza o masie m
rozszerza si¢ i wznosi pod wplywem sity
wyporu, az osiagnie wysoko$é Ah, na
ktérej jej gestos¢ zrowna sie z gestosciag
otaczajacego gazu. Ze wzgledu na bardzo

male przewodnictwo cieplne wznoszaca si¢

sporcja” powietrza podlega przemianie
adiabatycznej. Zgodnie z I zasada
termodynamiki zmiana energii
wewnetrznej gazu AU w tej przemianie
réwna jest pracy sil zewnetrznych
dzialajacych na gaz:

AU = —pAV,

gdzie p oznacza ci$nienie zewnetrzne,
a AV zmiane¢ objetosci gazu. Zmiana
energii wewnetrznej gazu doskonatego
AU = ncy AT, gdzie n = m/p oznacza
liczbe moli gazu, cy

temperatury. Na podstawie réwnania
stanu gazu doskonalego mamy tez:

nRT
PR

a wiec
nRT Ap
p

pAV = nRAT —

Z drugiej strony, w warunkach réwnowagi
gazem o gestosci p, mamy

z otoczeniem
Ap = —gpAh. Dostajemy réwnanie:

—nRTpgAh
. .

n(cy + R)AT =

Po skorzystaniu z zalezno$ci nRT /p =V,

V/n =pu/poraz cp =cy + R=TR/2
otrzymujemy warunek:

AT —pg  —2pg

Ah cp TR
co po podstawieniu danych liczbowych
prowadzi do wniosku, ze w spokojnym,
suchym powietrzu spadek temperatury
z wysokoscia wynosi
9,76 K/km ~ 1 K/100 m.

jego molowe ciepto
wlasciwe w stalej objetosci, a AT zmiang

Piramida kwadratowych liczb
Maria GALUSZKA*

Piramidy w starozytnym Egipcie budowano na ksztalt ostrostupa prawidlowego
o podstawie kwadratu. Jak pokazuja zrédla historyczne, starozytni Egipcjanie
potrafili obliczy¢ objetos¢ takiego ostrostupa. Jednak ich dobrze rozwinieta,

jak na tamte czasy, matematyka, miala gléwnie zastosowanie praktyczne

i raczej nikt nie formutowal pytan, ktére miatyby na celu jedynie matematyczna
rozrywke. Jednym z matematykéw, ktéry szczegdlnie interesowal sie
rozrywkowymi zastosowaniami krélowej nauk, byt Edouard Lucas, autor miedzy
innymi stynnej gry zwanej Wieza Hanoi. W niniejszym artykule zwrécimy
uwage na sformulowany przez Lucasa problem z gatunku tych raczej malo
praktycznych. Jak zobaczymy, ma on pewien zwiazek z piramidami.

Wyobrazmy sobie piramide o podstawie kwadratu utworzona z jednakowych kul.
W 1875 roku Edouard Lucas rzucil wyzwanie czytelnikom pewnego czasopisma
matematycznego (nie byla to Delta — przyp. red.), formulujac

Zadanie. Udowodnié, Ze piramida o podstawie kwadratu uloZona z kul armatnich
sktada sie z kwadratowej liczby kul wtedy i tylko wtedy, gdy bok jej podstawy ma
dlugosé 24 kul.

Problem ten mozna zapisa¢ w formie réwnania diofantycznego

12+22+32+...+x2:y2’
gdzie z jest liczba kul armatnich w rzedzie tworzacym bok kwadratu bedacego
podstawa piramidy, a y? suma wszystkich kul sktadajacych sie na piramide.
Postugujac sie wzorem na sume kwadratow pierwszych kolejnych liczb
naturalnych, powyzsze rownanie mozemy réwniez zapisaé w sposoéb réwnowazny
jako

z(z+1)(2z +1) = 6%

Lucas postawil ponizszg hipoteze.

Hipoteza: Jedynymi parami liczb naturalnych spelniajgcymi réwnanie
z(z +1)(2z + 1) = 6y°
sgx=1,y=1orazx =24,y ="70.

Okazala si¢ ona prawdziwa, jednak poczatkowe proby jej udowodnienia

byly nieskuteczne. Sam autor rowniez opublikowal rzekomy dowdd, jednak
zawieral on luke, ktorej przez ditugi czas nikomu nie udalo sie uzupetnic.
Dopiero w 1918 roku George Neville Watson przedstawil pierwsze kompletne
uzasadnienie hipotezy Lucasa. Bylo ono jednak obszerne i wykorzystywato
zaawansowane narzedzia. Dopiero pézniej pojawily sie mniej wyrafinowane
dowody. W dalszej czesci tego artykutu przedstawimy szkic jednego z nich, ktéry
mozna uznaé¢ za stosunkowo prosty, gdyz opiera sie na elementarnej teorii liczb.

Niech para (z,y) bedzie rozwigzaniem powyzszego réwnania. W pierwszej
czesci dowodu zaldézmy, ze x jest parzyste. Pomocne beda ponizsze dwa lematy,
ktorych techniczne dowody przedstawimy w szkicowej postaci.

Lemat 1. Nie istnieje trojkqt prostokgtny o bokach catkowitych, ktorego pole jest
liczbg kwadratowg.

Szkic dowodu. Przypusémy, ze w jest najmniejszg liczba naturalng, dla ktérej istnieja x,y
spetniajace zy = 2w? oraz % + y? = 2? dla pewnego z. Zgodnie ze znang charakterystyka
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rozwiazan drugiego z tych réwnan mozemy przyjaé x = 2rs, y = r° — s> (r, s wzglednie

pierwsze) i wéwczas rs(r? — %) = w?. Ze waglednej pierwszoéci r i s wynika r = a?,
s=br—s=cir+s=d? skad (d+c)* +(d —c)® = (2a)? oraz (d + c)(d — c) = 2b°.

Mamy jednak b < w, co przeczy definicji w i konczy dowdd.

Lemat 2. Nie istnicje liczba naturalna n taka, ze 2n* + 1 jest liczbg kwadratowq.
Szkic dowodu. Niech (n,m) bedzie rozwigzaniem réwnania 2n* + 1 = m? o mozliwie

najmniejszej wartosci n. Wéwczas m jest nieparzyste i mozemy przeksztatci¢ réwnanie
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do postaci n* = 2my (my + 1). Jesli m, jest nieparzyste, to m;
i 2(m1 + 1) sa wzglednie pierwsze, a zatem dla pewnych k, [

mamy m; = k* i 2(my + 1) = I*, skad rozwazajac modulo 8,

szybko otrzymujemy sprzecznosé. Zatem m; jest parzyste

i podobnie wnioskujemy 2m; = k% i m1 + 1 =1 = u?. W tej
sytuacji 2k1 = u1(uy + 1) (gdzie k = 2k, v = 2uy + 1).

7 12 = 2u; + 1 wnioskujemy (modulo 4) parzystoéé ui, skad

up =2a* i +1 =10 czyli 2a* + 1 = (b*)?, co daje nam

sprzecznos$é z minimalnosciag n.

Lemat 3. Jedynymi liczbami catkowitymi k, takimi ze
8k* 4 1 jest liczbg kwadratowa, sa k=01 k = 1.

Szkic dowodu: Przypusémy, ze 8k* + 1 = I?. Wéwezas
I=2s+112k"=s(s+1). Jedli s jest parzyste, to s = 2a*
is+1=>0" azatem 2a* + 1 =b*, skad i z lematu 2 mamy
s =0=k. Jedli s jest nieparzyste, to s = a* i s + 1 = 2b*,
czyli a* + 1 = 2b*. Wnioskujemy stad (modulo 4), ze
liczby a i b sa nieparzyste, ponadto podnoszac ostatnia
réwnosé do kwadratu i przeksztatcajac, dostaniemy

(b* — a?)(b* + a?) = ((a* — 1)/2)%. Ze wzglednej pierwszosci
aibmamy (b* —a®)/2=c?i (b* +a?)/2 = d°, a zatem

(0? —a)? + (B* +a)? = (2d)% i (b* — a)(V? + a) = 2¢%. Zgodnie
z lematem 1 oznacza to, ze b*> = a i w konsekwencji k = 1.

Powréémy do hipotezy Lucasa. Skoro x jest parzyste,
tox, z+ 112z + 1 sa parami wzglednie pierwsze. Stad
x + 1,2z + 1, jako liczby nieparzyste, sa albo kwadratami,
albo potréjnymi kwadratami. Zatem x + 1 #Z 2 (mod 3)
oraz 2z + 1 # 2 (mod 3), a stad  # 1 (mod 3) oraz
2z £ 1 (mod 3), co daje réwniez, ze x # 2 (mod 3).
Ostatecznie x = 0 (mod 3). Wobec tego liczby = + 1
i 2z + 1 sa kwadratami (gdyby byly potréjnymi
kwadratami, nie bylyby wzglednie pierwsze z z). Wtedy
dla pewnych liczb naturalnych p, ¢, r parami wzglednie
pierwszych mozemy zapisaé

r=06¢* z+1=9p% 20+1=r>
Ponadto 6¢®> = (r — p)(r + p), a skoro p, r sa nieparzyste,
to 4 | 6¢%. Wtedy 2 | ¢2, czyli 2 | q.

Ze wzglednej pierwszosci p i r wynika wzgledna

pierwszo$¢ liczb catkowitych “52 i EE.

Niech s bedzie liczba calkowita taka, ze 2s = q. Wtedy
6s2 = 52 . 2 Skoro 52, "2 sy wzglednie pierwsze,
to otrzymujemy dwie mozliwoéci.
1) Jedna z liczb 52, T‘gp jest postaci 642, a druga B2,
gdzie A, B s nieujemne calkowite. Wtedy
p=+(64% — B?) i ¢ = 2AB. Skoro jednak
6¢>+1=x+1=p% to 24A2B%? + 1 = (64% — B?)?,
czyli (642 —3B?)? = 8B* + 1. Korzystajac z lematu 3,
otrzymujemy A = B = 1. Stad = = 6¢> = 24.
2) Jedna z liczb 52, # jest postaci 342, a druga 2B2,
gdzie A, B s3 nieujemne calkowite. Wtedy
p=+(34% — 2B?) i ¢ = 2AB. Wobec réwnosci
24A%B?% 4+ 1 = (342 — 2B?)? otrzymujemy, ze
(342 — 6B?)2 = 2(2B)* + 1. Nastepnie z lematu 2
wnioskujemy, ze nie istnieje liczba catkowita
dodatnia B spelniajaca powyzsze zalozenia. Stad
réwnanie z(x + 1)(2x + 1) = y? nie ma rozwiazain
w tym przypadku.
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Wykazaliémy wiec, ze gdy = jest parzyste, to problem
Lucasa ma tylko jedno rozwiazanie: x = 24, y = 70.

Pozostaje nam sytuacja, kiedy to = jest nieparzyste.
Najpierw odwolamy sie do do$é znanego w teorii

liczb rownania Pella, a wlasciwie do jego szczegdlnego
przypadku, to znaczy réwnania X2 — 3Y2 = 1. Wiemy, ze
jego wszystkie rozwiazania to ciag liczb

1 (a" —

2V3

1
Uy, = 5((1” +b0"), v, =

gdziea:2+\/§,b:27\/§.

Do przeprowadzenia drugiej czesci dowodu potrzebny
bedzie jeszcze jeden lemat, ktérego dowdd réwniez
pominiemy. Bazuje on na pewnej obserwacji dotyczacej
rozwigzanh réwnania X2 — 3Y?2 = 1.

b"),

Lemat 4. Niech M bedzie liczba naturalna. Wtedy
Uy, = 4M? + 3 wtedy i tylko wtedy, gdy M =1 oraz n = 2.

Dowdd wspomnianego wyzej lematu réwniez nie jest
skomplikowany, jednak opiera sie na kilku innych
obserwacjach dotyczacych wtasnosci rekurencyjnych
ciagu rozwiazan réwnania X2 — 3Y2 = 1, ktérych treéci
tutaj pominiemy, gdyz same w sobie nie sg one dla nas
szczegoblnie interesujace.

Skoro x,x + 1,2x + 1 sa parami wzglednie pierwsze,
to x jest kwadratem albo potréjnym kwadratem
ix#2 (mod 3). Woéwczas x + 1 (parzyste) jest
odpowiednio albo kwadratem pomnozonym przez 6,
albo podwdjnym kwadratem. Zatem = + 1 # 1 (mod 3),
a stad juz tatwo wywnioskowaé, ze z = 1 (mod 3)
i2x+1=0 (mod 3). Wtedy istnieja takie liczby
naturalne p, ¢, 7 parami wzglednie pierwsze, ze
r=p° r4+1=2¢ 2z +1=3r"%

Nastepnie otrzymujemy, ze 6r2 + 1 = 4z + 3 = 4p? + 3.
Ponadto

(6r? +1)% — 3(4qr)? = 12r%(3r* + 1 —4¢*) + 1 = 1.
Rownanie to przyjeto postaé¢ szczegdlnego rownania
Pella, przy czym 672 + 1 = 4p? 4 3 odpowiada wyrazom
ciagu u,. Korzystajac z lematu 3, otrzymujemy
6r2 +1 =7, codaje nam r = 1, a wtedy = = 1.
UzyskaliSmy drugie rozwiazanie problemu Lucasa. Tym
samym zakonczyliémy dowdd jego hipotezy.
Wiele informacji zawartych w tym tekscie zaczerpnetam z artykulu

W.S. Anglina The Square Pyramid Puzzle, The American
Mathematical Monthly Vol. 97, No. 2 (Feb., 1990), pp. 120-124.

Rozwazajac powyzsze piramidy, mozna zadaé sobie
réwniez pytanie, kiedy suma kul jest liczba tréjkatna,
czyli poszukaé rozwigzan rownania diofantycznego
x(x+1)2x+1) =3y(y +1).
Na to rowniez sg znane wyniki. Aby dostarczy¢ sobie
matematycznej rozrywki, czemu by nie zadaé¢ innego
warunku dla liczby bedacej suma kul? Jesli tylko mamy
do czynienia z pewnym ciagiem liczb, ktérego jawny
wzOr jest nam znany, to cala zabawa sprowadza si¢ do
rozwigzania odpowiedniego rownania diofantycznego.
Tym samym zachecam Cig, drogi Czytelniku, do
sformutowania podobnego problemu.



Mota delld

Efekty nieliniowe dla rowerzystow

W matematyce czesto rozréznia si¢ rzeczy liniowe od nieliniowych. W szkole
uczy sie o funkcjach liniowych i nieliniowych, ale te pojecia sg duzo szersze
i oprécz teorii dotyczg takze wielu sytuacji praktycznych. Uktad liniowy
mozna przeanalizowaé¢ w ten sposéb, ze rozklada sie go na czesci, analizuje
dzialanie kazdej z nich osobno, a na koncu dodaje do siebie poszczegdlne
wyniki. W uktadzie nieliniowym taka analiza moze da¢ niepoprawne wyniki.

wiatr pozorny
ruchu

wiatr z boku

: odczuwalny
, opér

i czolowy

<

777777 piekna
okolica

szosa

Dla zilustrowania problemu zajmijmy sie turysta rowerowym jadacym

z predkodcia v = 5m/s na letnig wycieczke. Przy tej predkosci zazwyczaj
sila oporu aerodynamicznego, wyrazajaca sie wzorem ,stata” - v
dominowa¢ nad wszystkimi innymi oporami ruchu — oznaczmy te statg

przez . Ale rowerzysta na razie nie zastanawia sie nad tym wszystkim. Stonce
Swieci, szosa jest pozioma i gltadka, wiatru nie ma i jest przyjemnie.

2
, Zaczyna

Nagle pogoda sie pogarsza i prostopadle do szosy zaczyna wiaé wiatr

z predkoscia v = 5m/s. Turysta my$li sobie: i co z tego, przeciez wieje
doktadnie z boku, moze i jest mniej przyjemnie, ale to nie bedzie mi
przeszkadzaé¢ w jezdzie. Jednak jest to bltad wywolany kontaktami z czestymi
w zyciu codziennym uktadami liniowymi, tak naprawde wiatr bedzie go
catkiem znaczaco hamowal. To troche zaskakujace zjawisko jest wlasnie

manifestacja nieliniowosci uktadu, ktéry tworza rowerzysta z rowerem

i powietrze.

Obliczmy sity dzialajace na kolarza: przy bezwietrznej
pogodzie sila aerodynamiczna byla skierowana do
tytu i wynosita F; = v - v2. Po pojawieniu si¢ wiatru
bocznego wiatr wypadkowy hamujacy rowerzyste

jest skierowany pod katem 7 /4 i ma predkosé V2.
Zatem sila oporu jest skierowana tak samo i ma
warto$é v - 2v2. Jej sktadowa hamujaca to Fy = @ .
7202 =2y0? = /2 Fy, czyli jest o ponad 41%
wigksza niz poprzednio. Za ten nieco deprymujacy
wynik odpowiedzialny jest fakt, ze sita oporu
aerodynamicznego nie jest liniowa (w sensie szkolnym)
tylko kwadratowa funkcja predkosci. Niestety, wbhrew
swoim wyobrazeniom kolarz musi zwigkszy¢ wysitek, by
utrzymaé te samg predko$é¢ co poprzednio.

Wiatr z boku jest naprawde irytujacy: wszystko
jedno, czy sie jedzie na wakacyjny piknik, czy z niego
wraca, hamuje przy jezdzie w obu kierunkach.

Czy nie przyjemniej bytoby w jedng strone jechaé

z wiatrem, nawet jesli w drugg bedzie troche ciezej?
I to znowu jest oczekiwanie liniowego zachowania od
nieliniowego uktadu. Znéw zaktadamy, ze predkosc¢
wiatru i rowerzysty jest taka sama. Obliczmy dla
przyktadu prace, ktéra musi wykona¢ rowerzysta,
aby pokonaé opoér aerodynamiczny na niedlugim
odcinku drogi, dtugosci d, jadac doktadnie z wiatrem
i wracajac dokladnie pod wiatr. Praca to iloczyn
drogi i sily. Z wiatrem ta praca jest zerowa, bo nie
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odczuwa zadnego oporu powietrza. Pod wiatr wynosi
d-v(2v)? = 4dyv?. Przy wietrze z boku praca jest

w obie strony taka sama i tacznie wynosi 2d - Fp =

= 21/2dyv?. Zatem lepiej jest jechaé, majac oba razy
wiatr z boku, niz raz z wiatrem i raz pod wiatr.

Mam jeszcze jedna zla wiadomo$¢ dla naszego
rowerzysty, juz poza dyskusja o nieliniowoéci sity
oporu aerodynamicznego. Stata we wzorze na te

sile (a zatem i na prace) zalezy od powierzchni
przekroju bryly stawiajacej opér i jej wspdlczynnika
oporu aerodynamicznego c,. Tak sie pechowo

sktada, ze gdy wiatr zacznie wiaé¢ choéby troche

z boku, to wzro$nie powierzchnia stawiajaca opor,

bo rower z rowerzysta maja wigksza powierzchnig
boczna niz czolowa. Wzrosnie tez ¢, bo rowery sa
projektowane z my$la o pokonywaniu przede wszystkim
oporu czoltowego. Paradoksalnie, to moze nawet
spowodowad, ze w praktyce jednak lepiej bedzie
jechaé raz z wiatrem i raz pod wiatr, niz oba razy
majac go z boku. Pokazuje to, ze rzeczywistos¢ jest
bardziej skomplikowana niz prosty model, ktéry dotad
omawialiSmy.

Jerzy TYSZKIEWICZ

Autor tego tekstu jadac na dluzsza wycieczke rowerem, zawsze
sprawdza prognoze pogody, zeby wiedzieé, czy bedzie padad,
czy nie i jak silnie bedzie wiaé oraz z jakiego kierunku. A gdy
juz jedzie, to jego Srednia predko$é na trasie wynosi wlasnie
okoto 5 m/s.



Jaki jest ksztalt Wszechswiata? Jarostaw GORNICKI*

* Wydzial Matematyki i Fizyki
Stosowanej, Politechnika Rzeszowska
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Rys. 4

Wigcej o nieplaskosci Ziemi mozna
przeczytaé¢ w artykutach Michatla
Misgkiewicza w A%G i Aiﬁ.

W stosunku do wielkosci Ziemi wszystkie ziemskie nieréwnosci (laricuchy gorskie,
doliny) to znikome, zaniedbywalne znieksztalcenia. Poniewaz w naszej skali
nasze bliskie otoczenie przypomina plaska powierzchnie, wiec nie powinno nas
dziwié, ze pierwsze geometryczne rozwazania dotyczyly ptaszczyzny.

Kulminacja geometrycznych osiagnie¢ antycznego $wiata sa Elementy Euklidesa
napisane w III wieku p.n.e. Euklides wykazal, jak mozna na plaszczyznie uzy¢
pieciu aksjomatéw do systematycznego wywnioskowania z nich duzego zbioru
twierdzen geometrycznych. Oto aksjomaty FEuklidesa:

I.  Od dowolnego punktu do dowolnego punktu mozna poprowadzi¢ prostq.

II.  Ograniczong prostg mozna w sposob ciggly przedluiyé do prostej.

III. Z dowolnego srodka dowolnym promieniem mozna zakresli¢ okrqgg.

IV. Wszystkie kqty proste sq rowne.

V. Jesli prosta padajgca na dwie proste tworzy po jednej stronie kqty
wewnetrzne w sumie mniejsze od dwoch kgtéw prostych, to te dwie proste
przedluzone nieskoriczenie przetng sie po tej stronie (rys. 1).

Piaty aksjomat Euklidesa ma takze nastepujace sformulowanie (John Playfair,
1785 1.).

V'. Przez kazdy punkt poza prostq przechodzi dokladnie jedna prosta z nig
rozlgczna.

Jako przyklad wykorzystania aksjomatéw uzasadnimy dobrze znana na
plaszczyznie obserwacje: suma miar kgtow trojkgta réwna sie 180°.

W pierwszym kroku wykazemy, ze jesli prosta N przecina dwie proste
réwnolegle M i L, to naprzemianlegle katy sa réwne (rys. 2). Z aksjomatu V
a+ B =a+ (180° — ') musi byé réwne 180°, bo w przeciwnym wypadku proste
M i L przecinaja sie. Stad a = o’. Analogicznie 8 = f'.

Niech bedzie dany tréjkat AABC o katach «, 8, v (rys. 3). Wobec IT aksjomatu
prosta taczaca A i C mozemy przedtuzyé¢ do prostej L. Z aksjomatu V'
(postulatu o réwnoleglych) istnieje prosta M przechodzaca przez punkt B, ktéra
nie przecina prostej L. Wéwczas z dowiedzionej juz czesci a = o’ i v = v/, wigc
a+p+y=a + 8+ =180°.

Najwiecej kontrowersji budzit V aksjomat Euklidesa. Przez stulecia prébowano
wywnioskowac¢ go z czterech pozostalych aksjomatow. I choé préby te konczytly
sie niepowodzeniem (na koncu artykulu przedstawiamy kilka z nich), to nikt
nie byl pewien, czy jaki§ mtody geniusz za sto czy dwiescie lat nie bedzie mial
wspaniatego nowego pomystu, ktéry w koncu doprowadzi do poszukiwanego
dowodu. Gdyby udalo sie stworzy¢ taki model geometrii, w ktérym pierwsze
cztery aksjomaty bylyby prawdziwe, a V aksjomat nie bylby spelniony, to
sprawa bylaby definitywnie wyjasniona — V aksjomat bylby niezalezny od
czterech pozostalych. Ten problem okazatl si¢ trudny. Czy gdzie$ istnieja trojkaty
o sumie miar katéow nie dajacych 180°7 Jeszcze w XVIII wieku Immanuel Kant
w Krytyce czystego rozumu (1781 r.) glosil, ze geometria euklidesowa jest wiedza
a priori — jest nam dana wraz z zyciem. Kant sie mylil!

Dalekie podroéze sklanialy ludzi do zastanawiania si¢ nad tym, czy Ziemia jest
ptaska? Jak to rozstrzygnaé, pozostajac stale na Ziemi? Obserwacje za¢mien
Ksiezyca i cienia, jaki pozostawia na nim Ziemia, nie sa przekonujace. Postapimy
inaczej, z bieguna p6inocnego N idziemy do réwnika a km do punktu P (rys. 4).
Na rowniku skrecamy pod katem prostym na wschod i idziemy wzdtuz réwnika
a km do punktu @, po czym pod katem prostym skrecamy na pdéinoc i po a km
znajdujemy si¢ na biegunie N, gdzie wektor kierunku naszego marszu jest

teraz prostopadty do wektora kierunku naszego startu. Okazalo sie, ze w ten
sposéb wytyczyliémy na Ziemi tréjkat AN PQ, ktérego suma miar katow jest
réwna 270°. O takiej powierzchni (na ktérej sumy miar katéw w tréjkacie
przekraczaja 180°) méwimy, ze ma krzywizne dodatnig. Zatem Ziemia nie jest
ptaskal!
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Rys. 5

Na przyktadzie sfery $wietnie widaé, ze
z lokalnych obserwacji (do$wiadczen) nie
zawsze mozna wyciagnaé trafne wnioski
o zjawisku globalnym.

Rys. 6. Typowe proste w dysku
hiperbolicznym

Rys. 7. Podziat dysku hiperbolicznego za
pomoca pieciokatéw. Wyrdzniony
gwiazdka pieciokat ma boki takiej samej
dlugodci jak pieciokat centralny i takie
samo pole

Rys. 8

Jak na takiej powierzchni (sferze) zachowuja sie aksjomaty Euklidesa? Aby
odpowiedzie¢ na to pytanie, musimy okresli¢ na tej powierzchni pojecie prostej.
Na plaszczyznie prosta taczaca punkty A i B charakteryzuje sie tym, ze jest
najkrotsza Sciezka laczaca te punkty. Gdy punkty A i B umiescimy na sferze,
to najkrotszym odcinkiem je taczacym bedzie krétszy fragment kola wielkiego,
ktory powstanie z przecigcia sfery przez plaszczyzne, jaka wyznaczaja punkty
A, B i érodek sfery. Na przyktad najkrétsza droga laczaca Paryz i Vancouver
przebiega przez okolice bieguna péinocnego.

Skoro prostymi na sferze sa kota wielkie, to tatwo widaé, ze na sferze V aksjomat
Euklidesa jest falszywy. Niech L bedzie réwnikiem Ziemi i  punktem na
pélkuli péinocnej. Jakiekolwiek kolo wielkie przechodzace przez punkt x bedzie
w polowie leze¢ na potkuli péinocnej, a w potowie na pétkuli poludniowej,
przecinajac réwnik w dwéch (1) antypodycznych punktach (rys. 5). Innymi
stowy, na Ziemi nie ma prostej przechodzacej przez punkt z, ktéra nie przecina
prostej L. Niestety ten model geometrii (zwany geometrig sferyczng) nie pozwala
na rozstrzygniecie, czy V aksjomat jest niezalezny od czterech pozostalych
aksjomatéw. Powdd jest trywialny. Nie wszystkie pierwsze cztery aksjomaty
Euklidesa sa prawdziwe w geometrii sferycznej. Na przyklad sfera nie zawiera
okregéw o dowolnie duzym promieniu (aksjomat III), punkty antypodyczne
(biegun péinocny i poludniowy) taczy nieskoriczenie wiele prostych, a na
plaszczyznie przez dwa roézne punkty przechodzi dokladnie jedna prosta
(podwaza to I aksjomat).

Potrzebujemy innej geometrii. Z listéw Gaussa wynika, ze okolo 1817 roku
u$wiadomil on sobie, ze mozna zbudowac logicznie spdjna geometrie, rézna od
euklidesowej (z odrzuconym V aksjomatem), ale swoich przemysleri nie oglosil.
Zrobili to niezaleznie od siebie Nikolaj Lobaczewski (1829 r.) i Janos Bolyai
(1832 r.).

Na rysunku 6 przedstawiamy model dwuwymiarowej geometrii hiperbolicznej
odkryty przez Eugenio Beltramiego w 1868 roku (14 lat pézniej podatl

go réwniez Henri Poincaré). Zrozumienie tego modelu wymaga nie tylko
zdefiniowania linii prostej, ale rowniez obowiazujacej w nim odlegtoéci. W tym
modelu przestrzen jest przedstawiona jako wnetrze kola (bez brzegu). Prostymi
sg $rednice lub tuki okregéw euklidesowych przecinajace brzeg kola pod katem
prostym (rys. 6). Proste sa wyznaczone jednoznacznie przez dwa punkty

lub przez punkt i koniec, lub przez dwa konce. Odleglosci staja sie wigksze

(w poréwnaniu do tego, jak wygladaja), gdy zblizamy sie¢ do brzegu tak, ze brzeg
jest nieskonczenie daleko od centrum. W rezultacie najkrétsza droga miedzy
dwoma punktami ma tendencje do odchylania si¢ w kierunku centrum i, jak juz
mowiliSmy, jest tukiem okregu euklidesowego, ktéry przecina brzeg pod katem
prostym (rys. 7).

Dodatkowo w tym modelu kola sg zawsze reprezentowane przez kota
euklidesowe, ale maja przesuniete srodki (rys. 8), ich promienie moga by¢
dowolnie duze, wéwczas kolo prawie dotyka brzegu modelu. Katy, w tym
»prostopadtos¢”; sa w tym modelu wiernie przeniesione z plaszczyzny
euklidesowej. Oznacza to, ze w takiej przestrzeni spelnione sa wszystkie
pierwsze cztery aksjomaty Euklidesa. A co z V aksjomatem? Ot6z w modelu
geometrii hiperbolicznej V aksjomat Euklidesa jest falszywy, co widaé¢ na
rysunku 9. Proste M, i M> przecinaja sie w punkcie z, ale zadna z nich nie
przecina prostej L. Zatem w modelu geometrii hiperbolicznej istnieja dwie
proste przechodzace przez punkt x (tak naprawde nieskorniczenie wiele), ktére
nie przecinajg prostej L. PokazaliSmy w ten sposéb, ze Euklides mial racje,
przyjmujac V aksjomat, gdyz jest on niezalezny od czterech pozostalych
aksjomatéw! Teraz juz wiemy, ze wszelkie proby wyprowadzenia V aksjomatu
Euklidesa z czterech pozostalych aksjomatow z géry byly skazane na
niepowodzenie.

Ponadto w geometrii hiperbolicznej suma miar katéw tréjkata jest mniejsza
niz 180° (rys. 10). O takiej powierzchni méwimy, ze ma krzywizne ujemng.
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Préoby dowodu V aksjomatu Euklidesa:

(1) Niech y bedzie innym punktem po tej samej
stronie prostej L co punkt x i w tej samej od
niej odleglosci. Potacz z z y prosta (I aksjomat),
a nastepnie przedluz te ograniczona prosta do
prostej M (II aksjomat). Wtedy prosta M nie

przecina prostej L.

(2) Niech prosta M bedzie zlozona ze wszystkich
punktéw po tej samej stronie prostej L co
punkt x i bedacych od niej w tej samej odlegtosci.
Otrzymana prosta nie przecina prostej L.

(3) Punkt na plaszczyznie kartezjanskiej mozna zapisaé
za pomocy wspéirzednych. Prosta (nie pionowa) L

W ten oto sposéb odkryliSmy, ze istnieja rézne geometrie i zadna z nich nie jest
bardziej uprzywilejowana od innych. 10 czerwca 1854 roku Bernhard Riemann,
majac 28 lat, w swoim wykladzie habilitacyjnym O hipotezach, ktdre lezg

u podstaw geometrii poszedl jeszcze dalej. Umieszczajac obserwatora wewnatrz
przestrzeni (wielowymiarowej rozmaitosci), stwierdzil, ze geometria przestrzeni
moze sie zmienia¢ od punktu do punktu, tu by¢ hiperboliczng, tam euklidesows,
a gdzie indziej sferyczna.

Dzisiaj za sprawa ogdlnej teorii wzglednosci Alberta
Einsteina (1916 r.) i potwierdzajacej ja obserwacji Arthura
Eddingtona z roku 1919 przyjmujemy, ze otaczajaca nas
przestrzen (dokladniej czasoprzestrzeni) jest zakrzywiona,
cho¢ mozliwe, ze tego typu zakrzywienia sg tylko niewielkimi
perturbacjami znacznie wigkszego i bardziej symetrycznego
ksztaltu.

Tytulowe pytanie o ksztalt Wszechswiata jest jednym

z wielkich otwartych probleméw astronomii (kosmologii) —
czy wielkoskalowy ksztalt Wszechswiata, gdyby wyprostowad
tuki, ugiecia wynikajace z obecnosci gwiazd, galaktyk,
czarnych dziur itp., nadal bylby zakrzywiony jak wielka

ma réwnanie y = ma + c. Zmieniajac ¢, mozemy kula, czy tez bylby ptaski (jak wodne 16zko), a moze jest
przesunaé prosta L w gore lub w dét. Zadna z tak on bardziej skomplikowang wielowymiarowa rozmaitoscia
otrzymanych prostych nie moze sie przecinaé o ujemnej krzywiznie. Moze Ty masz pomysl, jak to

i kazdy punkt nalezy do dokladnie jednej prostej. rozstrzygnadé, Czytelniku?

* Wydzial Matematyki i Nauk
Informacyjnych, Politechnika

Warszawska

[1] Hao Huang, Induced subgraphs of
hypercubes and a proof of the Sensitivity
Conjecture, arxiv.org/abs/1907.00847.
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Rys. 1. Na przyklad w Q12 polaczone

bedg miedzy innymi
x = 859 = 0011010110113 i
y = 843 = 0011010010112

W terminologii teorii graféw twierdzenie

Huanga brzmi:

kazdy indukowany podgraf G C Q.
spelnia A(G) < v/n = |[V(G)| < 271,
Duzo krécej, ale trzeba wpierw wyjasnié,
ze V(G) to zbiér wierzchotkéw grafu G,
A(G) to najwigkszy stopieri wierzchotka
(stopieni to z kolei liczba krawedzi o koricu
w danym wierzcholku), a podgraf
indukowany oznacza pewne wierzchotki
wraz ze wszystkimi taczacymi je

krawedziami Q.

Czutosé funkcji logicznych, czesé 2
Mariusz ZAJAC*

W pierwszej czedci artykutu (AZ)) oméwilismy pojecia funkeji logicznej, jej
czutosci i przedstawiliSmy, na razie bez dowodéw, pewne zwiazane z nimi
twierdzenia, udowodnione w pracy [1].

Celem drugiej czesci jest przedstawienie owych dowodow w wersji nieco
uproszczonej w stosunku do oryginalnej pracy [1], ale weiaz wymagajacej
znajomosci podstaw algebry liniowej, w tym mnozenia macierzy i pewnej wiedzy
o wymiarze przestrzeni liniowe;j.

Niech n bedzie dowolng dodatnig liczba catkowita i niech N = 2™. Zapiszmy elementy
zbioru V,, = {0,1,..., N — 1} w ukladzie dwéjkowym (uzupelniajac w miare potrzeby
nieznaczacymi poczatkowymi zerami, tak by kazda liczba miala dokladnie n cyfr)

i przedstawmy je graficznie w ten sposéb, ze elementy V,, (zwane wierzchotkami) beda
punktami, a odcinki (zwane krawedziami) polacza pary wierzcholkéw rézniace sie
w uktadzie dwojkowym tylko jedng cyfra. Uzyskany graf nazwiemy n-wymiarowsg
kostka @,, (nazwa wiaze si¢ niewatpliwie z podobienistwem Q3 do szkieletu szedcianu,
czyli standardowej kostki do gry).

Sprobujmy przezwyciezy¢ fakt, ze bezposrednio odczuwamy istnienie tylko trzech
wymiaréw, spogladajac na kostki rekurencyjnie: (01 to dwa punkty potaczone
odcinkiem, )2 to dwa odcinki, np. dolny i gérny, polaczone dwiema pionowymi
krawedziami, Q3 to dwie kopie @2, np. dolny i gérny kwadrat, potaczone czterema
pionowymi krawedziami, ..., Q,+1 to dwie kopie @,,, potaczone 2™ krawedziami
i tak dalej.

Zapowiedziane pod koniec pierwszej czesci twierdzenie (jesli ponad polowe
wierzchotkow n-wymiarowej kostki zajmujg mrowki, to ktoras z nich ma co
najmniej \/n sgsiadek) mozemy sformutowa¢ w nastepujacy réwnowazny sposéb.

Twierdzenie (Huang [1]). Jesli wyrdznimy niektdre wierzcholki n-wymiarowej
kostki Qn,, czyli wybierzemy podzbior W C V,,, przy zachowaniu warunku, Ze kazdy
element W ma mieé mniej niz \/n sgsiadéw nalezgeych do W, to wyrdznione
wierzchotki stanowié bedg co najwyzej polowe wszystkich wierzchotkow kostki, czyli
[W| < N/2.
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Dowdéd. Kazdemu grafowi mozna przypisaé tzw. macierz sasiedztwa, czyli
tablice liczb majaca tyle wierszy i kolumn, ile graf ma wierzchotkéw, w ktorej na
przecieciu wiersza o numerze k i kolumny o numerze [ stoi 1, gdy wierzchotki k i
sa polaczone krawedzia, a 0, gdy nie sa. Macierzami kostek @,, sa A,, spelniajace

Dla zgodnosci z wczesniejszymi nastepujace zaleznosci (tu i dalej I; oznacza macierz jednostkowsa rozmiaru d x d):
oznaczeniami i rysunkiem 1 nalezaloby

najwyzszy wiersz i skrajng lewag kolumne 1 1
nazwac zerowymi, a nie pierwszymi, 0 1

wtedy np. w macierzy As wiersze Al = 1 0l Ag =
i kolumny maja numery 0,1, 2, 3,

a podkreslona jedynka oznacza krawedz

taczaca wierzchotki 2 i 3.

Apy  Iom
,...7Am+1:|:12m jm:|7

O =O
Ol= = o

0 0
0 0
11

Hao Huang minimalnie modyfikuje te macierze, definiujac

0 1 0
2 s o1 1o 0 1 [Hn I
Hl[l 0}’H2 10 0 -1 ""’Hmﬂ{bm —Hm}""
01 -1 0
o 1 0 1 Jak widaé, H,, to prawie ta sama macierz kostki, co wczeéniejsza A, z tym ze

niektérym krawedziom przypisana jest liczba —1, a nie 1. Jedli oznaczymy je
liniami przerywanymi, to nasze kostki beda wygladaly tak jak na rysunku.

Nas najbardziej zainteresuja kwadraty macierzy H,,. Bezposredni rachunek
pokazuje, ze

2 0 00
I T [ ]
0 0 0 2
a ponadto
Rys. 2. Moina sprawdszic, ze krawgds g2 [Hm Igm] ' {Hm Igm} _ {an + Iom 0
laczaca « i y jest ciagla dokladnie whedy, m+1 Iom —H,, Iym —H,, 0 H2 + Ipw |

gdy wspélna czesé zapisow dwdjkowych x
i y na lewo od cyfry je odrézniajacej : : 2 _ . 4 : _ 1 : ;
zawiera parzysta liczbe jedynek. Na zatem przez indukcje H; = n - Ion. Okreslmy wreszcie H = ﬁHn i obliczmy
Przyklad dla z = 859 = 001101011011, ) H? = lH?L =1Iy.

iy =843 =0011010010112 we fragmencie n

0011010 sg trzy jedynki, wiec krawedz ta

jest przerywana Nastepnym krokiem bedzie rozwazenie kilku przestrzeni liniowych:
Nietrudno zauwazy¢, ze macierz Hi ma U= ]RN = {(ﬂ?o, e ,INfl) T € R},

liczby n na gltéwnej przekatnej, bo kazdy _ . — ; ;

wierzchotek @, ma n sasiadéw. Zera poza Uw = {(930, o fol) eU:z;=0dla kaZdegO ¢ € W}’

przekatna H> wiaza sie za$ z tym, ze Uy = {’U ceU:Hv= 1}} = {1} eU:H,v= \/ﬁv},

kazda dwuwymiarowa Sciana kostki jest U_ = {1) cU:Hy= 71}} — {1} cU:Hv= 7\/,51}}
- = : = = L Hpv = s

kwadratem z trzema bokami cigglymi

i jednym przerywanym lub odwrotnie L. . .. A A
(widaé to na rysunku 2). oraz nieujemnej funkcji rzeczywistej Fw ((o, ..., TN—-1)) = D pcw [Tkl

Przypomnijmy wreszcie, ze zgodnie z zalozeniem twierdzenia kazdy element W
ma najwyzej d = [/n — 1] < y/n sasiadéw nalezacych do W, i wykazmy kilka
faktow.

Fakt 1. Jesli v € Uy, to Fw (H,v) < d - Fy (v).

Dowéd. Z dﬁfinicji mnozenia macierzy dla v € Uy mamy
—1
(Hpv)r =Y 12g (Hp)kivr = Dy (Hp)kivi, zatem

ﬂ— Fyw (Huv) =Y ‘Z(Hn)klvl‘ <> (Z |(Hn)kl”vl|> =

Rozwigzanie zadania M 1645. keWw leWw keW lew

Liczby z3 = y3 = 1 spelniaja wymagang Z (Z ‘(H ) |)| ‘ o d | | i F ( )
n )kl Ul\Z’”l:'Wvu

w zadaniu réwnosé. Zatézmy, ze
nieparzyste liczby x,,, y, spelniaja

722 +y2 = 2". Wéwezas leW kew lew
. (xn + y”>2 (71:” F Un )‘2 przy czym ostatnia nier6wno$¢ jest prawdziwa, gdyz |(Hy,)ri| wynosi 1, jesli k il
2 2 - sasiaduja w @, oraz 0, jesli nie sasiaduja. O

(72 2y _ ontl
=2(7z, +y,)=2""".
Skoro x,,yn sa nieparzyste, to jedna
1
z par 3 (n + Yn, |72y — yn|) oraz , . A .
L(|€n — Yn| Tn + yn) sklada sie Dowdd. W przeciwnym razie Fyy(v) > 0 i na mocy faktu 1
z dwdéch liczb nieparzystych, i te pare 1

’ ' . d
wybieramy jako (Zp41,Ynt1). W ten Fw(U) _ Fw(—’U) _ Fw(HU) _ v
N Vn

indukcyjny sposéb mozemy skonstruowad
dowolnej liczby naturalnej n. sprzecznoéé, 0O

Fakt 2. Jeslive Uy NUL lubv e Uy NU_, to v = 0.

Fw (H,v) < - Fw (v) < Fw (v),

rozwiazanie wyjsciowego réwnania dla
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*Tak naprawd¢ Huang dowodzi w pracy,
ze dim(U4) = dim(U—-) = N/2 oraz

Ut NU_ = {0}, bo s to ortogonalne
przestrzenie wlasne, odpowiadajace
warto$ciom wlasnym o dajacej sie
wyznaczy¢ krotnosci, ale ta droga stawia
przed Czytelnikiem znacznie wyzsze
wymagania wstepne.

Kazda funkcje boolowska mozemy tak
zredukowaé, gdyz dla € {1, —1}

2k _ 1, rzk+1

zachodzi =zx.

A —1 1

—1 -1 -1

1 —1 1
(zAy)=—-3+3z+iy+ oy

Jeszcze inaczej: w k rzutach uczciwg
monetg parzystg liczbe ortéw uzyskamy
tak samo czesto, jak nieparzysta.

Funkcja f moze mie¢ wigcej niz

n argumentéw, wzér (1) méwi jednak, ze
ignorujemy zmienne inne niz
T1,%2,...,2Ty, nadajac im wartosé 1.

Fakt 3. Kazdy element v € U da sie zapisaé w postaci v = vy + v_, gdzie
V4 € U+, v_ € U_.

2 . x _ wv+Hwv _ v—Hwv _ HU+H21) _
Dowdéd. Istotnie, potézmy v;r =5 v = =7 Wtedy Hoy = 2557+ =
— Hv2+v =y, Hy_ = H'U—QH vo_ H’L)2—’l) = —v_. 0

Na zakoriczenie przypomnijmy sobie ogdlny fakt z algebry liniowej: jesli Uy i Us sa
dwiema podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni U, to zbiér Uy + Us = {ug + us :
uy € Uy, us € Us} jest réwniez przestrzenia liniowa wymiaru

dim(Uy + Uz2) = dim(Uy) 4 dim(Uz) — dim(U; N Us).
Fakty 2 (dim(Uw NU4) =dim(Uw NU_) =0) 13 (U + U_ = U) daja teraz:
dim(Uw) = dim(Uw + U;) — dim(U;) < dim(U) — dim(U.),
dim(Uw) = dim(Uw 4+ U_-) — dim(U_) < dim(U) — dim(U_),
< dim(Uy NU-) = dim(Uy) + dim(U_) — dim(U). *
Dodanie powyzszych trzech nieréwnosci daje 2 dim(Uw ) < dim(U), co koniczy
dowéd, gdyz dim(U) = N,dim(Uw ) = |W]. O

Twierdzenie o czulosci

Wréémy do pomyshu, by w funkcjach boolowskich przyjmowadé, ze liczbowa
wartoscia prawdy jest 1, a falszu —1. Jak moze to nam pomoc?

Fakt 4. Gdy w wielomianie n zmiennych zadna zmienna nie wystepuje

w potedze wiekszej niz 1 (nazwijmy taki wielomian zredukowanym), to érednia
arytmetyczna jego wartosci na zbiorze {1, —1}" réwna jest wyrazowi wolnemu
tego wielomianu.

Przyktad. Jak wiadomo, koniunkcja przyjmuje trzy razy warto$¢ —1 (falsz) i raz
warto$¢ 1 (prawda). Srednia wartoscia jest wiec # = —1 i taki tez jest,
jak widzimy obok, wyraz wolny definiujacego koniunkcje wielomianu.

Dowdéd. Poniewaz érednia sumy dwéch funkcji jest réwna sumie $rednich, to
wystarczy zauwazy¢, ze Srednia warto$é¢ kazdego iloczynu x5 . .. xp wynosi 0,
czyli ze 6w iloczyn wynosi 1 lub —1 doktadnie tak samo czesto. Ale to w zasadzie
oczywiste: jakiekolwiek beda wartosci pierwszych k — 1 zmiennych, nasz iloczyn
bedzie réwny 1 lub —1 w zaleznosci od znaku xy, a $rednia zawsze wyniesie 0. O

Teraz mozemy juz wykazaé, jak z udowodnionego wyzej twierdzenia Huanga
wynika zapowiadane w pierwszej czesci ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie o czulosci. Dla kazdej funkcji boolowskiej f zachodzi nieréwnosé
s(f) = \/deg(f).

Dowéd. Niech n = deg(f). Jak méwiliSmy wezesniej, wybér liczbowych wartosci
stalych logicznych nie wplywa na stopien f, wigc mozemy przyjacé, ze wielomian
funkcji f, zapisany w konwencji ,prawda = 1, falsz = —1” i zredukowany, nadal
ma stopien n, czyli zawiera pewien jednomian crixs...x, ze wspotczynnikiem

¢ # 0 (bez zmniejszenia ogdlnosci zalézmy, ze ¢ > 0). Niech teraz

(1) g(x1, @0, ..., Tp) = T1T2 .. Ty - (@1, 22, .. 20, 1, ... 1).
Poniewaz 23 = 23 = ... = 22, to wielomian g ma po redukcji wyraz wolny ¢ > 0,

wiec na mocy faktu 4 ma dodatnia $rednia wartosé. Znaczy to tyle, ze g osiaga na
kostece {1, —1}™ wartoéé 1 czeéciej niz —1, czyli wiecej niz 27~ razy.

Na mocy twierdzenia Huanga istnieje wiec taki punkt = = (x1, 2, ...
ze warto$¢ funkeji g wynosi 1 zaréwno w nim, jak i w co najmniej \/n z jego
sasiadéw na kostce. Ale jesli w sasiadujacych (czyli rézniacych sie jedna
wspolrzedna) wierzchotkach funkcja g ma te sama wartosé, to funkcja f

ma wartosci przeciwne, bo wyrazenie x1xs ... x, zawsze zmienia znak przy
przejsciu do sasiada. Zatem funkcja f przyjmuje inng warto$é¢ w co najmniej v/n
sasiadach x niz w samym 2. Z definicji oznacza to, ze s(f,z) = /n i tym bardziej

s(f) = vn = y/deg(f O

Jest to najlepszy moZliwy wynik, gdyz omawiane w pierwszej czesci zagadnienie
urodzin Emila daje dla kazdego m przyklad funkcji stopnia m? o czutosci m.
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*Instytut Fizyki, Politechnika Lédzka

Rys. 1. Przejscie z orbity o promieniu 7
na orbit¢ o promieniu ro > ry
z zastosowaniem manewru Hohmanna

Rozwigzanie zadania F 1006.
Zrédlem sity dosrodkowej utrzymujacej
szybka rotacje powietrza wokél oka
cyklonu jest réznica cisnien w odlegtosci r
i 7+ Ar od oka cyklonu. Rozwazmy
fragment strugi wiatru o szerokosci Ar
i powierzchni S w kierunku prostopadlym
do promienia. Réwnowaga dzialajacych
sil prowadzi do réwnania:
v2dr
7/}8” dr = S(p(r+dr) —p(r)) = S@dr.
T dr
Otrzymujemy:
2 r dp
v -
pdr
Dla oszacowania wartosci pochodnej
ci$nienia przyjmijmy, ze ci$nienie
w centrum wynosi 880 hPa, a na krancu
cyklonu, w odlegtosci 250 km, wynosi
1010 hPa. Wedlug naszego wzoru
predko$é wynosi zero w centrum
i rosnie z r. Z dala od centrum zmiany
ci$nienia maleja i na krancu cyklonu
pochodna ci$nienia wynosi zero.
Przyjmijmy, ze maksymalna predkosc
osiggana jest w odleglosci 50 km od
centrum, i do obliczen wezmy $rednia
warto$¢ pochodnej p. Otrzymujemy:

5 50000 m - 130 -10% Pa
- 2,5-105 m - 1,2 kg/m?3

a wiec v & 46,55 m/s &~ 168 km/godz.
Maksymalny zarejestrowany poryw wiatru
cyklonu Wilma osiggnal 295 km/godz.,
ale przez wigkszos¢ blisko
dwutygodniowego ,,zycia” tego cyklonu
maksymalna predkosé¢ wiatru wynosita od
175 do 200 km/godz.

~ 2167 mZ/szﬁ

Z, orbity na orbite
Grzegorz DERFEL*

Wyobrazmy sobie wahadlowiec krazacy wokol Ziemi po kotowej orbicie

o promieniu ;. Jego predko$é w tym ruchu v; mozna latwo wyznaczyé¢, biorac
pod uwage, ze sila grawitacji pelni role sity do$rodkowej, zakrzywiajacej tor lotu
wahadlowca, co mozna ujaé¢ rownaniem

I GMm  mov?
9= 2 T .
L ™

gdzie G jest stala grawitacji, M masa Ziemi, a m masa wahadlowca. Wynika
z tego, ze
GM
vy =4/ —.
1

Zal6zmy, ze misja wahadlowca wymaga przejscia na inna kotowa orbite
o wiekszym promieniu . Wzér analogiczny do powyzszego przewiduje, ze
predkos¢ na tej nowej, wiekszej orbicie bedzie mniejsza:

[GM
Vg = ——
T2

Tymczasem, aby osiagnaé te orbite, wahadlowiec musi nie przyhamowaé, lecz
zwiekszy¢ predko$é ponad wartosé vi, co moze wydaé si¢ dziwne.

Ponizej opisane sa dwa sposoby przeprowadzenia takiej zmiany orbity.

Pierwszy z nich znany jest jako manewr transferowy Hohmanna. Nazwa ta
pochodzi od nazwiska Waltera Hohmanna, niemieckiego naukowca, ktoéry opisat
go w roku 1925. Zmiana orbity sklada sie z kilku etapéw przedstawionych na
rysunku 1. W pewnym punkcie A orbity kolowej ciag silnikéw wahadlowca —
zakladamy dla uproszczenia, ze dzialaja bardzo krétko — nadaje mu predkosé

[GM
va=kvy =k Gr—,
1

gdzie k > 1. Powoduje to zmiane ksztattu orbity z okregu w elipse, ktérej ognisko
pokrywa sie ze $rodkiem Ziemi. (Zakladamy, ze intencja kosmonautéw nie jest
ucieczka w kosmos po paraboli lub hiperboli, wiec k < v/2.) Predko$¢ v4 powinna
by¢ tak dobrana, aby apogeum elipsy, tj. punkt B, znalazlo sie na planowanej
orbicie kolowej. Zasada zachowania momentu pedu dla ruchu po tej elipsie
wyraza sie rownoécia

MUAT] = MUBT3,
wiec w punkcie B wahadlowiec bedzie mial predkosé

k}’UlTl
v =

T2
mniejsza od v4. Czynnik k okredlajacy warto$é va, a takze predkosé vg
mozna wyznaczy¢ z zasady zachowania energii zapisanej dla ruchu po elipsie.
Zachowanie energii oznacza réwnos$é calkowitych energii w perigeum (punkt A)
i apogeum (punkt B)
mva? GMm  mug? GMm

2 T1 2 T2
Stad otrzymujemy
27’2
L+ T2

|GM  2ry . [{GM  2r;
VA=\—— 1 U=\ ————.
ry ri+nre ro T1 4+ T2

Predkosé vp jest mniejsza od vy odpowiadajacej orbicie kotowej przechodzacej
przez punkt B, dlatego aby przej$¢ z orbity eliptycznej na kolowa, wahadlowiec
musi drugi raz przyspieszy¢. Pierwsze przyspieszenie jest niezbedne, aby
zastapi¢ kotowg orbite elipsa z apogeum w odleglosci 2 od érodka Ziemi, gdzie
energia potencjalna jest wigksza niz w odlegloéci r1 i trzeba ja uzyskaé¢ kosztem
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energii kinetycznej zwigkszonej przyspieszajacym dzialaniem silnikow. Drugie
przyspieszenie jest konieczne, aby odrobi¢ strate predkosci powstata podczas
ruchu po elipsie od A do B. Wartoéci bezwzgledne zmian predkosci wynosza

M
(k—1) eM w punkcie A
T1
oraz
M
(k—1) oM w punkcie B.
T2

Suma ich moduléw bywa uzywana jako miara wydatku energii niezbednej do
wykonania manewru, uzyskanej kosztem zuzycia paliwa przez silniki. Czas
przejécia, czyli czas lotu po poldwce elipsy, mozna obliczyé¢ ze wzoru

[ a3

t=m G
gdzie a = % jest dlugoscia duzej pélosi elipsy. Wzér ten wyraza polowe
ujetego III prawem Keplera okresu obiegu po pelnej eliptycznej orbicie.
Analogiczne rozwazania dotycza przejscia z orbity dalszej na blizsza Ziemi.
Po przyhamowaniu nastepuje lot po trajektorii eliptycznej, ktéra zbliza
wahadlowiec do Ziemi. Druga redukcja predkosci zapewnia predkosé wlasciwa
dla ruchu po planowanej orbicie kotowej.

Dla przyktadu rozwazmy przejscie z orbity o promieniu r; = 6700 km na
ro = 33500 km. Nastepowaloby ono dzigki przyspieszeniom od vy = 7,71 km/s do
va = 9,96 km/s oraz od vg = 1,99 km/s do vy = 3,45 kim/s. Suma zmian predkosci
wynositabyAv = 3,71 km/s, a caly manewr trwalby 3 godziny i 56 minut.

Manewr Hohmanna przestaje by¢ optymalny przy duzym stosunku promieni
orbit :—f Wtedy lepiej zastosowaé tzw. transfer dwueliptyczny, stuzacy takze
do zmiany orbity mniejszej na wigksza i odwrotnie. Przejscie z niskiej orbity

B o promieniu 1 na wyzsza o promieniu ro zilustrowane jest na rysunku 2.
Rys. 2. Przejscie z orbity o promieniu 71 . L. . . . . .
na orbite o promieniu 75 > 1 Tak jak w manewrze Hohmanna, krétki impuls ciagu w punkcie A pierwotnej
z zastosowaniem transferu orbity zwieksza predko$é od vy do va = kvy (gdzie k > 1), dzieki czemu

d li Z . . . . . P .
P‘:udekztéyz negrz e wartodd somik] wahadlowiec wchodzi na orbite eliptyczna. Jej ksztalt okredlony jest
¢ B Provymi) Mo odlegltoscia a od ogniska ($rodek Ziemi) do apogeum (punkt B). Wielkosé a,

z zachowania momentu pedu vg = ——.
Zasada zachowania energii zastosowana ktéra musi by¢ wieksza od ro, powinna by¢ wybrana z uwzglednieniem faktu,

dla drogi od A do B . . . . . . . P .
ze decyduje o energii zuzytej na wykonanie transferu i o czasie jego trwania.
2 2
muva GMm mupg GMm

- = Podczas lotu po potowie elipsy od A do B predkos¢ w punkcie B spada do

2 r1 2 a /o . . .. . .
pozwala powigzaé parametry k i a tak, e Wartosci vp. W tym punkcie nast¢puje kolejne impulsowe przyspieszenie
2

k? = 24— Stad do predkosci ve, dobranej tak, aby wahadlowiec kontynuowal lot po innej
GM  2a eliptycznej orbicie z apogeum w punkcie B i perigeum w punkcie D lezacym juz
AN T A na orbicie konicowej. Dazac po tej elipsie do perigeum, wahadtowiec przyspiesza
_ \/W i do punktu D dociera z predkoscia vp. Jest ona wieksza niz vs, a wiec do
IV T e przejécia na orbite kotowa o promieniu ro niezbedne jest hamowanie od vp do vs.
g:s}},‘gmz“tlzz“zozf;‘;? r‘;l‘i?;‘;z; ev“;rig:D Wrzory wyrazajace zasady zachowania pozwalaja obliczy¢ poszczegélne predkodci.
takiej, ze v, = % Otrzymuje si¢

Jesli zmiana orbity z r; = 6700 km na ro = 33500 km odbylaby sie droga

ve = GM 2y , transferu dwueliptycznego z parametrem réwnym np. 50 000 km, to
G(jw a -; T2 charakterystyczne predkosci wynosityby v4 = 10,24 km/s v = 1,37 km/s,
vp =4/ =2 _:rz ve = 2,53 km/s i vp = 3,77 km/s. Sumaryczna zmiana predkosci Av przyjetaby

pr7y czym vp > vo. Suma zmian wartosé 4,01 km/s, co oznacza wigksze zuzycie paliwa niz podczas transferu
predkosci wywolywanych praca silnikéw  Hohmanna. Zmiana orbity zajetaby takze duzo wiecej czasu, bo az 44 godziny
Wymost i 52 minuty. Ten przyklad ilustruje gtéwna wade transferu dwueliptycznego,
a caly manews trwa jaka jest dlugi czas jego realizacji. Manewr dwueliptyczny przeprowadzony
e — z dowolnym a > ry jest oszczedniejszy od manewru Hohmanna, jesli :—j > 15,58.
=™\ TV G&, Takg sama przewage ma on, gdy 11,94 < % < 15,58, pod warunkiem, ze
cayli tyle, ile lot po poléwkach obu elips, ~pPrzeprowadza sie go z dostatecznie duzg wartoscia a. Natomiast gdy :—f < 11,94,
e to zaden wariant transferu dwueliptycznego nie jest korzystniejszy od manewru
Hohmanna. Réznice w zuzyciu paliwa pomiedzy tymi dwiema procedurami sg
jednak niewielkie. Maksymalna oszczednosé¢, jaka mozna uzyskaé, zastepujac
manewr Hohmanna dwueliptycznym, wynosi 8%.
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Klub 44 F

3m
5]
m. 2m
Rys. 3

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
686 (WT = 3,23) i 687 (WT = 2,4)

z numeru 11/2019

Tomasz Rudny
Michal Kozlik
Pawel Perkowski
Krzysztof Magiera
Jacek Konieczny
Ryszard WozZniak
Aleksander Surma
Mateusz Kapusta
Stawomir Bué

Poznan
Gliwice
Ozaréw
Losiéw
Poznan
Krakéw
Myszkéw
Wroctaw
Mystkéw

41,38
39,70
36,18
32,62
29,80
28,77
27,75
25,37
22,22

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA
Rozwigzania zadan z numeru 4/2020

Przypominamy tresé¢ zadan:

696. Z punktu A kondensatora cylindrycznego wylatuje lekko rozchodzaca si¢ wigzka jonéw
dodatnich. Kat rozwarcia wigzki wynosi a (rys. 1, 2). Wszystkie jony w wigzce maja taka sama
energie. Jony, ktérych predkosé w punkcie A jest prostopadta do odcinka OA, poruszaja sie po
okregu o promieniu rg = |OA|, wspélérodkowym z okladkami kondensatora. Wykazaé, ze wiazka
jonéw ponownie zogniskuje sie¢ w pewnym punkcie B, i znalezé kat AOB. Wyznaczy¢ maksymalng
szeroko$¢ wigzki.

697. W uktadzie przedstawionym na rysunku 3 oba bloczki nie obracaja si¢, a nitki moga §lizgac sie
po nich bez tarcia. Bloczek ruchomy jest niewazki, masy ciezarkéw sa dane. Znalezé przyspieszenie
ciezarka o masie 3m.
696. Linie pola elektrycznego w kondensatorze cylindrycznym skierowane
sa wzdluz promieni okladek i w rozwazanym przypadku maja zwrot
do punktu O. Z prawa Gaussa warto$¢ natezenia pola E = b/r, gdzie r
jest odlegloscig od punktu O, b stala proporcjonalnoéci. Przyspieszenie
dosrodkowe jonu poruszajacego sie po orbicie o promieniu ry wywotane jest
sita F'= gb/ro = mwiry, stad predkosé¢ katowa jonu wg = /qb/(mrd).
Na jon odlegly o g + x od $rodka okregu O dziala w ukladzie wirujacym wokot
osi kondensatora sila
qb

ro+x
gdzie w jest predkosciag katowa jonu i mozemy ja otrzymacé z zasady zachowania
momentu pedu:

r =

+ mw? (1o + ),

mword = mw(re +z)°,  w = werd/(ro +x)°.

Stad
P bq (27’01‘ + x2)
Dla z < rg
2b
PR N
To

Jony, ktérych predko$é w punkcie A tworzy maty kat z predkoscia jonéw na
podstawowej orbicie, wykonuja radialne drgania harmoniczne o okresie

T = 2m\/m/k = 277\/77W7

ktéry jest jednakowy dla wszystkich jonéw. Po czasie T/2 wszystkie jony,
ktére wystartowaly w punkcie A, spotkaja sie w jednym punkcie B orbity
podstawowej. Szukany kat AOB ma warto$é¢ ¢ = woT/2 = 7/v/2 .
Zwiazek miedzy amplituda drgan w ruchu harmonicznym i maksymalna
predkoscia ma postaé: Tmax = Vmax?/(27). W naszym przypadku

Umax = WoTo sin /2 & worga /2.
Maksymalna szerokos¢ wiazki jonéw

d=2Tmax = 7"004/\/5.

697. Ciezarki 1 i 2, o lacznej masie 3m, §lizgaja sie po ruchomym bloczku,
zatem naprezenie N nici, na ktérej zawieszony jest ten bloczek, jest mniejsze
od 3myg. Ciezarek 3 porusza si¢ w dél, a jego réwnanie ruchu ma postaé

3ma = 3mg — N, gdzie a jest szukanym przyspieszeniem.

Poniewaz bloczek ruchomy jest niewazki, naprezenie Nj nici, na ktorej
zawieszone sa ciezarki 1 i 2, réwne jest polowie naprezenia gérnej nici: Ny = N/2.

Oznaczmy przez a; przyspieszenia cigzarkéw 1 i1 2 w uktadzie nieinercjalnym
zwigzanym z ruchomym bloczkiem. Réwnanie ruchu ukladu obu ciezarkéw ma

postaé
3ma; =m(g+a),

rownanie ruchu ciezarka pierwszego
ma; = N/2 — mg — ma.
Rozwiazujac powyzszy uklad rownan, otrzymujemy wynik:
a=g/17.
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Klub 44 M

1-44

Redaguje Marcin E. KUCZMA
Rozwigzania zadain z numeru 4/2020

Przypominamy tresé¢ zadan:

799. Czy da sie tak uporzadkowaé zbiér wszystkich dodatnich liczb catkowitych, by otrzymadé ciag
réznowartoéciowy, w ktérym kazde dwa sgsiednie wyrazy albo réznig si¢ o 2, albo jeden z nich jest
dwukrotnoscig pozostatego?

800. Dla ustalonych liczb dodatnich a, b okre§lamy funkcje f: (0,00) — R wzorem

flz) = %(eXp(f% +1) +eXp<f§ +1>>.

o Uzasadnié, ze istnieje dokladnie jedna liczba L = L(a,b) > 0, dla ktérej f(L) =1, i ze
min{a, b} < L(a,b) < max{a, b}; zatem liczba L(a,b) moze by¢ uwazana za pewng $rednig liczb a, b.
e Znalezé, gdzie ta $rednia wpisuje si¢ w cigg nieréwnosci H(a, b) < G(a,b) < A(a, b) miedzy Srednimi:
harmoniczng, geometryczng i arytmetyczng liczb a,b?

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
793 (WT =1,62) i 794 (WT = 2,50)
z numeru 1/2020

799. Jest to mozliwe. Przedstawimy jedna z mozliwych konstrukcji.

Niech a bedzie dowolng dodatnia liczba nieparzysta. Spdjrzmy na ciag
a—20a=—a+1—>2a+2—>2a+4—a+2=— 2a+5,

w ktérym pojedyncza strzalka oznacza jedna z dopuszczalnych operacji (z + 2,

x—2,x-2, x/2), za$ podwidjna strzatka (=) oznacza wielokrotne dodanie lub

odjecie dwdjki, przebiegajace monotonicznie przez wszystkie liczby tej samej

parzystosci, co liczby potaczone ta podwdjng strzatka. Na przyklad dla a =7

Janusz Fiett Warszawa 43,82

Franciszek S. Sikorski Warszawa 41,28

Fukasz Merta Krakéw 40,14

Zbigniew Skalik Wroctaw 40,04

Btazej Zmija Krakéw 39,73

Michal Adamaszek Kopenhaga 39,02

Pawel Burdzy Warszawa 38,82

Jakub Wegrecki Krakéw 37,06 mamy Cl@g

Marek Spychata Warszawa 36,69 -
Andrzej Kurach Ryjewo 36,30

Widaé, ze w bliskim czasie czeka nas
ogromny wysyp czterdziestoczworek.

7—>14—-12—-10—-8—16—-18—>9—11 =213 > 15— 17— 19

=

(jedynie dla a = 1 strzaltka 2a = a + 1, czyli 2 = 2 jest ,pusta”). W tak

okre$lonym ciagu wystepuja wszystkie liczby naturalne z przedziatu [a, 2a + 5],

kazda jednorazowo.

Wystarczy teraz okredlié¢ liczby aq,as,as, ..

. wzorem rekurencyjnym a; =1,

Gn4+1 = 2ay, + 5 1 zastosowaé podana konstrukcje w kazdym z przedziatow

[an,an+1].

800. Funkcja f jest ciagla i rosnaca, a jej granice przy
koricach dziedziny (0, c0) wynosza 0 oraz e. Zatem liczba
L = L(a,b), dla ktérej f(L) = 1, jest jednoznacznie

okreslona. Wykazemy, ze H < L < G (gdzie H = %,

G = Vab); stad tez wyniknie, ze L lezy pomiedzy a i b.
Wobec $cistej monotonicznoéci funkeji f wystarczy
dowiesé, ze f(H) <1< f(Q).

Niech g(z) = e~ */* dla x > 0; jest to funkcja rosnaca.
Skoro H = %, zatem

2 2b
(1) J(H) = 5 (9(u) +9(v)), gdaie u= T v= "
u 4 v = 2. Badajac znak ¢”(x), stwierdzamy, ze funkcja g
jest wklesta w przedziale [%, 00). Jezeli wiec liczby u,v leza
w tym przedziale, to g(u) + g(v) < 29(“—'2"“) =2/e. Jedli
za$ np. u < %, rozwazamy dwa podprzypadki (pamietajac,
7e v =2—u):
gdy + <u<3: glu)+g(
gdy 0<u<i: g(u)+g(v)

() =2 e
g(2) =e 3 +e7 /2

<

N

s
—~

N
Q
T
+ +

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech,
dwoch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesyltaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez
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we wszystkich przypadkach uzyskane wartoéci

nie przekraczaja 2/e. Otrzymane oszacowanie

g(u) + g(v) < 2/e pokazuje (zgodnie ze wzorem (1)),
ze f(H) < 1.

Pozostalo do wykazania, ze f(G) > 1; do tego uzyjemy
funkeji h(z) = e=® + e~ /% bowiem

@) f(G)zf(@):;h( Z).

Nietrudno sie przekonaé, ze dla = > 1 zachodzi
nieréwnosé h'(x) > 0, czyli e~ /% > z%e~*, réwnowazna
(przez logarytmowanie) nieréwnosci —1/x > 2Ilnx — x;
te ostatnia nieréwnoéé sprawdzamy bez trudu,
przenoszac wszystko na jedna strone i ponownie
rézniczkujac. Zatem istotnie h'(x) > 0 dla x > 1; stad
h(z) > h(1) = 2/e dla > 1. Poniewaz bez straty
ogdblnosci mozna przyjaé, ze a > b, ze wzoru (2) wnosimy,
ze f(G) = 1. To konczy rozwiazanie.

wspélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie

S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem
Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie na stronie
deltami.edu.pl.



Skala jasnosci absolutnej wyrazana

w magnitudach dziala odwrotnie, niz
podpowiadataby intuicja. Obiekty

o ujemnej jasnosci absolutnej sa jadniejsze
niz te o dodatniej jasnosci absolutnej —
ogdlnie rzecz ujmujac, im mniejsza

jasnosé absolutna, tym jasniejsza gwiazda.

Dlatego gwiazda o jasnosci absolutnej
0,2 magnitudo jest jasniejsza niz ta
o jasnosci absolutnej 1,61.

Niebo w sierpniu

Prosto z nieba: Betelgeza co$ niewyraznie wyglada

Szacowna staruszka Betelgeza — jedna z najjasniejszych gwiazd nocnego

nieba — to czerwony nadolbrzym o masie okoto 15-20 mas Stonca. Liczy sobie
88,5 miliona lat. Niecate 40 tysiecy lat temu w jej jadrze skonczyt sie wodor,
wiec przerzucila si¢ na spalanie helu — w wyniku czego nieco ostygta i troche sie
rozdeta. Aktualnie jest juz na etapie koncowym swojej ewolucji i w niedalekiej
przysztosci wybuchnie jako supernowa. ,Niedaleka przysztosé” to w astronomii
jednak pojecie wzgledne — wybuch moze nastapi¢ juz w tym roku albo za. . .
dziesiatki tysiecy lat. Dlatego obserwowany na przelomie roku spadek jasnosci
gwiazdy wywolal spore poruszenie wsréd astronomoéw. Czyzby to mialo nastapi¢
juz wkrétce?

Jasno$¢ gwiazd jest czesto mierzona w okreslonych pasmach dlugosci fal. Pomiary
jasnoéci Betelgezy wykonano m.in. w filtrze V', definiowanym na dtugosci fali
~ 550 nm, co $cisle odpowiada dlugosciom fali widzianej przez ludzkie oko.

Typowa jasnos¢ Betelgezy na tej dlugosci fali to V' ~ 0,2-0,3 magnitudo. Na
poczatku grudnia 2019 roku zarejestrowano gwattowny spadek jej jasnosci — do
V = 1,12 magnitudo. Juz wtedy byl to absolutny rekord. Spadek jasnosci jednak
si¢ nie zatrzymal. Betelgeza wciaz stabta, osiagajac pod koniec stycznia zaledwie
V = 1,61 magnitudo.

Poczatkowo w srodowisku naukowym wiele oséb zinterpretowalo nagte
pociemnienie Betelgezy jako wczesne oznaki wybuchu supernowej. Bytoby to
niesamowite zjawisko, widoczne na niebie golym okiem przez wiele dni. Niestety,
z zalem musze¢ oznajmicé, ze jest to najmniej prawdopodobny scenariusz. Pod
koniec lutego jasno$¢ Betelgezy zaczeta wracaé do normy.

Co wiec spowodowalo gwaltowny spadek jasnosci? Astronomowie rozwazaja wiele
mozliwoéci, ale gtéwnymi podejrzanymi sa: chwilowe ochtodzenie powierzchni
gwiazdy i/lub przesloniecie jej przez chmure pytu.

Na podstawie obserwacji spektroskopowych gwiazdy, czyli bardzo doktadnych
pomiaréw linii emisyjnych i absorpcyjnych, astronomowie stwierdzili, ze
temperatura powierzchni Betelgezy nie zmienila si¢ proporcjonalnie do

jej pociemnienia. Oznacza to, ze spadek jasnosci prawdopodobnie nie byt
spowodowany przez efekty zachodzace wewnatrz gwiazdy. Jezeli za spadek jasnosci
Betelgezy bylyby odpowiedzialne np. nagte ruchy konwekcyjne na jej powierzchni,
to ochlodzenie jej powierzchni musialoby by¢ wigksze niz zaobserwowano.

Drugi podejrzany to gigantyczna chmura pytu znajdujaca sie¢ pomiedzy nami

a gwiazda wzdluz linii widzenia. Mogla ona przystonié¢ §wiatto gwiazdy,
powodujac jej pociemnienie. Skad ta chmura si¢ tam wzieta? Wyglada na to, ze
mogt to by¢ material pochodzacy z samej Betelgezy — tzw. pyl okologwiezdny,
powstaly w wyniku utraty masy przez gwiazde.

Tak naprawde jednak nie jestedmy pewni i potrzebne sa dalsze obserwacje, aby
ustali¢, dlaczego Betelgeza nagle zaczeta wygladaé niewyraznie. . .

Anna DURKALEC

Sierpien jest miesiacem, w ktérym szybko ubywa dnia.
W jego trakcie wysoko$¢ gorowania Storica zmniejsza sie
o ponad 10°, a czas jego przebywania nad widnokregiem
o prawie dwie godziny. Stonce zaczyna sierpien w $rodku
gwiazdozbioru Raka. 10 sierpnia nasza Gwiazda Dzienna
przechodzi do gwiazdozbioru Lwa, a 12 dni p6zniej

w odleglosci okolo 0,5° mija Regulusa, najjadniejsza
gwiazde konstelacji.

W tym miesigcu koniczy sie w Polsce sezon na obserwacje
huku okotohoryzontalnego i oblokéw srebrzystych. Aby
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mieé szans¢ na ujrzenie pierwszego z wymienionych
zjawisk, trzeba si¢ udaé¢ na potudnie od naszych granic,
natomiast drugiego — na poéinoc.

Sierpien zacznie si¢ spotkaniem Ksiezyca z para dwéch
najwiekszych planet Uktadu Stonecznego. Srebrny Glob
przejdzie przez pelnie 3 sierpnia, niestety tym razem bez
za¢mienia. Pierwszego dnia miesigca o$wietlona w 96%
tarcza Ksiezyca wzejdzie w odleglosci 3,5° od planety
Jowisz, a niecate 8° dalej na wschod pokaze si¢ planeta
Saturn. Do godziny 2:30, tuz przed zachodem wszystkich



trzech cial Ukladu Slonecznego, naturalny satelita Ziemi
zblizy si¢ do Jowisza na 2,5°. Kolejnego wieczora Ksiezyc
prawie w pelni wzejdzie juz ponad 4° na potudniowy
wschéd od Saturna.

Obie planety w drugiej polowie lipca przeszly przez
opozycje wzgledem Stonca i w sierpniu nadal sa dobrze
widoczne. Jednak ze wzgledu na to, ze przebywaja

w Strzelcu, ich warunki obserwacyjne szybko ulegna
pogorszeniu. W sierpniu przesuna sie wyraznie na
pohudniowy zachéd i zaczng zachodzi¢ przed godzing 2.
7 kazdym kolejnym tygodniem zauwazalnie zmniejszy sie
czas, przez ktoéry mozna je obserwowaé. Obecnie zaréwno
Jowisz, jak i Saturn poruszaja sie ruchem wstecznym

i przez caly miesigc utrzymuja miedzy soba dystans
okolo 8°. Do konca miesiaca jasno$é¢ Jowisza spadnie

do —2,5™, a $rednica jego tarczy zmniejszy sie do 44”.
W tym samym czasie jasno$¢ Saturna zmniejszy sie

do +0,3™, ale $rednica jego tarczy utrzyma wartos$é 18”.

Ksiezyc powedruje dalej, wspinajac sie coraz wyzej

i jednoczesnie zmniejszajac faze. W dniach 6-7 sierpnia
tarcza Srebrnego Globu przetnie gwiazdozbiér Wodnika,
przechodzac okoto 7° na potudnie od planety Neptun,
szykujacej sie do wrzesniowej opozycji. Z tego wzgledu
Neptun porusza sie juz ruchem wstecznym i do korica
miesiaca zblizy sie do gwiazdy ¢ Aquarii na 2,5°.

Obecny sezon obserwacyjny ostatnia z planet spedzi na
péinocny wschéd od niej. W sierpniu jasno$é Neptuna
wynosi +7,8™, a zatem podczas spotkania z Ksiezycem
zginie w jego blasku. Trzeba zapamietaé jego polozenie na
niebie i wrécié¢ tam, gdy Ksiezyc zmniejszy blask i odsunie
sie od planety.

W sierpniu przez opozycje przechodzi planeta kartowata
(1) Ceres, ktéra po przeciwnej stronie Ziemi niz Stonice
znajdzie sie 28 sierpnia, a przez caly miesiac zakresli
fragment tuku od 9 do 6° na péinoc od gwiazdy
Fomalhaut, najjasniejszej gwiazdy Ryby Poludniowe;j.

W tym czasie Ceres pojasénieje do +7,7, czyli
poréwnywalnie do Neptuna, a zatem do jej obserwacji
potrzebna jest bezksiezycowa noc i przynajmniej lornetka.
Ceres znajduje sie blizej Stoinca i Ziemi od Neptuna,

stad wedruje po niebie znacznie szybciej od niego i przez
caly miesiac przemierzy po niebie okoto 6°. Po drodze

6 sierpnia zblizy si¢ na 5 do $wiecacej z jasnoscig +3,6™
gwiazdy 88 Aquarii, natomiast 18 sierpnia przejdzie 6’ od
gwiazdy 6. wielkosci HIP 113673.

9 sierpnia Ksiezyc zmniejszy faze do 74% i dotrze

na 3,5° do Marsa. Czerwona Planeta w sierpniu pokona
odcinek 9° w poludniowo-wschodniej czesci gwiazdozbioru
Ryb, szykujac sie do pazdziernikowej opozycji. Jednak
wciaz porusza sie ruchem prostym. W tym miesiacu
Mars znacznie zblizy si¢ do Ziemi i wyraznie zwiekszy
jasnoé¢, z —1,1 do —1,8™. Jednoczeénie $rednica jego
tarczy urosnie od 15 do 19”, a faza z 86 do 92%. Pod
koniec nocy astronomicznej Mars wznosi¢ sie bedzie na
wysokosci przekraczajacej 35°, a zatem ponad 20° wyzej
niz podczas poprzedniej opozycji w 2018 roku.

Przez gwiazdozbiér Barana wedruje planeta Uran, do
ktorej w sierpniu Mars zblizy sie do 13°. W potowie
miesiaca, 15 sierpnia, Uran zmieni kierunek ruchu
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z prostego na wsteczny, rozpoczynajac tym samym okres
najlepszej widocznoséci w tym sezonie obserwacyjnym.
Planeta w tym sezonie kredli swoja petle niewiele

ponad 0,5° od gwiazdy 6. wielkosci 29 Ari, ktéra bardzo
dobrze nadaje si¢ na gwiazde do poréwnania dla Urana.
Planeta jest o 0,3™ jasniejsza. Ksiezyc spotka sig

z Uranem 11 sierpnia, przechodzac wtedy 4° od niego

i prezentujac tarcze w fazie 56%.

W kolejnych dniach Srebrny Glob podazy ku nowiu

19 sierpnia. O tej porze roku ekliptyka rano tworzy

duzy kat z widnokregiem, a zatem Ksiezyc da sig
obserwowa¢ prawie do samego nowiu. Po drodze odwiedzi
on gwiazdozbiory Byka, BliZzniat i Raka. Oprécz Ksiezyca
na porannym niebosklonie kréluje planeta Wenus, ktora
13 sierpnia osiggnie maksymalna elongacje zachodnia,
oddalajac si¢ na prawie 46° od Slonca. Planeta w sierpniu
przemierzy 30°, zaczynajac miesiac niecate 2° na
potudnie od gwiazdy ¢ Tauri, czyli potudniowego rogu
Byka. Potem Wenus przetnie p6tnocny kraniec Oriona

i przejdzie do BliZzniat, mijajac 23 sierpnia Mebsute, czyli
¢ Gem, w odlegloéci 0,5°, a 4 dni pézniej gwiazde Wasat,
czyli § Gem, w odleglosci 2°. W tym czasie jasnosé
planety spadnie z —4,4 do —4,2™.

Ksiezyc tuz po ostatniej kwadrze, 12 sierpnia, przejdzie
9° na poludnie od Plejad. Dobe pdzniej faza Ksiezyca
zmniejszy sie do 36° i przetnie lini¢ taczaca Hiady

z Plejadami, zblizajac sie na niecale 5° do Aldebarana

i jednoczesnie na 2° do € Tauri, czyli najbardziej na
péinoc potozonej gwiazdy Hiad. Dwa dni pdzniej,

14 sierpnia, faza Ksiezyca spadnie do 27%, a jego tarcza
dotrze na 8° do gwiazdy El Nath, czyli péinocnego rogu
Byka. Jeszcze kolejnego ranka Srebrny Glob w fazie 18%
dotrze na 6° do Wenus, a migdzy nim a planetg znajda
sie jeszcze gwiazdy 1 i p Gem. 16 sierpnia sierp Ksiezyca
zwezi sie do 11% i zajmie pozycje prawie w polowie

drogi miedzy para gwiazd Kastor i Polluks z BliZniat

a planeta Wenus. Caly uktad na godzing przed wschodem
Storica wzniesie sie na okoto 20°. Nastepnego ranka sierp
Ksiezyca pokaze faze 5% i znajdzie si¢ 7° pod Polluksem.
Natomiast 18 sierpnia, dobe przed nowiem, by¢ moze uda
sie dostrzec bardzo cienki sierp Ksiezyca, w fazie 1°, ale
na wysokosci zaledwie 3° nad widnokregiem.

Po nowiu Srebrny Glob przejdzie na niebo wieczorne,

a tam ekliptyka jest nachylona niekorzystnie i ciekawe
spotkanie czeka Ksiezyc dopiero 26 sierpnia, gdy po

I kwadrze pokaze si¢ 8° na polnocny wschod od Antaresa,
a dwa dni p6Zniej, juz w fazie zwickszonej do 81%, dotrze
na 1,5° do Nunki i jednoczes$nie 4° do Jowisza. 29 sierpnia
Ksiezyc minie Saturna w odleglosci 3°.

Jak co roku w okolicach 13 sierpnia maksimum
aktywnosci maja meteory z roju Perseidéw. W tym roku
ich obserwacje zakloci Ksiezyc po ostatniej kwadrze,
Swiecacy na tle gwiazdozbioru Byka, jakie$ 40° pod
radiantem roju. Gdyby nie to, mozna by liczy¢ na ponad
100 zjawisk na godzine. Jednak po wschodzie Ksiezyca
liczba widocznych meteoréw znacznie sie zmniejszy.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Prawdy réwnolegte

Czterdziesci osiem anten radiowych spoglada na powierzchnie Antarktydy

z gondoli balonu stratosferycznego lecacego na wysokosci 37 kilometrow nad
powierzchnia Ziemi. Moga one wychwyci¢ fale radiowe wytworzone podczas
oddziatywan wysokoenergetycznych neutrin z antarktycznym lodem. Uwaza
sie, ze takie neutrina o energiach eksaelektronowoltéw (108 eV) moga byé
rezultatem oddzialywania czastek promieniowania kosmicznego o bardzo
wysokich energiach z fotonami mikrofalowego promieniowania tta. W ten
wladnie sposéb zesp6l eksperymentu ANITA (Antarctic Impulsive Transient
Antenna) stara sig¢ lepiej zrozumie¢ wlasnosci promieniowania kosmicznego

i wyjasni¢ pochodzenie jego najbardziej energetycznej czeéci. Jak dotad mialy
miejsce cztery kampanie pomiarowe. ANITA-I wystartowala z McMurdo

na Antarktydzie latem 2006/2007. ANITA-II, zmodyfikowany instrument

z 40 antenami, zostala wypuszczona latem 2008/2009, ANITA-III w grudniu
2014 roku, a ANITA-IV dwa lata pdzniej. W trakcie swojej misji kazdy

instrument podrézuje po kontynencie z wiatrem okolobiegunowym przez mniej
wiecej miesiac.

W danych pomiarowych z pierwszej i trzeciej kampanii znaleziono slady bardzo
dziwnego zjawiska. Sygnal radiowy wskazywal na czastki, ktére poruszaly sie
z dotu do géry. Wygladalo to tak, jakby czastki te zostaly wyprodukowane we
wnetrzu Ziemi i ,wychodzily” na jej powierzchnie. Trudno podejrzewaé¢ neutrina
o wytworzenie takiego sygnalu. Wprawdzie czastki te sa znane ze swoich bardzo

czastkami [1].

stabych oddziatywan i olbrzymiej przenikliwosci, ale prawdopodobienistwo
oddzialywan neutrin rosnie z kwadratem ich energii. Prawdopodobienstwo
przejécia neutrina o energii odpowiadajacej danym z ANITA — na wskro$ przez
nasza planete — jest znikomo mate. Z tego wzgledu badacze ANITA postawili
hipoteze, ze mamy, by¢ moze, do czynienia z nowymi, nieznanymi wczesniej

Przyktadem takiej czastki mogtaby by¢ czastka ciemnej materii zaproponowana
przez Lathama Boyle’a, Kierana Finna i Neila Turoka z Instytutu Perimeter
(Perimeter Institute for Theoretical Physics, Waterloo, Ontario, Kanada).
Szczegotowe rachunki sprawdzajace taka mozliwosé zostaly przeprowadzone
jeszcze w 2018 roku przez Luisa A. Anchordoquiego i wspélpracownikow [2].
Sam Neil Turok skomentowal ten wynik w maju biezacego roku dla czasopisma
popularnonaukowego New Scientist, méwiac, ze zgodnie z jego teoria
zaobserwowane tajemnicze czastki byly pielgrzymami z zupelnie nowego
wszechswiata. Ten nowy wszechswiat mialby sie uformowa¢ podczas Wielkiego
Wybuchu w tym samym miejscu co nasz, ale poruszaé si¢ w czasie w przeciwnym
kierunku, kurczac sie, a nie rozszerzajac, i sktadaé si¢ gtdéwnie z antymaterii,

a nie materii. Informacja o odkryciu nowego, réwnolegltego wszech$wiata rozeszla
sie btyskawicznie w réznych mediach, wlacznie z tabloidami, a oryginalna
notatka prasowa Uniwersytetu Hawajskiego donoszaca o zarejestrowaniu
dziwnych sygnaléw nagle zyskala na popularnosci wéréd internautéw (ponad

8 tysiecy odslon w dniach 19-21 maja, w poréwnaniu z nieco ponad 800
odstonami od poczatku roku do 18 maja).

Widzac, ze informacja o odkryciach, w ktorych

brali udzial naukowcy z Uniwersytetu Hawajskiego,
rozpoczela ,réwnolegle” internetowe zycie, uczelnia

ta wydala oswiadczenie, ktore w samym swoim

tytule stwierdza, ze media blednie lgczq wyniki badan
prowadzonych na Uniwersytecie Hawajskim z teorig
wszechswiata réwnoleglego, a kierujacy zespotem ANITA
Peter Gorham publicznie ubolewal, ze przyklejono mu
latke badacza wszech§wiatéw rownolegtych.

Formulujac plytka zlosliwoéé, mozna by powiedzieé,
ze sezon ogoérkowy rozpoczal sie w tym roku nieco
wezesniej niz zwykle. Opowiedziana tu historia pokazuje

24

jednak, do jakiego stopnia nasz dostep do informacji —
a zatem i nasz sposéb postrzegania swiata — zalezy
wciaz w praktyce od mediéw, tych tradycyjnych

i tych nowych. W poréwnaniu z wieloma waznymi
procesami spolecznymi i gospodarczymi kwestia
wlasciwej interpretacji lecacych ,do géry nogami”
czastek zarejestrowanych przez ANITA jest przeciez

rozkosznie niewinna. .
Krzysztof TURZYNSKI

[1] P. W. Gorham et al., ,Observation of an Unusual Upward-Going
Cosmic-Ray-like Event in the Third Flight of ANITA”, Phys. Rev.
Lett. 121 (2018) 161102.

[2] L. A. Anchordoqui et al., ,,Upgoing ANITA events as evidence of
the CPT symmetric universe”, LHEP 1 (2018) 1, 13-16.
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Nic nie moze przeciez wiecznie trwac
Barttomiej BZDEGA

W 6smym kaciku pisatem o niezmiennikach, czyli o tych wlasnosciach obiektow,
ktére zostaja zachowane po poddaniu ich wybranym przeksztalceniom. Teraz
pora na pdtniezmienniki, ktére sa bliskimi krewniakami niezmiennikéw — ale

w odréznieniu od nich moga (a czasem nawet musza) sie zmieniaé, jednak zmiana
ta jest w jaki$ sposob kontrolowana.

Zajmiemy si¢ tu takimi poiniezmiennikami, ktére robia co$ zupelnie innego niz
niezmienniki — sa narzedziami w dowodzeniu, ze z danego obiektu, przy uzyciu
wybranych przeksztalcen, jest mozliwe — lub wrecz nieuniknione — osiagniecie obiektu
o pozadanej wtasnosci.

Nastepujacy przyktad powinien to rozjasni¢. Na plaszczyinie narysowano

n odcinkow, ktorych konce sq rozne i Zadne trzy konce nie leZg na jednej prostej.
Ruch polega na wybraniu dwéch przecinajgcych sie odcinkéw — powiedzmy AB ¢ CD —
i zastgpieniu ich odcinkami AC i BD. Wykazaé, Ze nieuniknione jest osiggniecie
stanu, w ktorym Zadne dwa z tych odcinkéw sie nie przecinajq.

7Z kazdym ruchem maleje suma dlugosci narysowanych odcinkéw (to jest
poszukiwany péiniezmiennik), ktéra moze przyjaé jedynie skoniczenie wiele réznych
wartosci. Z tego wynika, ze w pewnym momencie nie bedzie juz mozna wykonaé
ruchu — a to $wiadezy o tym, ze zadne odcinki sie nie przecinaja.

W zadaniach 1, 2, 5 i 6 stosujemy podobne rozumowanie, by wykazaé¢ nieuniknionosé
konca niezaleznie od tego, ktére z dostepnych przeksztalcen w danym momencie
wybrano. W pozostalych zadaniach musimy sterowaé przeksztalceniami

w odpowiedni sposéb.

Zadania

1. Na okregu znajduje si¢ n > 2 punktéw czarnych i n biatych. Rysujemy n cieciw,
z ktorych kazda ma jeden koniec bialy a drugi czarny. Udowodnié¢, ze mozna
zrobi¢ to tak, by kazde dwie narysowane cigciwy przecinaty sie.

2. 7Z n? plytek w ksztalcie tréjkata réwnobocznego o boku 1 utozono tréjkat
réwnoboczny o boku n. Kazda plytka jest z jednej strony czerwona, a z drugiej
niebieska. Ruch polega na wykonaniu nastepujacych czynnosci: wybieramy
plytke P majaca wspoélne boki z co najmniej dwiema ptytkami, ktérych widoczne
strony maja kolor inny niz widoczna strona plytki P. Nastepnie odwracamy
plytke P na druga strone. Czy ta zabawa moze trwaé bez konca?

3. W kazdym polu tabeli m x n wpisano pewna liczbe rzeczywista. W danej
chwili mozemy wybra¢ jedna kolumne lub wiersz tej tabeli i zmienié¢ znaki
wystepujacych w nim liczb na przeciwne. Wykazaé, ze stosujac takie operacje,
mozna doprowadzi¢ do tego, by suma liczb w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie
byla nieujemna.

4. Dana jest pewna skoriczona rodzina zbioréow skonczonych, niekoniecznie
roztacznych. Kazdy element kazdego ze zbiorow tej rodziny jest czerwony lub
niebieski. Ruch polega na wybraniu jednego ze zbioréw i zamianie koloru —
czerwonego na niebieski, a niebieskiego na czerwony — wszystkich jego elementéw.
Udowodnié, ze w skonczonej liczbie ruchéw mozna doprowadzi¢ do tego, by kazdy
zbiér w tej rodzinie mial co najmniej tyle elementéw niebieskich co czerwonych.

5. W szeregu stoi n zolnierzy. Na komende Na lewo patrz! cze$é z nich odwraca sie
w lewo, a cze$¢ w prawo. Nastepnie co sekunde wszyscy zolnierze, ktorzy stoja
obok siebie i sa zwrdceni do siebie twarzami, obracaja sie o 180°. Wykazad, ze po
pewnym czasie zolnierze przestana si¢ obracac.

6. Mamy dany wielokat wklesty. Ruch polega na wyborze przekatnej AB lezacej
na zewnatrz tego wielokata, przy czym caly wielokat poza punktami A i B musi
lezeé po jednej stronie prostej AB. Nastepnie jedna z tamanych, na ktére punkty
A i B dziela brzeg wielokata, odbijamy srodkowosymetrycznie wzgledem $rodka
odcinka AB, otrzymujac nowy wielokat. Dowies¢, ze po pewnej, skoficzonej liczbie
takich operacji, otrzymamy wielokat wypukty.

7. Na tablicy napisano trzy nieujemne liczby catkowite. Wybieramy z tej tréjki dwie
liczby k, m i zastepujemy je liczbami k +m i |k — m|, a trzecia liczba pozostaje
bez zmiany. Z otrzymana tréjka postepujemy tak samo. Rozstrzygnadé, czy
z kazdej poczatkowej trojki liczb catkowitych nieujemnych mozna w ten sposéb
otrzymac tréjke, w ktorej co najmniej dwie liczby sa zerami.
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