Kosmiczna rafa - zdjecie przypomina kosmiczna wersje podwodnego $wiata rojacego sie od gwiazd.
Widac tu fragment Wielkiego Obtoku Magellana, naszej najwigkszej galaktyki satelitarnej, potozonej -
w odlegtosci 160 tys. lat swietlnych od Drogi Mlecznej. Gigantyczna czerwona mgtawica,
przypominajaca czesc rafy koralowej, to NGC 2014, natomiast jej mniejsza, zabarwiona na niebiesko
towarzyszka to NGC 2020. Kosmiczna rafa zostata udostepniona dla upan‘i_iﬁinienia 30. urodzin
Kosmicznego Teleskopu Hubble'a. : ; - ¢

Zrodio: NASA, ESA i STScl
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Na okladce: Kosmiczna rafa - zdjecie przypomina kosmiczna
wersje podwodnego $wiata rojacego sie od gwiazd. Widaé tu
fragment Wielkiego Obtoku Magellana, naszej najwickszej
galaktyki satelitarnej, potozonej w odleglosci 160 tys. lat
$wietlnych od Drogi Mlecznej. Gigantyczna czerwona mglawica,
przypominajaca cze$¢ rafy koralowej, to NGC 2014, natomiast
jej mniejsza, zabarwiona na niebiesko towarzyszka to NGC 2020.
Kosmiczna rafa zostata udostepniona dla upamietnienia 30.
urodzin Kosmicznego Teleskopu Hubble’a.
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Innym klasycznym modelem rozwazanym
w ramach teorii wyboru spolecznego jest
model oparty o rankingi. Wtedy
wymagamy, aby wyborcy uszeregowali
kandydatéw od najbardziej do najmniej
preferowanego. W takim modelu przyktad
preferencji wyborcéow moze wygladac
nastepujaco:
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Model, w ktérym wyborcy wskazuja
kandydatéw, ktérych akceptuja, jest
jednak szczegdlnie atrakcyjny. W takim
systemie glosowania wyborcom
stosunkowo latwo jest oddaé gtos,
podczas gdy uszeregowanie, nawet tylko
kilkunastu kandydatéw, jest duzo
trudniejsze.

L Oczywiscie nie jest to jedyny
proporcjonalny komitet. Kazdy komitet,
ktéry bedzie skladat sig z dwoch
kandydatéw akceptowanych przez
pierwsza grupe 400 wyborcéw, jednego
kandydata akceptowanego przez druga
grupe 200 wyborcéw i jednego kandydata
akceptowanego przez ostatnia grupe
wyborcéw, bedzie réwnie dobry. Na
potrzeby naszej analizy zalézmy, ze mamy
pewng regule rozstrzygania remiséw,
uzywana, gdy istnieje kilka optymalnych
komitetéw.

Thorvald Nicolai Thiele (1838-1910),
profesor astronomii i dyrektor
obserwatorium astronomicznego na
Uniwersytecie w Kopenhadze. Jego
najbardziej znane prace dotycza
matematyki, w szczegdlnosci statystyki.

Koniec dziewig¢tnastego wieku byt
szczegdlnie korzystnym okresem dla
naukowcéw zajmujacych sie
projektowaniem systeméw wyborczych.
Na przyktad Szwecja wprowadzala w tym
czasie prawo wyborcze dla kobiet;

w zwigzku z tym partia konserwatywna
spodziewala si¢ utraty wigkszosci
parlamentarnej i sktonna byla rozwazacé
zmiang dotychczasowej ordynacji
wyborczej. Inny, réwnie ciekawy, system
wyborczy zostal opracowany mniej wiecej
w tym samym czasie przez szwedzkiego
matematyka Larsa Edvarda Phragména
(1863-1937).

Proporcjonalnos¢ bez partii politycznych
Piotr SKOWRON*

Rozwazmy nastepujacy scenariusz: n wyborcéw pragnie wybraé komitet, czyli
podzbiér kandydatéw o ustalonej liczebnosci. Oznaczmy zbiér wyborcéw jako
N ={1,2,...,n}, zbiér kandydatéw jako C = {c1,...,cm} (W szczegblnodei n i m
to, odpowiednio, liczba wyborcéw i liczba kandydatéw), a rozmiar komitetu,
ktoéry chcemy wylonié jako k (przy czym k < m). Na przyktad wyobraZzmy sobie,
ze wyborcy chca wybra¢ parlament o rozmiarze £ w matym kraju, w ktérym
nie zaistniala jeszcze koncepcja partii politycznych (w zwiazku z czym musza
glosowaé bezposrednio na kandydatéw, a nie na partie polityczne), albo ze
pracownicy pewnej firmy lub organizacji chcg wybraé k osob, ktére beda ich
reprezentowaé¢ w zwiazkach zawodowych. Zalézmy, ze kazdy z wyborcéw glosuje,
wskazujac podzbiér kandydatéw, ktorych uwaza za akceptowalnych: dla wyborcy
i € N taki podzbiér akceptowalnych kandydatéw bedziemy oznaczaé przez A(7).
Pokazemy, ze wskazanie ,sprawiedliwego” sposobu przeprowadzenia takich
wyboréw jest nieoczywiste.

Przyktad 1. Przyjmijmy, ze n =800, m =9, a glosy wyborcéw sq nastepujgce:
400 wyborcow akceptuje: {§7 E»gg@, E}
200 wyborcow akceptuje: {i i’ g}

Przypusémy, ze k = 4. Jaki komitet powinien zostaé wybrany w tym przypadku?
Komitet S = {ﬁ, ?,%, if} wydaje sie byé rozsgdnym wyborem!. Taki komitet
jest proporcjonalny — dla kazdej z trzech grup wyborcow, liczba wybranych
kandydatow, ktorych ci wyborcy aprobuja, jest proporcjonalna do liczby wyborcow
w tej grupie.

Preferencje wyborcow w przykladzie [1] maja pewna specyficzna strukture: dla
kazdych dwéch wyborcéw ich zbiory akceptowalnych kandydatéw sa takie same
lub roztaczne. Pozwala to pogrupowaé¢ wyborcow i kandydatow w taki sposéb,
ze wskazanie proporcjonalnego komitetu jest proste i intuicyjne. Co jednak, gdy
mamy do czynienia z bardziej ztozonymi i ,,chaotycznymi” preferencjami?

Przyklad 2. Rozwaimy nastepujgce preferencje wyborcow:
wi {ph @
v {9 ) w: {g)
U7i{§a%a%} vs:{ig@»éﬁ}'

Przypusémy, zZe chcemy wybrac proporcjonalny komitet rozmiaru k = 4. W tym
wypadku odpowied? nie jest juz tak oczywista.

/UQ:{Ea%ags? }
V4t {Ev %’;’i}

w2

Wyzej opisany model byt badany — migdzy innymi — pod koniec dziewigtnastego
wieku przez dunskiego astronoma i matematyka Thorvalda Nicolai

Thielego. Thiele zaprojektowal regule obecnie nazywana PAV (Proportional
Approval Voting). Dla r € N, niech H(r) oznacza r-ta liczbe harmoniczna,

tzn. H(r) = >_._, 1/i. Regula PAV wybiera komitet S, ktéry maksymalizuje
wartos¢ pkt(S) = > ..y H(JA(7) N S]). Innymi stowy, dla kazdego wyborcy

i € N i dla kazdego komitetu S C C (]|S| = k) analizujemy, ilu kandydatéw

z komitetu S wyborca i akceptuje (JA(7) N S|); bierzemy liczbe harmoniczna

o tym indeksie z tej wartosci (H(|A(2) N.S])) i traktujemy ja jako wynik punktowy,
ktéry wyborca ¢ przypisuje komitetowi S. Dla kazdego komitetu liczymy sume
punktéw przypisanych temu komitetowi przez wszystkich wyborcow i wybieramy
ten komitet S, ktérego wynik punktowy pkt(S) jest najwyzszy. Na pierwszy
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2W regule PAV maksymalizujemy wartosé
zadowolenia wyborcéw. Wyborca bedzie
bardziej zadowolony, jezeli wybory wygra
chociaz jeden z akceptowanych przez
niego kandydatéw, niz gdyby mial nie
wygraé zaden. Oczywiscie bedzie takze
bardziej zadowolony, jezeli wygra dwdéch
kandydatéw, ktérych akceptuje, jeszcze
bardziej, jezeli wygra trzech takich
kandydatéw itd. Zadowolenie z kazdym
kolejnym akceptowanym kandydatem
bedzie rosto coraz wolniej. Jest wiele
funkcji, poza funkcja harmoniczng, ktére
spelniajg te wlasnoéé. Wykazemy jednak,
ze funkcja harmoniczna jest w pewien
sposéb ,specjalna” i uzycie akurat tej
funkcji powoduje, ze system wyborczy
jest proporcjonalny.

Aby reguta PAV mogta wytonié¢ zwycieski
komitet, trzeba obliczy¢é wynik punktowy
dla kazdego mozliwego komitetu. Takich

komitetéw jest (T,:‘) Powoduje to pewne
praktyczne ograniczenia: wydaje sig, ze
cigzko uzy¢ reguty PAV, zwlaszcza dla
duzych wartosci m i k. Wspélczesne prace
z dziedziny informatyki pokazuja, ze
potrafimy sobie dobrze radzié¢ z tym
problemem, stosujac nowoczesne

algorytmy heurystyczne i aproksymacyjne.

Ponadto istnieja alternatywne systemy
glosowania, ktére maja podobne
wlasnosci co reguta PAV, a ktérych
obliczanie jest duzo prostsze,

np. sekwencyjny wariant PAV lub
sekwencyjna reguta Phragména.

rzut oka nie jest jasne, dlaczego uzylidémy liczb harmonicznych w definicji
reguty PAVZ2. Jak sie jednak okaze, w tym przypadku jest to jak najbardziej
uzasadnione.

W przykladzie [2| zastosowanie reguty PAV doprowadzi do wyboru komitetu

S = {E, gf“;, %,g} Wyborca vy akceptuje jednego czlonka tego komitetu, wiec
przypisze mu H(1) = 1 punkt; wyborca ve akceptuje trzech kandydatéw z S, wiec
przypisze temu komitetowi H(3) =14 1/2 4 1/3 = 11/6 punktéw. Sumarycznie
komitet ten otrzyma nastepujaca liczbe punktéw:

pkt({ @ ¢° g%}) =1+11/6+3/2+3/2+1+1+1+3/2=31/3.

PAV wybierze ten wlasnie komitet, poniewaz wynik punktowy dla kazdego
innego 4-elementowego podzbioru kandydatéw bedzie mniejszy badz réwny 31/3.

Dlaczego regute wyborcza PAV mozemy uwazaé za proporcjonalng? Tu

z pomoca przychodzi nam podejscie aksjomatyczne: najpierw sprobujemy
formalnie zdefiniowaé¢ pewna matematyczng wlasnosé, ktéra bedzie méwita, czy
dana regula wyborcza jest proporcjonalna, czy tez nie; nastepnie sprawdzimy,
czy PAV rzeczywiscie spelnia te wlasnosé.

Definicja (silna proporcjonalnoéé). Powiemy, ze requla wyborcza R speinia
silng proporcjonalnoéé, jesli dla kazdego profilu preferencji, dla kazdej liczby
¢ €N oraz dla kazdej grupy wyborcéw V C N takiej, ze |V| = £-n/k oraz
|Niev AG)| = ¢, requla zwrdci komitet S taki, ze & - >,y [A(D) N S| = .

Zgodnie z powyzsza definicja grupa £ - n/k wyborcéw (czyli grupa, ktéra stanowi
£/k czesé wszystkich wyborcéw) powinna mieé¢ prawo decydowaé o ¢ czlonkach
komitetu (czyli o £/k czeSci wybranego komitetu); np. grupa 30% wyborcéw
powinna méc decydowaé o 30% czlonkéw komitetu. Zatem jezeli grupa ma co
najmniej £ - n/k wyborcéw (|[V| > £-n/k) oraz jezeli grupa ta zgadza sie co do
tego, ze akceptuje pewnych ¢ kandydatéw (|(;cy A(i)| = €), to Srednio wyborcy
z tej grupy powinni akceptowaé¢ co najmniej ¢ cztonkéw wybranego komitetu

(v Liev [A(D) N S| > 0).

Powyzsza wlasnos¢ jest bardzo pozadana, ale nie istnieje reguta wyborcza, ktora
by ja spelniata. Aby sie o tym przekonaé, spéjrzmy na nastepujacy przyktad:

vlz{a,g} v;;:{i,é} w:{é,%} vlos{%,}}
v { @} vs: {@) vs: {g} o {F}
vs: { @} ve: (@) vo: {§) vz {).

Przyjmijmy, ze k = 3. W tym przykladzie grupa wyborcéow vy, ..., vs stanowi

1/3 spoteczenistwa i zgadza sie co do kandydata E Wyborcy ci powinni zatem
akceptowaé érednio co najmniej jednego czlonka komitetu, wiec a musi zostaé
wybrany jako czlonek zwycieskiego komitetu (gdyby$my nie wybrali E, to nawet

przy wyborze } i é wyborcy vy, ..., v4 akceptowaliby érednio tylko 1/2 czlonkéw
wybranego komitetu). Analogiczne rozumowanie zastosowane do grupy vg, . .., v7

pozwala nam stwierdzi¢, ze réwniez é musi by¢ cztonkiem zwycieskiego

komitetu. I tu podobnie stwierdzamy, ze % oraz g muszg zosta¢ wybrani. Jest

to niemozliwe, poniewaz mozemy wybra¢ jedynie trzech kandydatow.

Mozemy natomiast delikatnie ostabi¢ powyzsza wlasnosé: bedziemy wymagad,
aby grupa wyborcéw V', ktéra spetnia warunki [V > £-n/k i[(;c A(3)] > £
(czyli grupa, ktérej intuicyjnie powinno przystugiwaé prawo wyboru £ cztonkéw
komitetu), akceptowala $rednio co najmniej £ — 1 wybranych kandydatéw.

W definicji silnej proporcjonalnoéci zmieniamy warunek - >, [A(3) N S| > ¢
na & - > ,cy |[A(i) N S| = £ — 11 te wlasno$é bedziemy nazywacé stabg
proporcjonalnosciq.
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3Formalne wykazanie, ze jakakolwiek
reguta wyborcza liczaca punkty przy
uzyciu innej funkcji niz funkcja
harmoniczna H(r) nie spelnia stabej
proporcjonalnosci, wymaga dluzszego
dowodu. Zainteresowanego Czytelnika
odsytamy do pracy [I] (Twierdzenie 11).
Pokazemy jednak, jak przeprowadzié¢
takie rozumowanie w konkretnym
przypadku. Zalézmy, ze liczymy punkty,
uzywajac funkcji g(r) = r/H(r) zamiast
H(r), czyli ze uzywamy funkcji rosnacej
szybciej niz funkcja harmoniczna.
Rozwazmy teraz wybory, w ktérych

70 wyborcéw akceptuje kandydatow
c1,...,c10 1 30 wyborcéw akceptuje
kandydatéw ci1,...,c20. Niech k = 10.
Latwo sprawdzi¢, ze komitet, ktory
maksymalizuje wynik punktowy, sktada
sig z 9 kandydatéw sposrdd ci, ..., ci0

i jednego kandydata sposréd ci1, ..., c20
— taki maksymalny wynik punktowy to
70 -9/H(9) + 30 - 1/H(1) ~ 252,7. Zatem
w tym wypadku grupa 30 wyborcéw
akceptuje srednio tylko jednego
kandydata z wybranego komitetu.
Wtiasno$¢ stabej proporcjonalnosci
wymaga, aby czlonkowie tej grupy
akceptowali §rednio co najmniej dwéch
kandydatéw z wybranego komitetu.
Pokazuje to, ze uzycie funkcji

g(r) = r/H(r) nie daje wlasnosci slabej
proporcjonalnosci.
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Reguta PAV spelnia wlasno$é stabej proporcjonalnosci, co udowodnimy ponizej.
Co wiecej, gdybysmy w regule PAV liczyli punkty komitetu, uzywajac innej
funkeji niz harmoniczna H(r) = >._ 1/i, to taka regula juz nie spelnialaby
wlasnosci stabej proporcjonalnoéci®. Innymi slowy, to wlasnie uzycie liczb
harmonicznych w definicji reguly PAV sprawia, ze regula ta jest proporcjonalna.

Twierdzenie ([2]). Regula PAV speinia wlasno$é stabej proporcjonalnosci.

Dowdd. Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zatézmy, ze reguta PAV wybrata
komitet S oraz ze istnieje grupa wyborcéow V i liczba £ > 1 taka, ze:

(i) [VI=£€-n/k,

(i) | Nyey AGQ)] > € oraz
(il) & - Yiey [AG) NS < 1.
Wykazemy, ze z komitetu S mozemy usunaé jednego kandydata, a w zamian
dodaé innego, tak ze wynik punktowy komitetu pkt(S) wzro$nie. Bedzie to
sprzeczno$é z tym, ze komitet S zostal wybrany przez regute PAV; wszak PAV
wybiera tylko te komitety, ktérych warto$é punktowa jest najwyzsza.

Dla kazdego wybranego kandydata ¢ € S, przez A(c) oznaczmy warto$é,

o ktora zmniejszy sie wynik punktowy S, gdy usuniemy z niego c. Formalnie
A(c) = pkt(S) — pkt(S \ {c}). Przez N(c) oznaczmy zbiér wyborcéw, ktorzy
akceptuja kandydata ¢, N(c) = {i € N: c € A(i)}. Oszacujmy sume ) g A(c):

Y Ae) =) (pkt(S) — pkt(S\ {c}) =

cesS ceS
=37 (H(AG) N S)) ~ HIAG) N (S\ {eh]) =
ceESIEN
=3 3 (A N S|) - H(JAG@) N S| - 1)) =
ceSieN(c)
= Z => > YOLE
ceSieN( c) 1EN ce A1) ﬂS

>

iEN: |A(H)NS|>1

<A(z’) ns- M) <IN =n.

Zatem poniewaz |S| = k, istnieje kandydat ¢, € S, dla ktérego A(e,) < n/k.

Rozwazmy teraz kandydata c,, ktory jest akceptowany przez wszystkich
wyborcow z V oraz ktéry nie zostal wybrany do zwycieskiego komitetu. Taki
kandydat zawsze istnieje; jezeli wszyscy kandydaci z [, v A(i) nalezeliby do S,
to oznaczaloby, ze wyborcy z V' akceptuja $rednio co najmniej ¢ czlonkéw S
zalozylismy jednak, ze 3 - >,y |A(i) N S| < £ — 1. Niech A(c,) oznacza wartos,
o jaka zwiekszy sie wynik punktowy komitetu S, gdy dodamy do niego c,,
Al(cq) = pkt(S U {a}) — pkt(S). Mamy:

Alea) = 3 (H(AG) 1 (S U o)) — HAG) 0 S)]) >
i€EN
> 2 046) 081+ 1) = KIAD 0 90) = 3 s S
eV

(z nieréwnosci miedzy érednia harmoniczna a arytmetycznq)

S V|2 _ V]2 N VI? _
Diev([A@NSI+1) Yy [A@ OS[+ V] [VI(E=1) + V]
Vi _ ¢ n/k

:7/ k
4 14 n/

Otrzymujemy zatem, ze A(c,) > A(c,). Ponadto gdy dodamy ¢, do mniejszego
komitetu, np. do S\ {¢,}, to wynik punktowy wzrosnie bardziej, niz gdybysmy
dodali ¢, do S. Zatem gdy w komitecie S wymienimy ¢, na c,, to otrzymamy
komitet o wyzszym wyniku punktowym niz S. To daje sprzecznos¢, poniewaz
reguta PAV w takim wypadku powinna wybraé¢ (S'\ {¢,}) U {c,} zamiast S. O
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Wielomiany, nieré6wnosci i Newton
tukasz RAJKOWSKI

Wielomian jaki jest, kazdy widzi. I kazdy, kto widzi,
wie rowniez, ze wielomiany miewaja pierwiastki
rzeczywiste (czyli miejsca zerowe), ale nie zawsze.

I tak wielomian 22 — 52 + 6 ma dwa pierwiastki
rzeczywiste (x1 = 2 i m3 = 3), ale wielomian 2% — 2z + 5
nie ma ani jednego. Twierdzenie Bézouta orzeka,

ze jesli xg jest pierwiastkiem wielomianu P(x), to
mozemy zapisaé¢ P(x) = (x — 29)Q(z) dla pewnego
wielomianu Q(x). Jesli dla liczby naturalnej k zachodzi
P(z) = (z — x9)*R(x) dla pewnego wielomianu R(x)
oraz R(zg) # 0, to méwimy, ze x¢ jest k-krotnym
pierwiastkiem wielomianu P. W tej sytuacji

wielomian 2% — 22 — 2 + 1 = (z — 1)?(z + 1) ma jeden
pierwiastek dwukrotny i jeden pierwiastek jednokrotny.
7 twierdzenia Bézouta mozna wywnioskowac,

ze wielomian stopnia n moze mieé¢ co najwyzej

n pierwiastkéw rzeczywistych (uwzgledniajac krotnosci).
Jedli ma ich doktadnie n, bedziemy go nazywacé
najedzonym. Nie jest to formalny, matematyczny termin,
jednak wydaje sie duzo bardziej wdzieczny niz doktadne
tlumaczenie angielskiego terminu real rooted. Rzecz
jasna, wielomiany, ktére nie sa najedzone, bedziemy
nazywacé glodnymi.

Czy mozna rozpoznaé najedzony (lub glodny) wielomian
,ha pierwszy rzut oka”? Zacznijmy od wielomianéw
stopnia pierwszego — oczywiscie kazdy z nich jest
najedzony. Wielomiany stopnia drugiego moga by¢
glodne (tak jak wspomniany wczesniej wielomian

22 — 21 + 5), jednak po latach szkolnego treningu
powinnismy je bez trudu rozpoznaé. Wszak jesli
tréjmian kwadratowy asx? + a1@ + ag ma dwa pierwiastki
rzeczywiste (czyli jest najedzony), to jego wyréznik

A = a? — dagas jest nieujemny, czyli a? > 4agaz. Widaé
zatem, ze poczucie sytosci u wielomianu moze by¢
zwigzane z pewnymi nieréwnos$ciami dotyczacymi jego
wspotcezynnikéw. Celem artykulu jest przedstawienie
uogolnienia wspomnianej przed chwila wlasnosci
tréjmianu kwadratowego na wielomiany wiekszych
stopni. Wyraza je nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie. Zaldimy, ze wielomian P(x) =

= apT" + ap_12" 4+ ...+ a2 + ag jest najedzony,
i niech Ay = ak/(Z) dla k=0,1,...,n. Wowczas
(%) A1 Ap1 < A7,

dla k=1,2,...,n—1.

Aby udowodnié powyzsze twierdzenie, potrzebujemy
najpierw przyjrzec sie dokladniej najedzonym
wielomianom. Dla wygody, w dalszej czesci artykulu
przyjmijmy oznaczenia takie jak w tresci twierdzenia.
Istotne beda dla nas pewne dwie operacje, ktére mozemy
przeprowadzi¢ na najedzonym wielomianie, tak aby nie
zglodnial. Pierwsza z nich to ,lustrzane odbicie”:

Fakt 1. Zaldzmy, ze wielomian P(x) jest najedzony.
Wéwczas wielomian N (z) =

=apz" + a1zt + -+ ap_1z + a, réwnies jest
najedzony.

Zeby przekonaé sie o stusznoéci faktu 1, musimy
przyjrzeé sie, czy i jak zmieniaja si¢ pierwiastki

i ich krotnosci, gdy stosujemy ,lustrzane odbicie”.
Zwr6émy uwage, ze skoro a, # 0, to 0 nie moze by¢
pierwiastkiem wielomianu 9 (z) (jego wyraz wolny jest
niezerowy). Zalézmy, ze 0 jest k-krotnym pierwiastkiem
wielomianu P (jesli 0 nie jest pierwiastkiem P(z),
przyjmijmy k = 0). Wéwczas ag = a1 = ... = ag—1 =0
iap #0 (ajesli k =0, nie bierzemy pod uwage pierwszego
ciggu rownosci). W tej sytuacji wielomian ()

ma stopien n — k. Zalézmy teraz, ze xg # 0 jest
I-krotnym pierwiastkiem wielomianu P(z), i niech

P(z) = (v — 20)'Q(x). Nietrudno uzasadni¢, ze dla
dowolnego x # 0 zachodzi V(z) = 2"P (1). W tej
sytuacji proste przeksztalcenia algebraiczne prowadza
do wniosku, ze

AUz) =2"P (;) = z" (i - xo)l Q (i) -

~(-a0)" (- ;O)l@(m,

gdzie Q(z) jest ,lustrzanym odbiciem” wielomianu Q(z).
Poniewaz @(%) =2, "Q(z0) # 0, powyzsza réwnosé
dowodyzi, ze % jest [-krotnym pierwiastkiem
wielomianu 9(x). Przedstawione rozwazania dowodza,
ze wielomian 9(x) jest najedzony, gdyz krotnosci
odwrotnosci niezerowych pierwiastkéw wielomianu P(x)
sumuja sie do n — k, czyli stopnia wielomianu 9 (z).

Druga operacja niepowodujaca gtodu, ktéra bedzie nam
potrzebna, to rézniczkowanie wielomianu. Czytelnikom,
ktorzy nie znajg rézniczkowania, polecamy przeczytaé
krétka notke na stronie [f

Fakt 2. Zal6ézmy, ze wielomian P(z) jest najedzony. Wéwczas wielomian P’(x)

réwniez jest najedzony.

Powyzszy fakt wynika stad, ze rézniczkowanie obniza krotnosé kazdego
pierwiastka o 1, w zwiazku z czym wyjsSciowy wielomian ,traci” przy
rozniczkowaniu K pierwiastkéw, gdzie K jest liczba réznych jego pierwiastkow.
7Z drugiej strony, na mocy twierdzenia Rolle’a, miedzy dwoma sasiednimi

(na osi liczb rzeczywistych) pierwiastkami wielomianu P(z) istnieje pierwiastek
wielomianu P’(z), i w ten sposéb wielomian P’(x) ,zyskuje” K — 1 nowych
pierwiastkow. Uwzgledniajac te dwie obserwacje, potrafimy zlokalizowaé n — 1
(gdzie n to stopient wielomianu P(z)) pierwiastkéw P’(x), liczac krotnosci.
Poniewaz stopiei P’(z) réwniez wynosi n — 1, jest on najedzony.
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Na tym rysunku f'(zo) = tga = 3

x T Jxo \
1

Tlustracja twierdzenia Rolle’a

Uzbrojeni w fakty 11 2 mozemy przejs¢ do dowodu twierdzenia. Zalézmy, ze
wielomian P(x) jest najedzony, i wybierzmy dowolnie k = 1,2,...,n — 1. Poniewaz
rozniczkowanie nie sprawia, ze wielomian staje sie glodny, to stosujac te operacje
(k — 1) razy na wielomianie P(z), otrzymamy wielomian

n! _ (n—1)! _ (k—1)!
R =" ., n—k+1 G, n—~k o RS A
@) = Gy T ey e T g e
Poniewaz wielomian R(z) jest najedzony, to jego lustrzane odbicie
k—1)! k! !
A(z) = 7( ) ap_1z" M TR "

ol 1l (n—k+1)"
takze jest najedzone. W tej sytuacji rézniczkujac (n — k — 1) razy wielomian $i(z),
dostaniemy najedzony wielomian

(n—k+ 1! (k-1) (n— k) k!

(k—1) _ 2 e
R ) = 2! T TR TR
n—k—-D(k+1)!
RET or 1T
1
= 5’/1' . (Ak_ll‘Q —2Ar + Ak+1).

Oznacza to, ze wielomian Aj_12? — 2A,x + Ay réwniez jest najedzony, jednak
zgodnie z informacjami przedstawionymi we wstepie do tego artykulu oznacza to,
ze (2A1)% > 4Ax_1Ap11, co jest réwnowazne i koniczy dowdd.

Nieréwnoséci nosza nazwe nieréowno$ci Newtona, gdyz Isaac Newton w swoim
dziele Arithmetica Universalis (1707) stwierdzil (bez dowodu), ze liczba
rzeczywistych pierwiastkéw wielomianu P(z) jest nie mniejsza od stopnia
wielomianu pomniejszonego o liczbe zmian znaku w ciagu

A2, A2 — AgAs, AZ— AjAs, ..., A2 — An oA, A2

n—1 " n:
Nietrudno przekonaé sie, ze przedstawiona hipoteza jest silniejsza od naszego
twierdzenia, jednak na swéj dowdd czekala ponad 100 lat. Udowodnil ja James
Sylvester w roku 1865.

Nasze twierdzenie nie musiato by¢ az tak cierpliwe, gdyz wykazal je w roku 1729
uczen Newtona, Colin Maclaurin, prébujac uzasadnié¢ hipoteze postawiona przez
nauczyciela. Zauwazyl on réwniez, ze jesli wielomian P(z) jest najedzony, a, = 1
i liczby A; sa dodatnie, to zachodzi

VA < "VAL < <V A < A

Sa to tak zwane nieréwnosci Maclaurina. Ich uzasadnienie jest nastepujace: przy
poczynionych zatozeniach dla dowolnego k =1,2,...,n — 1 mamy

(ApAn_2)(Ap_1A,_3)2 .. (Ap_pp1An_p1)¥ < A2 (AL . A%

co po skréceniu przez A2 A% ... Aik__k%rl daje AF , | < Af:}g i ostatecznie

k+\1/An—k—l < VAn—k

O rézniczkowaniu dla nierézniczkujgcych. Ze wzgledu na mlodszych Czytelnikéow Delty
ponizej prezentujemy krétka ,bajke” o tym, czym to rézniczkowanie jest. Niech f: R — R bedzie
pewng funkcja. Jedli istnieje prosta styczna do wykresu funkcji f w pewnym punkcie (zo, f(z0)),
to tangens kata nachylenia tej stycznej nazwiemy pochodng funkcji f w punkcie xg i bedziemy
oznaczaé przez f'(zo). W szczegélnosci, jesli f/(zo) = 0 dla pewnego zg € R, to styczna do
wykresu funkcji f w punkcie (zo, f(z0)) jest pozioma. Latwo w zwigzku z tym uwierzy¢, ze
jesli dla pewnych z1 < 2 mamy f(x1) = f(xz2) = 0 oraz w kazdym punkcie przedziatu [z1, 2]
istnieje styczna do wykresu funkcji f, to w pewnym punkcie ta styczna jest pozioma, czyli
istnieje z € (z1,x2) takie, ze f'(z) = 0. Mdéwi o tym twierdzenie Rolle’a.

Okazuje sie, ze pochodna wielomianu P(z) wyraza si¢ wzorem P’(z) = na,z™ ! +
+ (n—1an_12" 2 4+ ...+ 2a2x + a1, czego nie bedziemy tutaj dowodzié. Jesli Q(x) i R(x)
sa wielomianami, mozna algebraicznie udowodni¢ nastepujaca réwnos¢, co polecamy jako
¢wiczenie: ,

(R@)Q@)) = R (#)Q(x) + R@)Q ().
Réwnosé ta jest stuszna nie tylko dla wielomianéw, ale w ogdlnym przypadku dowéd juz
nie jest algebraiczny. Kolejnym ¢wiczeniem jest uzasadnienie, jak z powyzszej réwnosci
wynika fakt, ze jesli a jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu P(z), to jest (k — 1)-krotnym
pierwiastkiem wielomianu P’(x).
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O innej, dluzszej historii Zainteresowany
Czytelnik moze poczytaé w artykule

A new look at Newton’s inequalities
autorstwa Constantina Niculescu,

z ktérego korzystatem, piszac niniejszy
tekst. Inspiracje zaczerpnatem z cyklu
wykltadéw Nikhila Srivastavy
wygloszonych na Uniwersytecie
Warszawskim pod tytutem Geometry of
Polynomials. Nagrania z tych wyktadéw
sg udostepnione w serwisie YouTube —
goraco polecam skorzystac.

Przypomnijmy teraz wzory Viete’a: jesli —z, ..
wielomianu P(z) i a, =1, to

n n
Ap—1 =Z$i7 Ap—2 :inxj’ ey
i=1 i<j
Jesli wszystkie liczby x; sa dodatnie, to spelnione sg zalozenia dla nieréwnosci
Maclaurina. Zwréémy uwage, ze wowczas

., —Zn sa pierwiastkami

apg = T1T2...Tn.

r1+ ...+,

- .
W tej sytuacji nier6wnos¢ Maclaurina stanowi uogélnienie dobrze znanej
nieréwnoéci miedzy srednia geometryczna a arytmetyczna. Warto zwrocié
uwage, ze popularny dowdd tej nieréwnosci poprzez zastosowanie indukcji
wstecznej pochodzi od matematyka Augustina Cauchy’ego i zostal opublikowany
dopiero w 1827 roku. Czytelnikom, ktorzy nie sa zaznajomieni z tym picknym
rozumowaniem, polecamy artykul Indukcja wsteczna z A2.

Ao =x129... 2, Oraz A,_1 =

Na zakonczenie warto zaznaczy¢, ze przedstawione twierdzenie nie
charakteryzuje najedzonych wielomianéw. Dla przyktadu, wielomian

423 +42% — 3z — 5 = (z — 1) (4(z + 1)? + 1) nie jest najedzony, ale spelnia
opisane przez ([+)) nieréwnosci. Czy w ogdle istnieja takie charakteryzacje? I tak
i nie, ale to juz inna, dluzsza historia.

i Z.adania

Przygotowat Lukasz RAJKOWSKI

M 1651. Zaprojektowaé dwie rézne szescienne kosci do gry, dajace te same
prawdopodobieristwa wyrzucenia poszczegdlnych sum oczek co dwie kosci
standardowe. Na kazdej Scianie nowej pary kosci ma znalezé sie dodatnia liczba
oczek.

Rozwiazanie na str. [T1]

M 1652. Okrag w lezy wewnatrz okregu o i wspoldzieli z nim Srodek.

W kole ograniczonym przez w znajduje sie punkt P. Znalez¢ taki punkt R na
okregu o, by dlugos¢ odcinka QR, gdzie @ jest punktem przeciecia okregu w
z odcinkiem PR, byla jak najwiecksza.

Rozwiazanie na str. [T5]

M 1653. Jas wymyslil pewien wielomian P o nieujemnych wspélczynnikach
calkowitych. Malgosia moze pytaé Jasia o wartosé¢ P(a) dla wybranego przez
nig catkowitego argumentu a. Ile pytan potrzebuje Malgosia, aby wyznaczy¢
wielomian P?

Rozwiazanie na str. [12]

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1009. Jak wykazuja badania, czas 7 skutecznej reakcji kierowcy na nagle
zdarzenie to okolo 2 s. (a) Jaka bezpieczna odleglosé sg od jadacego przed

nim pojazdu powinien zachowaé kierowca, jesli oba pojazdy jada z ta sama
predkoscia v? (b) Jaki odcinek drogi powinien widzie¢ kierowca jadacy

z predkoscia v, zeby uniknaé¢ zderzenia z nieruchoma przeszkoda? Przyspieszenie
ziemskie wynosi g, wspélczynnik tarcia opon o asfalt wynosi f.

Rozwiazanie na str. [14]

F 1010. Bardzo daleko od Ziemi meteoroid porusza sie z predkoscia vy wzdluz
prostej mijajacej Ziemie w odleglodci d od jej srodka. Jaka bedzie najmniejsza
odleglos¢ D, na jaka meteoroid zblizy sie do srodka Ziemi? Przyspieszenie
ziemskie wynosi g, promien Ziemi R.

Rozwiazanie na str. [I3]

6



* Wydzial Matematyki i Fizyki
Stosowanej, Politechnika Rzeszowska

Lord Rayleigh, wlasciwie John William
Strutt, 3. Baron Rayleigh (1842-1919),
laureat Nagrody Nobla w dziedzinie fizyki
w 1904 r. (badanie gestosci gazéw

i odkrycie, wspdlnie z Sir W. Ramsayem,
argonu).

Wtiasnosé opisang w twierdzeniu Lorda
Rayleigha odkryl ponownie w 1926 roku
kanadyjski matematyk Samuel Beatty
(1881-1970), Amer. Math. Monthly 33
(1926), no 3, Problem 3173. Rozwigzanie:
Monthly 34 (1927), str. 159.

Zlota proporcja to podzial odcinka na
dwie czesci tak, by stosunek dluzszej
z nich (a) do krétszej (b) spelniat

proporcje “:b =2 =0¢.

Twierdzenie Lorda Rayleigha
Jarostaw GORNICKI*

Brytyjski fizyk Lord Rayleigh w 1877 roku w ksiazce The Theory of Sound
(vol. I, str. 123) opisal prawidlowosé, ktéra mozna wyrazi¢ nastepujaco:

Twierdzenie 1. Niech o ©  bedq dodatnimi liczbami niewymiernymi takimi, Ze
é + % = 1. Niech [z], gdzie x € R, oznacza najwickszq liczbe calkowitq nie wiekszq
niz x. Wowczas dla zbioréw

A={lan]:n=1,2,...}, B={[fn]:n=1,2,...}
mamy: (i) ANB =0 oraz (i) AUB =N.

Ciagi liczb naturalnych, ktére spelniaja wlasnosci (i) oraz (ii), nazywamy
komplementarnymi.

Dowéd tego twierdzenia nie jest trudny. Przede wszystkim zauwazmy, ze jesli
a i [ sa liczbami niewymiernymi, to zadna z liczb postaci an, gn (gdzie n € N)
nie jest liczba naturalng. Ponadto warunek é + % = 1 gwarantuje, ze o > 1
ipg>1.

Zalézmy, ze istnieja liczby m,n € N takie, ze [am] = [6n] = p € N. Wtedy
p<am<p+1ip<fBn<p+]1.

Stad
m 1 m . n 1 n

— << — 1 — << < —.
p+1 o p p+1 B8 p
Dodajac te nieréwnosci stronami, otrzymujemy nieréwnosé
m+n<l+l_1<m+n
p+1 “a B p

z ktérej wynika, ze

p<m+n<p+1,
a to jest niemozliwe w zbiorze liczb naturalnych. Dowodzi to prawdziwosci
wlasnosci (i).
Zauwazmy, ze jedna z liczb «, 8 nalezy do przedzialu (1,2), a to gwarantuje, ze
1EAUB.Istotnie7jeélia>21ﬂ>2,toé<%i%<%,wi@cé+%<1, co
przeczy zalozeniu.

Jedli liczba naturalna g > 21 g ¢ AU B, to istnieja liczby naturalne m i n takie,
ze
am<qg<qg+l<am+1l) i fn<qg<qg+l<pB(n+1).
Wynikaja stad nieréwnosci
m 1 m+1

< .n < 1 < n+1

I - ) ’
qg o q+1 g B q+1
ktére po dodaniu stronami dajg nieréwnosé

m+n 1 1 m-+n—+2
<—4—-=1l<—.
q a B q+1

Stad
m+n<g<g+l<m+n+2,

co jest niemozliwe w zbiorze liczb naturalnych. Zatem AU B = N.

Przyklad. Jedli o = 1+T\/g = ¢ (¢ to tzw. zlota proporcja), to =1+ ¢ = ¢? i
A={[n¢] :n=1,2,...} ={1,3,4,6,8,9,11,12,14,16,17,19, ...},
B={[n¢*:n=1,2,...} ={2,5,7,10,13,15,18,20,...}.

Dla par

(1) (an,ba) = ([n9], [n6°]), n=1,2,...,
czyli (1,2), (3,5), (4,7), (6,10) itd., mamy nastepujace wlasnosci:

e b, —a,=n.

Istotnie, poniewaz ¢? = 1 + ¢, wiec

bn = an = [n(1 4+ ¢)] = [n¢] = [n + ng] — [n¢] = n + [n¢] — [ng] = n.

Zatem n-ta para jest postaci (an,a, + n).
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(e®) a, jest najmniejsza liczba naturalna, ktéra nie
wystapila w zadnej parze (ag,by) dla k < n.
Istotnie, niech ¢ bedzie najmniejsza liczba
naturalng, ktéra nie wystapita wérod liczb ay
ani wérod liczb by dla k < n — 1. Wtedy, zgodnie
z twierdzeniem Lorda Rayleigha, liczba ¢ musi
wystapi¢ w zbiorze liczb a lub by dla k > n.
Poniewaz najmniejsza liczba naturalnag w tych
zbiorach jest liczba a, (a; < aj41, bj < bjy1 oraz
a; < b dla wszystkich j =1,2,...), wiec ¢ = a,,.

Roéwniez odwrotnie, pary liczb spelniajace warunki (e)
i (ee) sg postaci (1).

Oto dwie sytuacje, w ktérych znajomosé twierdzenia
Lorda Rayleigha jest pomocna.

Problem olimpijski. Na XX Miedzynarodowe;j
Olimpiadzie Matematycznej (Bukareszt, 1978 r.)

w pierwszym dniu zawodéw pojawito sie nastepujace
zadanie konkursowe:

Zadanie. Zbidr liczb {1,2,...} jest sumq dwdch
rozlgcznych podzbioréw {f(1), f(2),..., f(n),...}
i{9(1),9(2),...,9(n),...}, gdzie
f)<f2)<...<f(n)<...,

g(1) <g(2)<...<gn) <...,

ig(n) = f(f(n))+ 1 dla wszystkich n > 1. Wyznaczyé
£(240).

Dla ucznia, ktéry nie zna twierdzenia Lorda Rayleigha,
problem wydaje sie (jest?) beznadziejny (patrz

J. Browkin, Zbior zadan z olimpiad matematycznych,
tom 6, WSiP, Warszawa 1983, zadanie 94).

Wiedza o twierdzeniu Lorda Rayleigha radykalnie
zmienia sytuacje. Zalézmy, ze

f(n) =lan] i g(n) = [Bn],

Opis gry Wythoffa w jezyku szachéw:
figura krélowej z szachéw jest
umieszczona na szachownicy
nieograniczonej od goéry i z prawej strony.
Kazdy z dwéch graczy, na przemian,
wykonuje ruch krélowa. W jednym ruchu
gracz moze przesunaé krolowg o dowolng
dostepna liczbe pdl w dét albo na lewo,
albo po przekatnej w kierunku bokéw
ograniczajacych szachownice. Zwyciezca
gry zostaje gracz, ktéry pierwszy umiesci
krélowa w rogu szachownicy.

jeden z punktow

(P—M,Q),
gdzie M > 1 jest liczba naturalna i nowo uzyskana pare (P’, Q') tworza nieujemne
liczby calkowite. Pierwszy gracz, ktéry nie moze wykonaé ruchu, przegrywa (lub

gdzie o i # sa pewnymi liczbami niewymiernymi, takimi
ze é + % = 1. Liczby «, § sprébujemy wyznaczy¢
z warunku g(n) = f(f(n)) + 1, czyli

(2) [Bn] = [a]an]]+1 dla n > 1.
Poniewaz przy n — oo, [ﬂn—"] = pi % — a, wiec
ofan]] _ fofon)] fon]
n [an] n

Zatem dzielac obie strony réwnosci (2) przez n

i przechodzac z n — oo, otrzymujemy 3 = o?. Wéwczas
7 rOWnosci é—k%:lmamy a2—a—1:()ia:%:
= ¢~ 1,61803 oraz B =1+ a = ¢? ~ 2,61803.
Oczywiscie ¢ i ¢? sa liczbami niewymiernymi takimi,

ze + + # = 1. Zatem funkcje f(n) = [¢n] i g(n) = [¢*n]
spe?nia'@ twierdzenie Lorda Rayleigha, czyli wiekszosé
warunkéw zadania. Pozostaje pokazaé, ze spelniaja one
warunek (2). Nieréwnosé [¢n] < ¢n < [¢n] + 1 mnozymy
przez ¢ i mamy

¢lon] < ¢°n < ¢([¢n] + 1) < ¢on] + 2,
[0lenl] < [¢6°n] < [d([gn] +1)] < [gleén] + 2,
czyli

f(F(n) <g(n) < f(f(n) +1) < f(f(n)) +2.

Poniewaz migdzy liczbami naturalnymi f(f(n))

i f(f(n))+ 2 zawarta jest dokladnie jedna liczba
naturalna, wiec g(n) = f(f(n)) 4+ 1. Oznacza to, ze
funkcje f(n) = [¢n] i g(n) = [¢*n] spetniaja warunki
zadania. Ponadto nietrudno wykaza¢ za pomoca
indukcji, ze istnieje co najwyzej jedna para funkcji f
i g, spelniajacych te warunki. Wobec tego

1++5
2

f(240) = [ -240} = 120 + [120V/5] = 388.

Gra Wythoffa. W 1907 roku holenderski matematyk Willem Abraham Wythoff
opisal nastepujaca gre: para nieujemnych liczb catkowitych (P, Q) jest punktem
poczatku gry. Gra toczy sie¢ miedzy dwoma zawodnikami, ktérzy wykonuja ruchy
na przemian. Ruch kazdego gracza polega na zastapieniu punktu (P, Q) przez

(P,Q—M) lub (P—M,Q— M),

réwnowaznie, wygrywa gracz, ktéry pierwszy osiagnie pozycje (0,0)).

2 °
1 ° [ )
0 °

0 1 2 3

Rys. 1. Gracz B moze wykonaé¢ ruch tylko
tam, gdzie sa kropki

Przykladowa rozgrywka:

A B A B A B
3 (16,21) — (16,13) — (12,9) — (5,9) — (2,6) — (2,1) — (...).
W tym momencie gracz B ma mozliwosé ruchu na jedng z czterech pozycji
(rys. 1): (1,1),(0,1),(0,2),(1,0). Bez wzgledu na to, jaki ruch wykona gracz B,
w nastepnym ruchu gracz A osiagnie pozycje (0,0) i zostanie zwyciezca.

Gra moze dostarczyé¢ przyjemnosci, poki jeden z graczy nie odkryje strategii
wygrywajgcej, tj. takiego postepowania, ktére przy mozliwie najlepszej grze
przeciwnika i tak zapewni mu zwycigstwo, oczywiscie jesli sam nie popelni bledu.
Kto chce zmierzy¢ sie z problemem, niech przerwie dalsza lekture.

Rozstrzygniecie zawiera twierdzenie.

Twierdzenie 2 (W.A. Wythoff, 1907 r.). W grze Wythoffa strategia
wygrywagjgca istnieje jedynie dla pozycji postaci (ay,by) lub (by,ay), gdzie
(an,bn) = ([ng], [n¢2]), n =1
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Rys. 2

Milutin Milankovié zyt podobnie jak
Tesla na przetomie XIX i XX wieku, byt
astronomem i klimatologiem, ktéry
zajmowal si¢ charakterystyka klimatow
planet w Ukladzie Stonecznym

i wyjasnieniem dlugoterminowych zmian
klimatu na Ziemi spowodowanych
zmianami polozenia Ziemi w stosunku do
Storica. Podobne hipotezy byty
proponowane w XIX wieku m.in. przez
Josepha Adhemara i Jamesa Crolla, ale
dopiero Milankovié¢ gruntownie
przeanalizowal przyczyny zmian.

Oznaczmy przez W zbior pozycji, o ktérych méwi twierdzenie 2.

Uzasadnienie tego rezultatu wykorzystuje obserwacje z omawianego wczesniej
przykladu.

Po pierwsze, wykonujgc ruch z pozycji naleZqcej do zbioru W, przechodzimy na
pozycje, ktdra nie nalezy do zbioru W (rys. 2).

Na przyklad nie ma zadnego ruchu z pozycji (an, b,) do pozycji (am, by,) lub
(b, am ), gdzie m < n. Jest tak, bo z okreslenia a,, (patrz (ee)) a, # am 1 an #
by,. Ponadto b,, > by, > au,, zatem b, # ap, i by # by, Ruch wzdluz przekatnej
tez nie daje sukcesu, bo b, — a, =n, a by, — a,, = m.

Po drugie, zawsze istnieje ruch z pozycji nienaleZgcej do zbioru W na pozycje
nalezgeq do zbioru W lub na pozycje (0,0).

Niech gracz znajduje sie w pozycji (a,b) ¢ WU {(0,0)}. Jesli a = b lub a = 0, lub
b =0, to jeden ruch pozwala znalez¢ sie na pozycji (0,0) i zostaé¢ zwyciezca.

Zalézmy, ze 0 < a < b. Przyjmijmy najpierw, ze a = a,, dla pewnego n € N. Jedli
b > by, to istnieje bezposredni ruch na pozycje (an,b,). W przeciwnym razie

an < b < by,. Niech m =b—a. Wtedy m < n = b, — a, (patrz (e)), wiec a,, < a,
i istnieje ruch na pozycje (am, b ). W koiicu, jesli a # a,, dla wszystkich n € N,
to zgodnie z twierdzeniem Lorda Rayleigha a = b,, dla pewnego n € N. Wtedy
b > a > a, i istnieje ruch na pozycje (bn,an). Gdy 0 < b < a, rozumowanie jest
podobne.

Whiosek. Jesli w grze Wythoffa gracz bedzie wykonywal ruch z pozycji (a,b) € W
luba=">, luba =0 lub b= 0 ¢ nie popelni bledu, to zostanie zwyciezcg!

Cykle Milankovic¢a Michat BEJGER

Okazuje sie, ze astrologowie maja racje: polozenie planet ma kluczowy wplyw
na nasze zycie. Oczywiscie jednocze$nie myla sie, poniewaz wplyw planet

jest inny, niz to wynika z wrézb i horoskopéw. Ziemia jest jedna z planet
Ukladu Stonecznego i jako taka podlega grawitacyjnym wplywom innych cial
niebieskich: Stonca, Ksiezyca i duzych planet, w szczegdlnoéci Jowisza. Wplywy
te sa tak istotne, ze ksztaltuja klimat na Ziemi w dtugiej skali czasowej rzedu
dziesiatek i setek tysiecy lat. W szczegdlnosci epizodyczna natura okreséw
zlodowacen i interglacjaléw (okreséw, w ktérych lodowce ustepuja), ktéra
jest udokumentowana w skamieniato$ciach z ostatnich kilku milionéw lat,
powodowana, jest przede wszystkim cyklicznymi zmianami w parametrach
orbitalnych Ziemi w ruchu wokdét Stonca.

Najwazniejsze efekty planetarne odpowiedzialne za cykliczne zmiany klimatu
to periodyczno$ci w mimosrodzie orbity Ziemi, nachyleniu osi obrotu Ziemi do
plaszczyzny orbity oraz precesji osi obrotu. Te periodyczne zmiany nazywane
sa cyklami Milankovica. Wymienione periodycznosci sa modyfikowane przez
dodatkowe efekty: zmiany w nachyleniu plaszczyzny orbity Ziemi wzgledem
calkowitego orbitalnego momentu pedu Ukladu Stonecznego, wyznaczanego

z grubsza przez uklad Slonce-Jowisz, oraz precesje orbity Ziemi, czyli ruch
peryhelium.

Cykle sa powiazane z iloScig promieniowania slonecznego docierajacego do
powierzchni Ziemi. Gléwnym czynnikiem zmian klimatu nie jest wylacznie
calkowita ilo$¢ energii docierajaca ze Slonica na Ziemie, ale sezonowosé

w nadmiarze lub niedoborze energii na okredlonym obszarze Ziemi, np.
poinocnej poétkuli. W zwiazku z tym okresy powigkszonej lub zmniejszonej
ilosci promieniowania stonecznego bezposrednio wplywaja na skomplikowany
uktad zaleznosci ladéw i oceandw definiujacy globalny klimat Ziemi, m.in. na
pojawianie sig, wzrost i cofanie si¢ lodowcéw i zwiazane z tym zmniejszanie lub
zwiekszanie sie wilgotnosci atmosfery.
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Mechanizmy odpowiedzialne za cykle
Milankoviéa:

a) zmiana mimos$rodu orbity Ziemi,

b) zmiana nachylenia osi obrotu Ziemi,
c) precesja osi obrotu.

Pierwszy z trzech cykli Milankovi¢a dotyczy mimosrodu (ekscentrycznosci)
orbity Ziemi, czyli ksztaltu elipsy orbity Ziemi w ruchu wokét Slonica (rys. a).
Parametr ten jest zdefiniowany jako € = /1 — b%/a?, gdzie a i b to, odpowiednio,
wielka i mala p6to$ orbity. W przypadku orbity Ziemi e zmienia si¢ od 0 do 5%
w cyklu okoto 100 tys. lat, periodycznie zmienia si¢ wigc minimalna

i maksymalna odleglo$¢ Ziemia—Stonce, co z kolei zmienia ilo$¢ energii na
powierzchni Ziemi w réznych porach roku. Obecnie réznica w odleglosci
Ziemia—Slonce w aphelium i peryhelium to nieco ponad 2%, co przeklada sie
na 5% réznicy w otrzymywanej energii. Gdy orbita Ziemi jest najbardziej
ekscentryczna, ilo$¢ energii slonecznej otrzymywanej w peryhelium jest okoto
25% wigksza niz w aphelium.

Drugi cykl wywoluje zmiana kata nachylenia osi obrotu Ziemi w stosunku

do plaszczyzny orbity (rys. b). Wystepuje on z czestotliwoscia okolo

41 tys. lat, a samo nachylenie zmienia sie od 22,1° do 24,5°; obecnie wynosi
okolo 23,44°. Jak wiadomo, nachylenie jest odpowiedzialne za pory roku.

Z powodu cyklicznych zmian tego kata zmienia sie zatem znaczenie por roku.
Przy mniejszym nachyleniu promieniowanie stoneczne Stonca jest bardziej
réwnomiernie roztozone miedzy zima a latem, ale zwieksza za to réznice

w sumarycznej ilosci energii deponowanej w rejonie rownika i na biegunach.

Trzeci cykl Milankoviéa jest zwiazany z precesja osi obrotu Ziemi, czyli

zmiang kierunku osi obrotu (rys. c). Precesja jest wywolana oddzialywaniem
grawitacyjnym Stonca i Ksiezyca. Obecnie 0§ obrotu Ziemi jest wycelowana na
po6inocnej pétkuli w okolice gwiazdy Polaris (o Ursae Minoris), zwanej z tego
powodu Gwiazda Pélnocna, a Ziemia jest w peryhelium orbity (najblizej Storica)
podczas zimy na péinocnej potkuli. Jest to sytuacja tymczasowa, poniewaz
precesja osi obrotu ma okres okolo 26 tys. lat (okres zwany rokiem platoriskim).
Za okolo 11 tys. lat 0§ obrotu bedzie wskazywaé Wege (a Lyrae). Wtedy zima
na pdéikuli polnocnej bedzie wystepowac, gdy Ziemia znajdzie sie w aphelium
orbity. Oznacza to zaostrzenie klimatu na pétkuli péinocnej: zimy beda wtedy
zimniejsze, a lata goretsze. Cykl zwiazany z precesja trwa w istocie nieco krécej
niz rok platonski, okolo 23 tys. lat, poniewaz jest modyfikowany przez precesje
calej orbity Ziemi: kierunek Stonce—peryhelium, ustalany wzgledem odlegltych
gwiazd, zmienia si¢ z okresem okolo 112 tys. lat. Dla kompletno$ci wspomnijmy
jeszcze jedna periodyczno$é w ewolucji orbity Ziemi, to jest zmiane nachylenia
plaszczyzny orbity Ziemi w stosunku do plaszczyzny prostopadlej do momentu
pedu ukladu (plaszczyzny niezmiennej Laplace’a). Okres zmian wynosi okolo
100 tys. lat, czyli tyle samo co zmiany mimosrodu orbity. Obecnie nachylenie
plaszczyzny orbity wynosi okoto 1,57°.

Czemu to jest wazne? Ilos$¢ energii i istotno$¢ pory roku,
w ktérych Ziemia jest bardziej lub mniej os$wietlana,
wplywaja w dlugiej skali czasowej na rosnaca lub
malejaca grubosé pokrywy lodowej, a przez to takze
na poziom wody w globalnym oceanie. W epokach
lodowcowych wiecej wody jest uwiezionej w lodzie,

a wiec w atmosferze jest jej mniej, klimat staje sie
zatem bardziej suchy, co oczywiscie ma niebagatelne
znaczenie dla rodlin i zwierzat. Ladoléd powieksza

sie, gdy Ziemia jest w wiekszej odlegtosci od Stonica
latem, a jednoczesnie nachylenie osi obrotu planety
jest male. Relatywnie ciepta zima sprzyja opadom

na biegunach, a stosunkowo mniejsza ilo$¢ energii
otrzymywanej podczas chtodnego lata nie jest w stanie
roztopié¢ calosci $niegu. Gdy jednak Ziemia latem jest
blizej Stonca, a nachylenie osi obrotu jest wicksze, 16d
topi sie sprawniej i nastepuje wycofanie sie lodowcéw.
Regularne okresy susz i epok wilgotnych doprowadzilty
m.in. do szybkiej ewolucji hominidéw w wielkiej dolinie
ryftowej we wschodniej Afryce i cyklicznych ekspedycji
z Afryki do Europy, a stamtad do Azji, Ameryk

i Australii.
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Epoka periodycznych zlodowacen, czyli czwartorzed,
jeden z okreséw ery kenozoicznej (nowego zycia)
rozpoczal sie na Ziemi okolo 2,6 miliona lat temu.
Przez wigkszos¢ czasu okresy ocieplenia i ochlodzenia
wystepowaly w cyklu 41 tys. lat, zgodnym ze zmianami
kata nachylenia osi obrotu Ziemi. Okoto miliona

lat temu, z nie do konica znanych przyczyn, klimat
zaczal oscylowaé z okresem 100 tys. lat zwigzanym

ze zmianami mimosrodu orbity. Okresy lodowcowe

i interglacjaly trwaja od tego czasu dluzej, ale sa tez
bardziej ekstremalne. Jednoczesnie ostatnie okoto

11,7 tys. lat, czyli holocen (nowy caloksztalt), ktory
rozpoczal sie z koricem ostatniego zlodowacenia, to
najdtuzszy od pét miliona lat okres stabilnego i cieptego
klimatu; by¢ moze dlatego, ze wszystkie parametry
orbitalne odpowiedzialne za cykle Milankovi¢a maja
obecnie srednie wartosci. Znajdujemy sie w okresie
interglacjalnym, w ktorym wzrost temperatury jest
wywolany przez postepujace w krotkiej skali czasowej
globalne ocieplenie. Nie ma ono nic wspélnego z cyklami
Milankoviéa, ale niestety bardzo wiele z bezpos$rednia
dziatalnoscia czlowieka.
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Rozwigzanie zadania M 1651.
Zauwazmy, ze jesli na $cianach pierwszej
kos$ci mam a; oczek, a na $cianach drugiej
kodci mam b; oczek (i =1,2,...,6), to
prawdopodobienstwo uzyskania sumy
oczek réownej s jest réwne
wspoltezynnikowi przy z° w wielomianie

6 6
1
— E i E xbi
36
i=1 i=1

Mamy
6
§ : ? 2 3 2
( :r,7') = (ac("r +ax+1)(z” + 1)) =
i=1
=z’ 4o+ 1)(z+ 1)
2@tz + D)@+ D> —z+1)% =
= (z+ 222 + 222 + ;1:/1)-
(xz+ x> +x4 + a5+ z° +T8)
W tej sytuacji kosci, na ktérych Sciankach
znajduja si¢ nastepujace sekwencje oczek:

(1,2,2,3,3,4) oraz (1, 3,4,5,6,8),
spelniaja warunki zadania.

Jej Wysokos$é Natura

Lato juz za nami, a jesien z nami. Lato, spedzane w tym roku w kraju,
przyniosto duzo ciekawych obserwacji i odkry¢ — na miare kazdego z nas. Mdj
syn pokazal mi aplikacje, dzieki ktorej moge sprawdzi¢ nazwy gwiazd nade mna
(mam taka slabo$é¢, lubie zna¢ nazwe gory, na ktoéra ide, lub gwiazdy, planety,
ktéra zobaczylam w sasiedztwie rabka Ksiezyca).

Robert Scott, tragiczny zdobywca bieguna potudniowego w 1912 roku (dotarl
tam jako drugi, wracajac zmart), zostawil w namiocie notatki i list do zony,

w ktérym napisal: ,,zainteresuj chlopaka przyroda, to lepsze niz sport”. Peter
Scott tworzac Centrum Ochrony Ptakéw Wodnych i Mokradel w Slimbridge,
spelnit testament ojca. Jest dzi$§ uznawany za autorytet m.in. w badaniach
tabedzi, zatozyl w 1963 roku Czerwona Ksiege gatunkéw zagrozonych, w ktorej
w roku 2019 znalazlo sie ponad 105 tysiecy gatunkdw.

Sa miejsca na Ziemi, gdzie w sezonie jesiennym szpaki dokonuja synchronicznych
lotéw. Moga w nich bra¢ udzial nawet dziesiatki tysiecy ptakdéw. Leca wielka
chmura, kazdy z predkoscia kilkudziesieciu kilometréw na godzine. Jak to sie
dzieje, ze nie wpadaja na siebie? Odpowiedzi na to pytanie naukowcy udzielili
niedawno: kazdy ptak koordynuje swoja pozycje z szeScioma otaczajacymi

go towarzyszami lotu. Czas reakcji (zmiana kierunku) to 0,00001 sekundy.

Niby proste, a uwierzy¢ trudno. I cel takich lotéw jeszcze jest dyskutowany. . .
Tajemnica.

Ptaki, stale obecne wokél nas, dostarczaja niezmierzona przestrzen do prac
badawczych. Jak to sie dzieje, ze sowy — jedyne wérdd ptakow — lataja
bezszelestnie (mozna mierzy¢ akustyke tych lotéw)? Kto wymyslit mewom
procedure tupania w podmoklym terenie, ktére dzdzownice biora za wedrowanie
kreta i wychodza na powierzchnie? A tam juz tupiacy ptak czeka! Jakie ptaki
gniazduja w norach ziemnych, a taczna dlugosc¢ ich korytarzy w kolonii na
wyspach Farne ocenia si¢ na 80 km? Do danego gniazda przyzwyczajaja si¢

i wracaja na nastepny sezon legowy.

Maskonur — ptak wodny z rodziny alk, zagrozony wyginieciem, w kolorach jaskrawych,
pomaranczowych i czarno-bialych.

Mieszkancy jakiego kraju maja wylacznosé na zbiér najdelikatniejszego puchu
edredonéw? Koldra z tego puchu moze kosztowaé ¢wier¢ miliona euro?

Islandia. Polarng odziez wykonana z tego puchu wycenia si¢ lacznie na 30 mln euro. Puch podbiera
si¢ z wys$ciétki gniazda. Edredony to kaczki zyjace na wybrzezach mérz péinocnej poétkuli.

7 ptakami dzielimy okolo 50 genéw zwiazanych z mowa, ekspresja muzyczna

i épiewem. Spiew ptakéw nie jest wrodzony, muszg sie go nauczyé od rodzicéw.
W 1784 roku Amadeusz Mozart kupil szpaka, ktéry gwizdal melodie jego
koncertu g-dur, nim jeszcze koncert ten zostal publicznie przedstawiony. Przez
kolejne 3 lata byli ,muzycznie” nierozlaczni, a po Smierci ptaka Mozart napisal
0 nim pozegnalny wiersz.

Jest tez prawdziwa osoba, Sacha Dench, ktéra latala na motolotni z tabedziami.

Moze kojarzycie nazwisko, nosita je tajemnicza M. (Judi Dench, brytyjska aktorka) z filméw

o Jamesie Bondzie. Rosjanie lubig filmy o agencie 007 i pewnie dlatego udzielili zezwolenia na lot
wzdluz péilnocnych wybrzezy Syberii. Nie wykluczam, ze Sache¢ nasladowal Wtadimir Putin,
przeszkadzajac w locie (chyba?) zurawiom.

Labedzie Bewicka (bewiki) lecialy az do wysp brytyjskich, a Sacha towarzyszyla
im w calej tej drodze, ladujac tu i éwdzie, w Polsce tez. Przeleciata, z jednym
malym wypadkiem, 7 tysiecy km, przez 11 krajéw.

Ksiazka ,,Jej wysokosé ges” Jerzego Karczewskiego dostarczyla mi tych
wszystkich wiadomosci i anegdot w wielkiej liczbie. Czytatam ja w lipcu obok
karmnika z nasionami stonecznika, w okolicy lakowo-ogrodowej. Odwiedzaly
mnie sikorki, kowaliki, dziecioly, synogarlice, mazurki. Od czasu zachlannej
lektury tej ksiazki szukam ludzi, ktérych udatoby mi si¢ do niej zachecié. . .
Udalo sig?

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)
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Rozwigzanie zadania M 1653.
Jedno pytanie to za malo, gdyz dla
dowolnego a wielomiany P;(z) =z —a

i Po(z) = a — x dadzg te sama odpowiedz.

Okazuje sig¢, ze dwa pytania sg juz
wystarczajace! Na poczatku Malgosia
moze zapytaé¢ o warto$¢ s = P(1). Jest to
suma wszystkich wspdétczynnikéw
wielomianu P, zatem jest nie mniejsza od
kazdego ze wspétczynnikéw. Teraz
wystarczy poprosi¢ o ¢ = P(s + 1);
reprezentacja tej liczby w systemie

o podstawie s + 1 da Malgosi szukane
wspotczynniki wielomianu P.

Optymalizacja ruchu pojazdéw
za pomocg kwantowego wyzarzania
Pawel GORA*

W informatyce wielokrotnie spotykamy sie z sytuacjami, gdy tworzone
algorytmy sa w pewnym stopniu inspirowane przyroda. Mamy na przyktad
algorytmy genetyczne, mrowkowe, rojowe czy symulowane wyzarzanie. Okazuje
sie, ze obliczenia moga by¢ nie tylko inspirowane przez przyrode, ale réwniez
przez przyrode wykonywane!

Duzo méwi si¢ ostatnio o komputerach kwantowych, w ktérych obliczenia
przeprowadzane sa zgodnie z prawami mechaniki kwantowej i dzigki tym
prawom. Najmniejsza i niepodzielna jednostks informacji kwantowej jest kubit,
jest on odpowiednikiem bitu, bedacego podstawowa jednostka informacji

w przypadku komputeréw klasycznych. Stany kubitu moga by¢ formalnie
reprezentowane jako wektory jednostkowe w dwuwymiarowej przestrzeni
Hilberta nad cialem liczb zespolonych. Brzmi skomplikowanie? Co6z, wystarczy
wyobrazi¢ sobie, ze mamy 2-wymiarowa przestrzen punktéw oraz 2 wektory,
ktére oznaczymy jako |0) i |1) (beda one odpowiadaly wartosciom 0 i 1, tak jak
przy standardowych bitach w przypadku komputeréw klasycznych). Wektory

te stanowié¢ beda ortonormalng baze naszej przestrzeni (czyli ich norma to 1
oraz ich iloczyn skalarny to 0). Dowolny punkt naszej przestrzeni mozna wtedy
zapisaé jako |¢| = a |0) + b|1), gdzie a i b sa liczbami zespolonymi. Stany kubitéw
sa wektorami o normie 1 w tej przestrzeni, czyli zawsze bedzie |a|? + [b]?> = 1
oraz — o ile oba wspdélczynniki sa niezerowe — méwimy, ze stan kubitu jest

w superpozycji stanéw |0) i |1). Obliczenia kwantowe moga sprawié, ze zmieniaja
sie stany kubitéw, czyli zmieniaja sie wartosci a i b (zachowujac zalozenie, ze
la|? + |b]> = 1), a na koniec obliczen, aby otrzymaé wyniki, nalezy jeszcze wykonaé
pomiar, ktéry zaburza superpozycje — z prawdopodobiefistwem |a|? odczytamy
warto$é 0, a z prawdopodobiefistwem |b]? warto$é 1 (wynik obliczeri moze by¢
wiec niedeterministyczny). Oczywidcie w komputerze kwantowym mozemy mieé
wiele kubitéw (podobnie jak w komputerze klasycznym mamy wiele bitéw),
majac n kubitéw, mozemy przygotowaé stan bedacy superpozycja stanéw, ktére
reprezentuja wszystkie 2" liczby n-bitowe. Dzigki temu mozemy w pewnym
sensie wykonywaé¢ obliczenia na wszystkich tych liczbach jednoczeénie.

Czym doktadnie sa jednak te kwantowe obliczenia? Obecnie istnieja 2 gléwne
podejscia do obliczen kwantowych: bazujace na bramkach kwantowych
(analogicznie do bramek logicznych w przypadku komputeréw klasycznych)
oraz bazujace na algorytmie kwantowego wyzarzania w przypadku tzw.
komputeréow adiabatycznych. O modelach obliczen kwantowych Czytelnicy
Delty mogli przeczytaé¢ w artykule O modelach obliczeri komputerowych (A12),
a o kwantowym wyzarzaniu w artykule |[Kwantowe wyZarzanie ,klasycznej”
optymalizacji (réwniez Al2). Co ciekawe, te 2 modele obliczen sa réwnowazne,
mozna za ich pomoca wykonywaé takie same obliczenia (ale nie tak samo

i niekoniecznie w takim samym czasie). W tym artykule przedstawiam
interesujace zastosowanie kwantowego wyzarzania, przypomne wiec najpierw
jego gltéwne zaltozenia.

Jak wspomnialem, kwantowe wyzarzanie moze by¢ realizowane na komputerach
adiabatycznych (stowo ,adiabatyczny” oznacza, ze w trakcie obliczeni nie

ma transferu ciepla do ani z otoczenia). Waznym pojeciem zwigzanym

z obliczeniami adiabatycznymi jest Hamiltonian, ktéry w tym przypadku
mozna interpretowaé jako przyporzadkowanie danemu stanowi uktadu
fizycznego (np. ukladu kubitéw) jego energii. Pomysl obliczenn na komputerach
adiabatycznych bazuje na tym, ze mozemy stosunkowo tatwo przygotowa¢ uktad
poczatkowy kubitow, ktérego energia opisywana jest Hamiltonianem, dla ktérego
minimum osiggane jest wtedy, gdy wszystkie kubity sa w stanie superpozycji.
Nastepnie poprzez modyfikacje natezenia pola magnetycznego dzialajacego na
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Rozwigzanie zadania F 1010.

Niech masa meteoroidu wynosi m, masa
Ziemi M, a stala grawitacji G. Podczas
ruchu w polu grawitacyjnym Ziemi

zachowany jest moment pedu L = mugd.

Zachowana jest takze energia

catkowita E:

mu? GMm
2 T 2

gdzie r oznacza odlegtos¢ meteoroidu od

srodka Ziemi. Ostatnia réwnos$é wynika

z faktu, ze bardzo daleko od Ziemi

r — 00, energia potencjalna,

GMm/r — 0. W kazdym punkcie toru

ruchu predkos$é meteoroidu mozemy

roztozy¢ na skladows v,., réwnolegla do

odcinka laczacego srodki Ziemi

i meteoroidu, oraz skladowa vy do tego

odcinka prostopadla. Mamy:

L = mrvgy = mvugd oraz GM = gRQ. co

pozwala energi¢ calkowita zapisa¢ jako:

2
7717’0

'm,vg B m,’u;z, m U?r, gR*m
2 2 2 ro
W punkcie toru najblizszym Ziemi
(r = D) mamy v, = 0. Po skorzystaniu

z faktu, ze vy = vod/r, otrzymujemy
réwnanie na poszukiwang odlegtosé D:

U(zjd2 B 29 R? 2

D2 5 = Yo =
= D? + 2/952197(12:0.
Rozwigzaniem jest: ’
o (12+92R4_y]?,2

4
0

v, 02
Ziemi¢ oming (D > R) meteoroidy, dla

ktérych

2gR vy
d>Ry[1+ = =Ry[1+ -2,
vo o

gdzie vy oznacza druga predkosé
kosmiczng (predkos$é ucieczki
z powierzchni Ziemi): vf[ = 2¢gR.

ten uklad kubitéw mozemy doprowadzié¢ go do stanu, w ktérym energia ukladu
opisywana jest za pomoca innego Hamiltonianu, zwiazanego z problemem
obliczeniowym, ktéry nas interesuje i ktérego minimum odpowiadaloby
rozwiazaniu naszego problemu. Przy zalozeniu, ze zmiana natezenia pola
magnetycznego odbywa si¢ dostatecznie wolno i ewolucja uktadu kubitéw
odbywa sie adiabatycznie, uktad kubitow pozostanie caly czas w stanie
podstawowym, czyli w takim, w ktérym Hamiltonian (zmieniajacy sie tym
razem w czasie) caly czas bedzie osiagal minimum. Dzigki temu na koricu
kubity powinny réwniez by¢ w stanie odpowiadajacym minimum ostatecznego
Hamiltonianu, czyli powinny wskaza¢ nam rozwiazanie naszego problemu.
Proces ten mozna opisa¢ wzorem:

H(s)=(1—-s)Hy + sHy,
gdzie H jest Hamiltonianem poczatkowego uktadu kubitow, Hy jest
Hamiltonianem docelowego ukladu, a s jest liczba z przedziatu [0, 1]
odpowiadajaca natezeniu pola magnetycznego, zmieniajaca sie¢ w sposéb ciagly
w czasie od 0 do 1. Zmieniajac natezenie pola magnetycznego (a co za tym idzie
— rozwazany Hamiltonian) zachowujemy jednak caly czas warunek, ze kubity sa
w stanie, ktéry minimalizuje aktualny Hamiltonian ukladu. Wazna role w tym
procesie odgrywa zjawisko kwantowego tunelowania, dzigki ktéremu kubity
mogg zmienia¢ swéj stan, aby uklad ,przeskakiwal” z minimum lokalnego do
globalnego.

Taki model obliczen jest obecnie nieco idealistyczny, poniewaz w praktyce
trudno jest zapewnié¢ adiabatyczno$é¢ procesu obliczen, a odpowiednio wolne
tempo zmiany natezenia pola magnetycznego powodowaloby zbyt ditugi czas
obliczen. Oznacza to, ze w praktyce uklad moze nie by¢ w stanie pozostac

caly czas w optimum globalnym. Proces, ktory realizuje odpowiednik obliczen
adiabatycznych w Swiecie rzeczywistym, nazywany jest kwantowym wyzarzaniem,
a jego fizyczna realizacja jest obecnie dostepna w maszynach tworzonych przez
kanadyjska firme D-Wave. O szczegdlach tego rozwiazania mozna przeczytac
m.in. na stronach tej firmy, my zas zajmiemy sie¢ w dalszej czesci artykutu
obliczeniami, ktére mozna wykonywaé za pomoca kwantowego wyzarzania.

Okazuje sie, ze projektowanie algorytmow rozwiazujacych okreslone problemy
w przypadku kwantowego wyzarzania wyglada zupelnie inaczej niz w przypadku
tradycyjnych algorytméw projektowanych na maszyny Turinga (czy nawet

na komputery bazujace na kwantowych bramkach). W tym przypadku

istota jest odpowiednie sformulowanie problemu obliczeniowego, a doktadnie:
sformulowaniu go jako tzw. problem QUBO (Quadratic Unconstrained Binary
Optimization), czyli problem minimalizacji wielomianu kwadratowego wielu
zmiennych binarnych:

n 3
QUBO(.Tl, T2, T3, .- ,l‘n) = Z Z Qijifﬂ?j,
i=1 j=1
gdzie z; € {0,1}, Q;; € Rdla 4,5 € {1,...,n}. Przy takim sformulowaniu, problem
QUBO mozna nastepnie ,,przettumaczy¢” na model Isinga, ktéry jest modelem
ferromagnetyka, dla ktérego Hamiltonian odpowiada wtasnie sformutowaniu
QUBO. Dzigki temu dany problem ma juz okre$lona interpretacje fizyczna,
mozna ja ,zakodowacé” w komputerze kwantowym D-Wave. Dalej, zmieniajac
natezenie pola magnetycznego, sprawiamy, ze obliczenia wykonuje przyroda,
zgodnie z idea kwantowego wyzarzania, ewoluujac system zgodnie z rownaniem
Schrodingera.

Przyjrzyjmy sie zatem, jak mozna za pomoca QUBO i kwantowego wyzarzania
rozwiazywacé problemy optymalizacyjne. Zaprezentuje dos¢ prosty i pouczajacy
przyktad pochodzacy z pracy |Traffic Flow Optimization Using a Quantum
Annealer autorstwa naukowcéw z D-Wave i Volkswagena. Dotyczy on
zagadnienia optymalizacji kursowania taksowek w Pekinie. Naukowcy zbudowali
najpierw graf reprezentujacy rzeczywista sie¢ drogowa w Pekinie (oznaczmy
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Rozwigzanie zadania F 1009.
(a) Poczatkowo obaj kierowcy jada z ta
sama predkoscig v. Przyjmijmy, ze
podczas hamowania przyspieszenia obu
pojazdoéw takze sg jednakowe i wynosza
a = —gf, ale drugi kierowca rozpoczyna
hamowanie o 7 p6zniej niz pierwszy.
Odlegtos¢ miedzy pojazdami sg bedzie
»bezpieczna”, jesli podczas hamowania
odlegto$é¢ miedzy nimi bedzie stale
dodatnia. Od rozpoczecia hamowania do
zatrzymania pojazdu kazdy z nich
przejedzie taka sama odlegtosé, ale drugi
przejedzie odcinek vT, nim zacznie
hamowad, i o tyle zmniejszy si¢ odleglto$é
miedzy pojazdami w chwili, gdy oba juz
sie zatrzymaja. Wynika stad warunek
sp > vt. Dla 7 = 2 s oznacza to, ze

so > 0,55v [km/h].
Przy predkosci 100 km/h sg > 55 m.

(b) Droga s, jaka przejedzie kierowca od
chwili zauwazenia przeszkody (np. klody
lezacej w poprzek drogi) do zatrzymania
pojazdu wynosi

L2 42

s =vT + — =T
2a 2fg

i co najmniej taki odcinek drogi powinien
widzieé¢ kierowca, zeby unikna¢ zderzenia
z nieruchomg przeszkoda. Dla f=0,7,
g = 9,81 m/s? i predkoéci v = 100 km/h
otrzymujemy s > 55+ 56 m = 111 m. Na
mokrym asfalcie, gdy f =~ 0,3, drugi
sktadnik ro$nie do 131 m i s > 186 m.

Wizualizacja gestosci pojazdéw na poszczegdlnych odcinkach — po lewej
wynik dla poczatkowego ukladu tras, po prawej — dla tras znalezionych
za pomocy kwantowego wyzarzania (im ciemniejszy obszar, tym

wigksza gesto$é pojazddéw).

jego zbiér krawedzi jako S) oraz pozyskali dane o 418 przejazdach takséwek

z centrum Pekinu na lotnisko. Kazda trasa przebiegala przez pewne krawedzie
w grafie, trasy pochodzily z tygodnia kursowania takséwek (zbiér [T-Drive), ale
na potrzeby eksperymentu zalozono, ze przejazdy odbywaja sie mniej wiecej

w tym samym czasie. Dla kazdego przejazdu dodano 2 alternatywne trasy

(z tego samego miejsca do tego samego celu). Poczyniono réwniez zalozenie, ze
czas przejazdu przez dany odcinek drogi (krawedz grafu) jest proporcjonalny
do kwadratu liczby pojazdéw, ktére przejezdzaja przez dana krawedz (jest

to pewne uproszczenie, ale rozsadne z punktu widzenia tych badan). Celem
badan bylo znalezienie optymalnego (a przynajmniej lepszego niz poczatkowy)
uktadu tras dla tych samych pojazdéw, a wiec dla kazdego przejazdu trzeba byto
swybraé¢” taka trase (sposrdéd 3 mozliwych: poczatkowej oraz 2 dodanych), aby
minimalizowaé laczny czas przejazdu wszystkich pojazdéw. Jak mozna to zrobi¢
za pomoca kwantowego wyzarzania?

Przyjmijmy, ze mamy n = 418 pojazdoéw, kazdy z nich ma do wyboru 3 rézne
trasy, a g¢;; beda zmiennymi binarnymi okreslajacymi, czy pojazd i wybrat
trase j (dlai € {1,2,...,n}, j € {1,2,3}), czyli ¢;; = 1, jesli pojazd ¢ wybral
trase j, w przeciwnym razie g;; = 0. Dla kazdego pojazdu ¢ musi by¢ spetniony

warunek:
3 2
(Z Qij — 1) =0,
j=1

(1)
a poniewaz qu = ¢;; (dla mozliwych wartosci 0 i 1), wiec daje to warunek:
—qi1 — ¢i2 — ¢i3 + 2¢i1qi2 + 2¢i1¢i3 + qiagis + 1 = 0.

Przyjmijmy réwniez, ze cost(s) jest lacznym kosztem (czasem) przejazdu

wszystkich pojazdéw przez krawedz s, a B; jest zbiorem tych par (4, j), ktére

odpowiadaja trasom zawierajacym krawedz s. Zgodnie z zalozeniem, ze czas

przejazdu przez krawedz jest proporcjonalny do kwadratu liczby pojazdow, ktére

przejezdzaja przez dana krawedz, mozemy przyjaé, ze cost(s) = (>, qij)?.
(4,4)€Bs

W takim razie mozemy zdefiniowa¢ optymalizowana funkcje celu jako:

n 3 2
Obj = Zcost(s) + AZ(Z qij — 1) :
s€s i=1 j=1

Pierwszy sktadnik odpowiada sumie kosztow przejazdu przez wszystkie
krawedzie. Dodajemy drugi sktadnik z odpowiednio duza wartoscia parametru A,
aby zapewni¢, ze w optymalnym rozwiazaniu ten skladnik bedzie réwny 0, czyli
zapewnione bedzie spelnienie warunku dla wszystkich pojazdéw. Mozna juz
zauwazy¢, ze optymalizowana funkcja kosztu Obj jest sformutowaniem QUBO
dla 3n = 1254 zmiennych g;;. Autorzy pracy ,zakodowali” to sformutowanie
QUBO i przeprowadzili eksperymenty (kwantowe wyzarzanie) na maszynie

D-Wave 2X QPU. Obliczenia trwaly 22 sekundy,
po tym czasie udalo im sie znalez¢ rozktad tras
istotnie lepszy niz poczatkowy, co obrazuje ponizsza
grafika z tej pracy.

Kwantowe wyzarzanie nie jest doskonaty realizacja
obliczen adiabatycznych, nie mozemy by¢ wiec
pewni, ze za kazdym razem znajdziemy najlepsze
rozwigzanie. Poza tym, o ile wiele praktycznych
probleméw da si¢ zdefiniowaé¢ jako problemy
optymalizacji kombinatorycznej, to jednak nie
zawsze latwo jest znalezé odpowiednia reprezentacje
QUBO. Jest to jednak ciekawa alternatywa dla
obliczen klasycznych i przypuszcza sie, ze to
wlasnie kwantowe wyzarzanie moze przyczynié sie
do pierwszych praktycznych zastosowan obliczen
kwantowych.
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Kosinus kata mréwczg praca wyznaczany  Grzegorz DERFEL*

* Politechnika L.6dzka

L. .1

Rozwigzanie zadania M 1652.

"@’ '

Niech O bedzie srodkiem okregéw w i o.
Zauwazmy, ze dlugo$é odcinka QR jest
malejacg funkcjg kata XOQR, czyli
rosnacy funkcjg kata xOQP, wiec
réwniez rosnaca funkcja odleglosci
punktu O od prostej PR. Ta odlegtos¢
jest nie wigksza od dlugoéci odcinka OP
i jest rowna OP tylko wtedy, gdy
XOPR = 90°. Ta ostatnia réwnosé
definiuje nam poszukiwany punkt R.

Stonice jest pierwotnym zrédlem energii dla naszej planety. Znakomita jej
wiekszo$é, bo ponad 99%, zawarta jest w promieniowaniu elektromagnetycznym.
Widmo tego promieniowania, z maksimum w pasmie widzialnym, rozciaga sig¢
od nadfioletu do podczerwieni. Obejmuje fale o dlugosciach z zakresu od 100
do 4000 nm. Jest zblizone do widma ciala doskonale czarnego o temperaturze
okoto 6000 K, zwlaszcza w czegsci dlugofalowej. Dzigki tej energii srednia
temperatura powierzchni Ziemi wynosi okoto 15°C. Wielko$¢ tej energii okresla
sig iloSciowo tzw. stala stoneczng. Jest to energia docierajaca od Stonca do
gérnej granicy atmosfery ziemskiej przypadajaca na jednostke czasu i jednostke
powierzchni ustawionej prostopadle do kierunku promieni. Wbhrew nazwie

jej warto$é nie jest stala, zmienia sie¢ bowiem w ciggu roku w granicach +4%

z powodu zmieniajacej si¢ odlegtosci od Stonca. Jej srednia warto$¢ wynosi
1381,6 W/m?.

7Z praktycznego punktu widzenia istotna jest ilos¢ energii docierajaca do
powierzchni Ziemi. Na te ilo$¢ majg wplyw zjawiska zachodzace w atmosferze,
tj. pochlanianie i rozpraszanie energii. Uczestnicza w nich czasteczki gazow
atmosferycznych i czastki zawieszonych w atmosferze pylow i kropelek

wody. Energie dostarczang przez sumaryczne promieniowanie nazywa sie
nastonecznieniem lub insolacjg. To od niej zalezy temperatura, do jakiej
nagrzewa sie powierzchnia Ziemi, cho¢ wskutek odbicia nie cala energia zostaje
pochlonieta i zamieniona na ciepto.

Insolacja zalezy od wielu czynnikéw, miedzy innymi od polozenia Storica na
niebie, przezroczystosci atmosfery, zachmurzenia, wysokosci nad poziomem
morza i uksztaltowania powierzchni. Ilo$é¢ energii pochlonietej zalezy od rodzaju
nastonecznianej powierzchni i jej nachylenia wzgledem kierunku promieni
padajacych. Niech I oznacza energie niesiong przez wiazke o prostopadlym
przekroju S. Na jednostke takiej prostopadtej powierzchni przypada wtedy
energia I/S. Jesli ta sama wiazka pada na powierzchnie nachylong tak, ze
normalna do niej tworzy z kierunkiem promieni kat «, to energia rozklada
si¢ na obszar S/cos « i w konsekwencji na jednostke powierzchni przypada

I cos . Ta prosta prawidlowo$¢ ma znaczace konsekwencje. W skali globalnej
zachodzaca w ciggu roku zmiennos¢ kata padania promieni stonecznych

jest przyczyng zmian pér roku. W mniejszej skali czynnik cos « decyduje

o mikroklimacie, np. wplywajac w terenie pofaldowanym na jako$é upraw
winorosli. Przykladu o jeszcze mniejszej skali dostarcza opisana ponizej
obserwacja mrowiska.

Pospolite mréwki z gatunku Formica rufa buduja gniazda w postaci kopcow

z zeschlego igliwia i drobnych szczatkéw roslinnych. W stoneczny letni dzien,
gdy slonce oswietla kopiec, mozna zauwazy¢, ze mréwki przebywaja tylko

na czesci jego oSwietlonej powierzchni. Mozna wyroéznié $cisle ograniczony
obszar, ktérego mréwki zdecydowanie unikaja, pracujac tylko na pozostalej
czesci. Zachowanie takie wynika z ograniczonej odpornosci mréwek na wysoka
temperature. Badania wykazaly, ze maksymalna temperatura tolerowana przez
mréwki siega prawie 43°C. (Co ciekawe, jest ona o dwa stopnie wyzsza niz
stwierdzona doswiadczalnie temperatura, ktéra moze by¢ dla mréwek zabdjcza.
Robotnice ryzykuja wiec, poswiecajac sie pracy dla kolonii.) Temperatura,

w jakiej pracuja mréwki na powierzchni kopca, zalezy od energii zaabsorbowanej
przez te powierzchnie, a ta, bedac zalezna w znacznym stopniu od kosinusa
kata padania promieni stonecznych, wzrasta, gdy kat ten maleje. W upalny
dzien temperatura obszaréow o$wietlonych prostopadle przewyzsza 60°C.
Graniczna temperatura 43°C ustala sie na luku pewnej krzywej, bedacej
szczegblnym przyktadem izotermy. Z dobrym przyblizeniem mozna uznaé ja

za miejsce geometryczne punktow, w ktérych kosinus kata padania przyjmuje
okreslona krytyczna warto$c. Luk ten oddziela obszar pelnej aktywnosci
mrowek od obszaru calkowicie opustoszatego, bo zbyt rozgrzanego. Krzatanina
mrowek ograniczona tylko do wyodrebnionej czesci powierzchni mrowiska
uwidacznia w osobliwy sposob role kosinusa kata padania promieni stonecznych
o$wietlajacych powierzchnie.
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* Centrum Astronomiczne im. Mikolaja
Kopernika PAN

Cisnienie i gesto$é osiggaja maksimum
P., p. w centrum gwiazdy i tam
zmieniajg sie wolno, zatem ktadac

m =~ (4/3)mper® i dP = (4/3)mGp2r dr
dla malych r, unikamy dzielenia przez 0.
Wybierajac K, P. i krok promienia dr,
obliczenia mozna prowadzié¢ tak: dla r =0
kladziemy m[0] = 0, P[0] = P,

i obliczamy p., 6P i dm z i 7 skad
m[r + ér] = m[r] + édm oraz

Plr 4+ 6r] = P[r] + 6P i tak dalej. W tej
metodzie, zwanej metoda Eulera,
zakladamy jednak, ze zmiany parametréw
w czasie kroku nie wpltywaja na 6P i dm,
co wymaga bardzo malego kroku. To
jakby w ruchu jednostajnie
przyé$pieszonym, gdzie ds = (vo + gt)dt
przyja¢ jako $rednig predkosé v(t) = vo.

Ulepszeniem jest wersja metody
Rungego—Kutty, w ktérej oblicza si¢

P i m w potowie kroku (jak u Eulera,
tylko dla r + §r/2), a dopiero otrzymane
wartosci uzywa si¢ do obliczenia 6P i dm
dla calego kroku ér. Czytelnik moze si¢
przekonaé, ze podobne postepowanie dla
ruchu jednostajnie przyspieszonego daje
poprawny wynik dla paraboli

s = vot + gt?/2, stad drugi rzad tej
metody, RK(2). Z przyblizenia stalego p.
w pierwszym kroku otrzymujemy

8P = (4/3)wGp2(5r/2)6r i dalej:

m[or] = (4/3)mpe(6r)3

i P[or] = P. — (2/3)7mGp2(d1)2.

Réwnanie
dy = f(z,y) dz

!

Wartoéci poczatkowe
n=20
To, Yo, 6

Y
Wstepne pét kroku Eulera

8y" = f(@n,yn) 6z/2
2 =xp + 51/2
Y = yn + 8y’

Y
Petny krok RK(2)
oy" = f(a',y") oz
Tp41 = Tp + 6T
Ynt+1 = Yn + 0y"
n=n-+1

TAK

Schemat blokowy dzialania metody
RK(2)

Zagladamy do srodka gwiazdy
Alex SCHWARZENBERG-CZERNY*

Znanym paradoksem jest, ze o ile struktura Ziemi jest skomplikowana i do dzis
stabo poznana, to wiemy, ze gwiazdy sa w pierwszym przyblizeniu , kulami
gazowymi” — i tak wtasnie zatytulowal swoja ksiazke pierwszy badacz ich wnetrz,
Robert Emden. Przyjal on, ze zmiany ciénienia P i gestosci p w funkcji odleglosci
od $rodka r odbywaja sie przy zachowaniu relacji politropowej (politropowego
réwnania stanu):

1 P\ /D)
P(p) = Kp™ /™ czyli p(P) = () :

1) =

gdzie K i n sa stalymi, wynikajacymi z wtasnosci materii danej gwiazdy; na
przyklad relatywistyczny gaz zdegenerowanych (ciasno upakowanych) elektronéw
jest dobrze opisany przez politrope z n = 3. Poki co pominiemy doktadno$é tego
przyblizenia w ogblnym przypadku i skupimy sie na pokazaniu, jak w oparciu

o nie mozna samemu skonstruowaé model gwiazdy, uzywajac krotkiego programu
komputerowego. Zacznijmy od znalezienia stosownych réwnan opisujacych gwiazde.
Jedli przez m oznaczymy mase czesci gwiazdy zawartej w kuli o promieniu 7, to
powigkszajac ja o warstwe kulista o gruboéci dr, otrzymamy przyrost masy réwny
dm = 4nr?p dr. Przyspieszenie grawitacyjne na takiej powierzchni to g = Gm/r?,
gdzie G to stala grawitacji, poniewaz wplyw mas zewnetrznych znika zgodnie

z twierdzeniem Newtona. Zatem korzystajac ze szkolnego wzoru hgp na cisnienie
atmosfery o gestosci p i grubosci h, dostajemy w warstwie dr spadek ci$nienia
hydrostatycznego

(2)

Przed obliczeniami (patrz margines) pokazemy jeszcze, ze wygodnie je wykonywad,
wybierajac pewne umowne jednostki oraz zmienne bezwymiarowe 6, pu i &:

Gm

szdr oraz dm = 4wr?pdr.

dP = —

(3) p=plb, P=KpT/memtl p=r & m=muu, skad
nt1 _  peGmy (4 1)po" _pAmrd
(4) do =+, & d¢ oraz dp= E— ™€ dE,

gdzie r,, i m, mozemy zdefiniowaé¢, wymagajac, by wyroznione fragmenty
wynosilty 1, i otrzymujac
My, = pc4ﬂ'ri oraz 1, = ——=p

5
W nowych zmiennych warunki poczatkowe w centrum sprowadzaja si¢ do pu =0,
0 =1 dla £ =0, a ich przyblizenia dla malych £ wynosza

_13 7n—|—12
(6) p=3E -5 &

Stad i z (4)) wynika, ze teraz rozwiazania na y i 6 zaleza tylko od n. Rozwiazanie
rozcigga si¢ az do powierzchni, gdzie dla & = & mamy 0" = 0 oraz pu = p;.

> Kn+1) (1/n—1)

c

ot =1

Do wykonania obliczenn mozna si¢ postuzy¢ krétkim programem napisanym

w jezyku python do éciagniecia ze stron autora. Obliczenia wykonujemy,
korzystajac z réwnan , startujac z wartosci otrzymanych z @ Program rysuje
wykresy przebiegu ci$nienia i gesto$ci w gwiezdzie, przyktad wykresu na nastepnej
stronie. Zestawienie doktadnych wynikow na powierzchni dla réznych n miesci
tabela pod wykresem.

Dotad nie korzystaliSmy z praw rézniczkowania poza oczywistym d(cz) = cdz,

z warunkiem ¢ = const. Analityczne rozwigzania réwnan Emdena istnieja dla
trzech wartoéci n = 0,1,5: 00 =1 —£2/6, ) = sin /€ oraz ) = (1 + £2/3)~1/2,
To ostatnie rozwiagzanie jest graniczne: & = oco. Dla n > 5 fizyczne rozwiazania nie
istnieja, bo wykres 6 nie przecina osi . By sprawdzié¢ te rozwiazania i wyrazi¢

u przez 0, trzeba jednak skorzystaé z prawa rézniczkowania dz® = ax® ! dx,
wynikajacego z dwumianu Newtona (z + dz)% — 2% ~ 2% + az® Yoz + - -+ — 2.
Uzyjemy go tylko w tym akapicie i jego znajomos¢ nie jest potrzebna w dalszej
czeéci. Wowcezas lewa strona przybiera postaé (n + 1)6™ df, co po uproszczeniu
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GWih—F—F—— T po obu stronach daje rozwiazanie:
- dé
- 2
0,81 - (7) H==¢
' '/‘ . . . . . 5 . . . .
06 7/ Majac z obliczen & i p1 na powierzchni, rzeczywisty promien R i mase gwiazdy M
, / . . 1-n)/(2n) . 1-n/3
J/ obliczamy z |D otrzymujac R = r,&; ~ p£ RASEEW Y= My 1 ~ pg n/3),
0,41 /o — estost Eliminujac p., otrzymujemy:
) o o 1 [Kn+D1" .5
0,21 7 (8) MM IR = — Knt+1) e = const.
/ 4m G
SO B 0o 7 7 . ’ 7
LAY e — | ‘ I | W podobny sposéb érednia gestosé (p) to M/(%’/TR?’) = 3pcp1 /&3, skad przy
00 02 04 06 08 1,0
, , L , 0 pomocy
3
Wykres dla n = 3 (9) Pc. _ 61 oraz & _ Gm, _ GM 571
(p)  3m pe  (n+l)rn  (n+1R
Parametry gwiazd politropowych: , Zaleznosé [§] jest bardzo wazna i moze byé weryfikowana w oparciu o obserwacje
n & K1 ) astronomiczne. Odwracajac problem, dla znanych M i R oraz n mozna obliczy¢
0,0  2,44949  4,89898 1,00000 Peci K.
0,5  2,75270  3,78865 1,83514 , ) ) ) . . . . ,
1,0 314159  3,14159 3,28087 2 réwnania wynika, ze dla n = 3 gwiazda o danej masie zachowujac réownowage
;78 Zggg;? g»ﬁ‘llgg 1?74918%2 mechaniczng (hydrostatyczng), moze przyjmowaé rézne promienie. Oznacza to,
25 535528 218720 2340646 2€ jej réwnowaga jest obojetna. Mozna pokazaé, ze w réwnowadze trwalej sa
3,0  6,80685  2,01824 54,18248  kule gazowe dla n < 3. Przykladem jest Ziemia o wnetrzu zlozonym z cieklych

3,5 9,53581 1,89056 152,88366 tali. odzi todé Kkt . . . s . s e .
4,0 14,97155 1,79723 622,40788 metall, gdzie gestosc praxtyczile 1ie zmienla sSi¢ 7z cisnieniem, co oznacza

45 31,83646 1,73780 6189,47313 n = 0 w réwnaniu (I)). Natomiast dla n > 3 gwiazda nie jest trwala: ulega
5,0 o 1,73205 e albo rozproszeniu, albo kurczy si¢ do momentu, w ktérym zmiana wtasnosci

Wynik dla n = 5 pochodzi z rozwigzania sprasowanego gazu spowoduje n< 3.

analitycznego.
Uzywajac réwnania @, mozna takze obliczy¢ temperature w centrum gwiazdy.
Skorzystamy z réwnania stanu gazu doskonalego, zapisanego jako P = kT p/p,,
gdzie pg to masa czasteczki gazu, a k to stala Boltzmanna. Jesli m i V' to masa
i objetodé gazu, to gestos¢ jest m/V, a stala liczba Avogadro N jest iloScia
czasteczek w molu, to Npg jest masa mola; zatem liczba moli to ¢ = m/(Npg)
i stala gazowa jest rowna R = kN, to podstawiajac, otrzymujemy PV = qRT, czyli
zwykla posta¢ rownania gazu. Wstawiajac do @D, dostajemy
(10) E:ch: GM é
pe kg (MEDR
Dla Stonica w przyblizeniu mozna uzy¢ n = 3, cho¢ naprawde n jest nieco mniejsze
i zmienia si¢ z promieniem. Wyjaénienie, dlaczego tak si¢ dzieje, to temat na inna
opowiesé: o poréwnaniu gwiazd zwyklych (takich jak Storice) i ,kwantowych”, czyli
biatych kartéw.

Drugie prawo Keplera i owale Newtona.
Kontrowersje wokél Lematu XXVIII w Principiach

*Instytut Matematyki Stosowanej GTZGQOTZ L UKA SZE W]CZ *7 MZkOZCl] S[ERZEGA *

i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski
Drugie prawo Keplera, méwiace o tym, ze w réwnych odstepach czasu promien

wodzgcy planety, poprowadzony od Slotica, zakresla réwne pola (patrz ilustracja

na nastepnej stronie), bylo w duzym stopniu ignorowane w astronomii
przednewtonowskiej. Na przyktad w dziele Astronomia Carolina, z ktérego
korzystal Newton, jest ono wyraznie nieobecne. Wynikalo to z jego niewielkiej
przydatnosci do obliczen potozenia planet na ich orbitach. Zalézmy, ze znamy
okres T obiegu planety po orbicie eliptycznej. Promien wodzacy planety zakreslit
w tym czasie znane pole S = wab, gdzie a i b sa poélosiami elipsy. Rozpoczynajac
wedréwke po orbicie w danym punkcie @, po czasie T jesteSmy znowu w Q.
Polozenie to jest funkcja czasu obiegu T, jak i pola S zakreslonego w tym

czasie przez promien wodzacy planety. Korzystajac z drugiego prawa Keplera,
mozemy teraz znalezé pole s sektora zakre$lonego przez promien wodzacy planety
w dowolnym odcinku czasu o dlugosci t. Wydawaloby sie, ze w tym ogdlnym
przypadku mozna takze tatwo wyrazi¢ i obliczy¢ potozenie P planety na jej orbicie
Johannes Kepler (1571-1630) jako funkcje czasu t lub zakreslonego w czasie t pola s. Okazuje sig, ze tak nie jest.
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Ilustracja drugiego prawa Keplera.
Przestepna jest np. relacja

F(z,y) =2y +sinz =0,
gdzie

z3 z®

sing =z — —
3! + 5!
w odréznieniu np. od relacji
wielomianowej

G(x,y):yz—;v+2;ﬂ3 =0.

I. Bernarda Cohena.

W swoich Principiach, czyli Matematycznych Zasadach
Filozofii Naturalnej, Newton argumentowal, ze z drugiego
prawa Keplera nie da si¢ scisle obliczyé potozenia planety
na orbicie ze wzgledu na przestepnosé wspomnianej
wyzej funkcji. Rozumowanie Newtona dotyczylo zreszta
duzo szerszej od elips klasy toréow owalnych, nazywanych
w dyskusjach owalami Newtona.

Poniewaz Newton nie okreslit doktadnie, co rozumie przez
owal, jego argumentacja zostala podwazona poprzez
kontrprzyklady. Jeden z pierwszych podal Gottfried
Leibniz. W kazdym razie w przypadku elips Newton mial
racje. Fascynujaca historia kontrowersji wokét ponizszego
Lematu XXVIIT Newtona jest opisana w artykule Bruce’a
Pourciau.

Lemat XXVIII (Principia, Ksiega 1) Nulla extat figura
Ovalis cujus area rectis pro lubitu abscissa possit per
@quationes numero terminorum ac dimensionum finitas
generaliter inveniri. [Nie istnieje figura owalna taka, ze
pola wszystkich jej segmentow odcietych przez dowolne

A

tego owalu.

osi y.

Przyklad 2. Rozwazmy teraz parabole y = =
D odciety prosta y = ¢, ¢ > 0. Nie jest to przypadek najogélniejszy, ale sprawdzamy,
ze pole S tak okreslonego obszaru wyraza sie poprzez c zaleznoscia

Relacja F(P,S) = 0 wiazaca polozenie P planety na orbicie z polem S sektora
(lub z czasem zakreslenia sektora, gdy skorzystamy z drugiego prawa Keplera) jest
przestepna i jej obliczenie prowadzi do szeregéw nieskonczonych.

Praktyczne obliczenia wymagalyby stosowania aproksymacji bardziej ktopotliwych
rachunkowo od innych, obmyslonych w tamtych czasach, metod obliczania
potozenia planet na orbitach. W dodatku sama eliptycznosé orbit, ze Storicem

w jednym z ognisk elipsy, stanowiaca tres¢ pierwszego prawa Keplera, byla jeszcze
kwestionowana. Przykladowo dyrektor Obserwatorium Paryskiego, Giovanni
Domenico Cassini, probowat przeforsowaé¢ krzywe swego wlasnego pomyshu, znane
jako owale Cassiniego.

7 kolei trzecie prawo Keplera, mowiace o tym, ze stosunek kwadratu okresu obiegu
planety wokdt Storica do szescianu $redniej odleglosci od Storica jest staly dla
wszystkich planet w Ukladzie Stonecznym, byto doéé¢ powszechnie przyjete, co
wynikalo z jego zgodnosci z obserwacjami. Historia recepcji praw Keplera jest
dos¢ skomplikowana i ma wiele watkéw. Spéjny opis mozna znalezé np. w ksiazce

proste mozna wyznaczy¢ w sposob ogélny jako rozwiazania
réwnan wielomianowych).

Mozemy to rozumieé tak, ze jesli dowolna prosta

azx + by = ¢ odcina z danego owalu segment o polu S,
to nie istnieje réwnanie wielomianowe W (S, a,b,c) =0
wiazace pole S ze wspdlczynnikami a, b, ¢ réwnania tej
prostej.

Prawdziwos¢ tego lematu, w przypadku elipsy, implikuje
trudnosci z zastosowaniem drugiego prawa Keplera do
obliczania potozenia danej planety w dowolnej chwili.

Kontrowersje co do samego lematu wynikaja z watpliwosci,
co rozumial Newton przez ,figure owalna”. Juz Bernoulli,
Huygens i Leibniz nie mieli co do tego pelnej jasnosci,
natomiast ,,dowdéd” Newtona zdawal sie pasowaé do
dowolnej zamknietej figury. Cheac sie temu zagadnieniu
doktadniej przyjrzeé, w tym artykule podamy przyktady
Hfigur owalnych”, dla ktérych lemat jest prawdziwy badz
falszywy. Oryginalny ,,dowéd” Newtona mozna znalezé

W jego magnum opus.

y Przyktad 1. Rozwazmy kolo, ograniczone okregiem 22 4 y? = a2, i jego gérny
segment odciety prosta y = ¢, 0 < ¢ < a. Jezeli przez S oznaczymy pole tej czesci,
to mozna obliczy¢, ze

2

a . C
S:Tl'?*a2arCSln**C\/(1*C\/a+C.
a

W przypadku kota jest to ogdlna sytuacja, stad Lemat XXVIII jest prawdziwy dla

Powyzsza zalezno$¢ jest przestepna, gdyz nie da sie jej sprowadzi¢ do zaleznosci
wielomianowej. Wykonujac obrét kota, a nastepnie splaszczajac je poprzez
transformacje (z,y) — (z,2), z = gy, otrzymujemy ogélny wzoér wiazacy pole
segmentu elipsy o pélosiach a, b, b < a odcietego przez przecinajaca ja prosta.

2 i ograniczony segment nad nig

952 — 16¢% = 0,

a zatem Lemat XXVIII nie jest prawdziwy dla paraboli. Mozna powiedzie¢ —
zgoda, ale parabola nie jest owalem zamknietym. Mozna jednak uzyskaé (wypukly)
S owal zamkniety, zakrywajac ja z géry czescig okregu o promieniu np. 2 i srodku na

> Taki okrag styka sie z nasza parabola w dwoch punktach i tatwo wykazaé, ze
wspoélezynnik kierunkowy stycznej do uzyskanej figury owalnej zmienia sie

w sposéb ciagly. Mamy zatem gladki (na oko) owal, wypukly, zamkniety, ale
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przyktad 2 pokazuje, ze Lemat XXVIII nie jest prawdziwy dla tego owalu, bo
odcinanie wycinka paraboli daje zalezno$¢ algebraiczna.

Przyklad 3. Warto jeszcze sprawdzié, jak to jest dla hiperboli, nastepnej krzywej
stozkowej istotnej w astronomii planetarnej. Niech y = % i niech prosta y = —ax +b
odcina z hiperboli segment ograniczony. Latwo sprawdzi¢, ze w zaleznosci pola S
od a, b pojawi sie funkcja logarytmiczna. Zatem zalezno$¢ miedzy polem wycinka

i parametrami prostej go odcinajacej z hiperboli jest przestepna. Zauwazmy, ze
nasz ,owal” nie jest zamkniety.

Zapyta¢ mozna, czym w istocie rézni si¢ okrag od krzywej I' stanowiacej zamkniety
\ v=az+0d owal z przykladu 2. Zaréwno okrag, jak i krzywa I' sa krzywymi algebraicznymi

(mozna zalozyé, ze tylko takie rozwazal Newton — Pourciau, str.5), zadanymi
réwnaniami wielomianowymi postaci W(x,y) = 0. Dokladniej, nasz okrag jest dany
réwnaniem

(11) 2? +y* —a® =0,

a kazdy punkt krzywej I' spelnia réwnanie

(12) (y —=?) (:p2 + (147 —y)2 —4) =0.

Moze istotnej réznicy nalezy sie doszukiwaé¢ w fakcie, ze réwnanie zawiera

w sobie nie tylko nasza krzywa I', ale tez ,wasy”, jeden bedacy pdlokregiem,

a drugi, ten nieskonczony, kawalkiem paraboli. Naprowadza nas to na wlasnos¢
jednoznacznosci, odrézniajacej wykresy réwnan i . Poruszajac sie po
wykresie rOwnania , nie mamy wyboru, pozostajemy na naszym owalu. Inaczej
jest w przypadku wykresu réwnania , gdyz mozemy zboczy¢ na ktorys

z ,waséw” na rozwidleniu w ktoryms z dwoch punktéw styku paraboli z okregiem.
Jest to wlasciwy $lad, bo taka niejednoznacznosé nie moze zdarzy¢ si¢ na krzywych
analitycznych, ktére sa w szczegdlnoscei nieskoriczenie gladkie. A krzywa I' jest
gladka tylko na oko!

Yy
b Jedli umiescimy lokalny kartezjanski uktad wspoétrzednych na krzywej I' w punkcie
styku paraboli z okregiem, tak aby styczna do niej w tym punkcie stanowita o$
odcietych, a prostopadta do stycznej w tym punkcie o$ rzednych, to wykres krzywej I'
!

b

«@ F g = w otoczeniu tego punktu nie jest w naszym lokalnym uktadzie wspoétrzednych
wykresem funkcji posiadajacej wszystkie pochodne. Latwo sprawdzié, ze w punkcie
styku nie istnieje juz druga pochodna.

Analityczno$é krzywej mozemy okresli¢é w tym jezyku nastepujaco. W kazdym
Sektor FQP o polu S i punkt P. punkcie krzywej, w lokalnym uktadzie wspotrzednych kartezjanskich opisanym
wyzej, krzywa stanowi wykres funkcji majacej lokalnie przedstawienie w postaci
szeregu potegowego y = a1x + azx® + azx® + ...

Y Powracamy teraz do drugiego prawa Keplera i zmagan Newtona ze znalezieniem
potozenia P planety w dowolnej chwili ¢, liczonej od przejscia przez perycentrum
P’ na orbicie eliptycznej o poétosiach a, b, przy zalozeniu, ze czas pelnego obiegu
s planety po trajektorii (okres obiegu) T jest znany. Relacja wiazaca P i ¢ zadana
B Xa . jest stynnym rownaniem Keplera

M =FE —esinFE,
okrag gdzie M = jest anomaliq Sredniq, E jest anomalig mimosrodowq, a € jest
pomocniczy mimosrodem orbity.

a
f
&O T,

Mamy M = %’Tt, gdzie czas t jest zwigzany drugim prawem Keplera z polem S

Konstrukeja rozwigzania wykorzystujaca  gektora elipsy zakreslonego przez promierr wodzacy planet;
réwnanie Keplera. psy g0 P p acy p Y,

S 2mab

t T
Literatura 7 powyzszych wzorow widac, ze relacje wiazace pole zakreslonego w czasie t
Jerzy Kierul: Kepler, PTW, 2007. sektora elipsy, a takze sam czas t z anomalig mimosrodowq E, sa przestepne.
Jerzy Kierul: Newton, PIW, 2010. Obli . lii . ‘rod . . , Kk . . 1 "
L B. Cohen: The Newtonian Revolution, iczenie anomalii mimosrodowej mozna uznaé za wskazanie miejsca planety
CUP, 1980. na orbicie (patrz rysunek). Znajac E, obliczenie wspélrzednych punktu P

I. Newton: Matematyczne Zasady . i . . . . s 3
Filozofii Prayrody, Krakow 2011, sprowadza sie do prostego rachunku. Chcac obliczy¢ E w danej chwili czasu ¢,

B. Pourciau: The Integrability of Ovals: ~ Obliczamy M i dalej obliczamy E z réwnania Keplera. Dla tego ostatniego

Newton’s Lemma 28 and Its obliczenia Newton zastosowal metode aproksymacji, ktéra obecnie nazywamy
Counterexamples, Arch. Hist. Exact Sci. h

55 (2001) 479-499. metodag Newtona—Raphsona.

D.T. Whiteside (ed.): The mathematical . . - .
papers of Isaac ](vew)ton’ vol. 6, CUP O glebszych aspektach probleméw przedstawionych powyzej postaramy sie
1974. (Article VI). opowiedzie¢ w nastepnym artykule.
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Redaguje Marcin E. KUCZMA

807. Dane sg liczby A, B > 0; AB < 1. Funkcje f: R = R, g: R — R spelniaja
dla wszystkich z,y € R warunki

[f@) = fWl<A-jo—yl, lg9@) -9 < B[z -yl
przy czym f jest roznowarto$ciowym odwzorowaniem zbioru R na caly zbiér R;
ma wiec funkcje odwrotnag h: R = R (f(h(z)) = h(f(z)) = x). Udowodnié, ze
funkcja g + h tez jest réznowartosciowym odwzorowaniem zbioru R na caly
zbiér R.
808. Znalez¢ wszystkie pary liczb wymiernych x,y > 1 spelniajacych réwnanie
¥ = zy.
Zadanie 808 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.

Rozwigzania zadan z numeru 6/2020

803. Dane sg liczby rzeczywiste a > b > 0. Udowodnié, ze zbiér liczb 804. Niech p bedzie liczbg pierwsza; p > 2. Dla liczby calkowitej r
rzeczywistych x spelniajacych réwnanie |az + b] = |bx + a] zawiera niech A, oznacza zbidr takich permutacji (z1,...,zp) zbioru
pewien przedzial dlugosci 1/a. Pokazaé tez, ze dla dowolnej liczby wszystkich reszt (mod p), ze

b > 0 mozna znalez¢ liczb¢ a > b tak, by rozwazany zbiér zawieral 1 +2x2 4+ ...+ pry, =1 (mod p).

przedzial dlugosci wickszej niz 1/a.

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
797 (WT = 2,57) i 798 (WT = 2,11)

z numeru 3/2020

Btazej Zmija Krakéw
Michal Adamaszek Kopenhaga
Janusz Fiett Warszawa
Zbigniew Skalik Wroctaw
Franciszek S. Sikorski Warszawa
Pawel Burdzy Warszawa
Marek Spychata ‘Warszawa
Jakub Wegrecki Krakéw
Andrzej Kurach Ryjewo
Marcin Matogrosz Warszawa
Karol Matuszewski Rawicz

Trzej Panowie mijaja lini¢ magiczng 44 p.:
Michal Adamaszek po raz pigty —
Weteran od 17 lat (potem dluga przerwa);

48,34
47,63
44,67
43,94
41,91
41,58
40,62
39,40
38,41
36,93
36,19

Janusz Fiett po raz trzeci — Weteran

od dzis; |
Blazej Zmija — nowy przybysz do
K44M!

Dowiesé, ze jedli 0 < r < s < p, to zbiory A, i A; sa réwnoliczne.

803. Dla ustalonej liczby catkowitej n przedzial I, = [2=2, 2t1=b) jest zbiorem

tych liczb «, dla ktérych |ax + b] = n, za$ przedzial J,, = [”g“, "*;’“) jest
zbiorem tych z, dla ktérych |bx + a] = n. Nalezy wykazaé, ze dla pewnego n
czes¢ wspllna I, N J,, zawiera przedzial dlugosci 1/a. Poniewaz przedzial I,, ma
taka wtasnie dlugos$¢, wystarczy, zeby byt on zawarty w J,,. Taka inkluzja ma
miejsce, gdy jednoczesnie zachodza nieréwnosci 20 > nze  nkl=b < ndja
Po prostym przeksztalceniu ta koniunkcja przybiera postaé

n(a—b) <a? —b* < (n+1)(a—0b);
wobec zalozenia a > b jest to réwnowazne nieréwnoéci podwdéjnej
(1) n<a+b<n+l.
Zatem dla n = |a + b] rozwazany w zadaniu zbiér zawiera przedzial I,
dlugosci 1/a.

W dalszej czeSci zadania nalezy wykazaé, ze dla kazdego b > 0 istnieje liczba

a > b, dla ktérej rozwazany zbidr zawiera przedzial dluzszy niz 1/a. W tym celu
bierzemy dowolng liczbe a > b taka, ze a + b jest liczba caltkowita. Wowczas
kazda z liczb calkowitych n = a + b oraz n = a + b — 1 spelnia warunki (1).

Dla pierwszej z tych liczb dostajemy przedziat I,, = [1, 1+ %), zas dla drugiej
I, = [ — %, 1); i kazdy z tych przedzialéw zawiera sie w rozwazanym zbiorze.
Laczac je, dostajemy przedzial dlugosci 2/a; wiec wiekszej niz 1/a; a o to
chodzito.

804. Teza wynika wprost z tego, ze mnozenie przez element niezerowy jest
bijekcja ciala Z,. W jezyku bardziej elementarnym: jesli (x1,...,zp) jest

permutacja zbioru {0,1,...,p—1}, za$ r jest elementem zbioru {1,...,p—1},
to reszty z dzielenia liczb rxq,rxo, ..., 2, przez p sa wszystkie rézne — tworza
wiec takze permutacje zbioru {0, 1,...,p—1}. Przy tym jesli wyjsciowa permutacja

nalezala do zbioru A; — czyli spelniala zaleznos¢ Y %_, iz; =1 (mod p) — to
po pomnozeniu wszystkich jej wyrazéw przez r utworzy permutacje, w ktérej
analogiczna suma przystaje do r — czyli permutacje nalezaca do zbioru A,.

Zostalo w ten sposéb okre$lone odwzorowanie ze zbioru A; do zbioru A,.

Ono jest odwracalne; wezmy bowiem element ¢t € {1,...,p—1}, dla

ktérego rt =1 (mod p) (taki element ¢ istnieje, bo reszty z dzielenia liczb

r,2r, ..., (p—1)r przez p sa wszystkie rézne i niezerowe). Jesli teraz permutacja
(Y1, -, Yp) znajduje sie¢ w zbiorze A,, to po pomnozeniu wszystkich wyrazéw
przez t znajdzie si¢ w zbiorze A;. Uzyskane odwzorowania A; — A, (mnozenie
przez r) oraz A, — A; (mnozenie przez t, gdzie rt = 1) sa wzajemnie odwrotne.
To dowodzi, ze zbiér A, jest réwnoliczny ze zbiorem A;. Skoro tak jest dla
kazdej niezerowej reszty 7, znaczy to, ze wszystkie zbiory A;,..., A,—1 sa
rownoliczne.
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Klub 44 F

Termin nadsylania rozwigzan:

31 XII 2020

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
692 (WT = 2,39), 693 (WT = 1,45)
694 (WT = 3,19), 695 (WT = 2,23)

z numeréw 2/2020 i 3/2020

Pawel Perkowski  Ozaréw
Michal Kozlik Gliwice
Tomasz Rudny Poznan

Krzysztof Magiera Losiéw
Jacek Konieczny  Poznan
Ryszard Wozniak Krakow
Aleksander Surma Myszkéw
Stawomir Bué Mystkéw
Tomasz Wietecha Tarnéw
Jan Zambrzycki Biatystok

3—44+9,03
42,82
41,38
39,55
31,13
31,10
27,75
25,72
24,58
23,16

Zadania z fizyki nr 704, 705
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

704. Waska monochromatyczna wiazka $wiatla laserowego pada prostopadle
na siatke dyfrakcyjna, ktorej szczeliny ustawione sg pionowo. Jak zmieni sig
obraz interferencyjny na ekranie, gdy siatke obrécimy o kat ¢ < 7/2 wokdl osi
réwnoleglej do szczelin siatki?

705. W jednorodnej kuli o promieniu 2R i gestoéci p znajduje sie wspotérodkowa
kulista wneka o promieniu R. Znalez¢ energie potencjalna punktu materialnego
o masie m znajdujacego sie w wydrazeniu, w odleglosci R/2 od $rodka
wydrazonej kuli. Oddzialywania zewnetrzne zaniedbujemy.

Rozwigzania zadan z numeru 6/2020

Przypominamy tresé zadan:

700. Jedna okladka powietrznego kondensatora ptaskiego o pojemnosci ¢ jest nienatadowana, druga
jest naladowana tadunkiem g. Okladki polaczono przewodnikiem o duzym oporze. Ile ciepta wydzieli
si¢ w przewodniku po dlugim czasie? Rozmiary okladek kondensatora sa bardzo duze w poréwnaniu
z odleglo$cig miedzy nimi.

701. Mieszanina gazéw ztozona z my = 100 g azotu oraz nieznanej masy tlenu zostala poddana
sprezaniu izotermicznemu w temperaturze T = 74,4 K. Wykres zaleznosci ci$nienia tej mieszaniny
od jej objetosci przedstawia rysunek 1. Znalez¢é mase tlenu oraz cis$nienie pary nasyconej tlenu

w temperaturze T. Przy ci$nieniu normalnym 7' jest temperaturg wrzenia cieklego azotu, a tlen wrze
w wyzszej temperaturze.

700. Przyjmijmy, ze ladunek ¢ jest dodatni, co nie zmniejsza ogélnosci rozwazan.
Linie pola elektrycznego przed polaczeniem oktadek przedstawione sa na
rysunku 2. Zgodnie z prawem Gaussa warto$¢ wektora natezenia E = q/(2¢05),
gdzie ¢ jest przenikalnoscia elektryczng prozni, a S powierzchnia oktadek.

Po potaczeniu napiecie miedzy oktadkami wynosi zero, znika wiec pole miedzy
okladkami, a ladunki na obu oktadkach sa réwne ¢/2. Linie pola elektrycznego
po polaczeniu przedstawia rysunek 3, pole elektryczne na zewnatrz kondensatora
jest takie samo jak przed polaczeniem, czyli jego energia nie zmienia sie.

Rys. 1 Przed potaczeniem pole miedzy okladkami jest takie samo jak w kondensatorze
0 natladowanym ladunkiem ¢/2. Cieplo wydzielone na oporniku jest réwne energii
> .
1 takiego kondensatora: W = ¢*/(8c).
701. Z wykresu na rysunku 1 wida¢, ze dla objetosci V' < V; tlen i azot
skraplaja sie, a cidnienie jest stale i réwne sumie ci$nien par nasyconych tlenu po
i azotu pny w temperaturze T, gdzie T jest temperatura wrzenia ciektego azotu
pod cignieniem normalnym p, = 10° Pa, zatem p; = po + p.. Dla objetoéci
V1 <V < V5 nastepuje skraplanie jednego z gazéw, a dla objetosci V > V; pary
E E obu gazdw sg nienasycone.
Rys. 2 Zal6zmy, ze w punkcie (p1, V1) rozpoczyna sie skraplanie azotu, a w punkcie (po, V)
skraplanie tlenu. Wtedy ps = po + pon, gdzie pon jest ciSnieniem pary nienasyconej
/2 /2 azotu w punkcie (pa, V2). Poniewaz dla objetosci Vi < V' < V5 azot jest tylko w stanie
gazowym, zachodzi zwiazek ponVa = p, V1. Zgodnie z wykresem pan = p, /2 oraz
p1/p2 =T7/4= (o + pa)/(po + pa/2). Stad po = pa/6 = 17kPa.
Przy zalozeniu, ze tlen zaczyna sie skrapla¢ w punkcie (p1, V1), otrzymaliby$my
wynik po = 6p,, sprzeczny z faktem, ze tlen wrze w temperaturze wyzszej niz
azot, czyli ciSnienie jego pary nasyconej w temperaturze T powinno by¢ nizsze
niz pg.
Mase tlenu mo mozna znalezé z réwnan Clapeyrona: poVe = moRT /puo oraz
paVi = myRT /un , gdzie R jest stala gazowa, a po, py masami molowymi tlenu
: [
Rys. 3 i azotu. Stad mo = 38g.
Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie wspoélczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie
do konica miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, 0s6éb, ktore nadestaly rozwiagzanie choéby jednego zadania z danego
dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach, i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Mozna je przesyltaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
deltalmimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
w skali od 0 do 1 z doktadnosciag do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez deltami.edu.pl.
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Prosto z nieba: 30 lat
teleskopu Hubble’a

Niebo w pazdzierniku

W kwietniu 2020 roku $wiatowe media byly przede wszystkim skupione

na pierwszej fali pandemii COVID-19, dlatego wazny dla spotecznosci
astronomicznej jubileusz pozostal nieco w cieniu zmagan ze skutkami wirusa.
Mam oczywiscie na mysli 30-lecie Kosmicznego Teleskopu Hubble’a (Hubble
Space Telescope, HST), ktory zostal umieszczony na orbicie 25 kwietnia

1990 roku; start promu Discovery z teleskopem Hubble’a na pokladzie nastapit
dzien wczeéniej. HST nie jest najwiekszym ani tez pierwszym w historii
teleskopem kosmicznym, jednak przez 3 dekady swojej pracy zyskal rzadki
status niemalze ikony nowoczesnego urzadzenia astronomicznego i jest
rozpoznawany zarowno przez specjalistow, jak i laikow. Teleskop Hubble’a nosi
imie astronoma Edwina Hubble’a, kojarzonego m.in. z obserwacja ,,ucieczki”
galaktyk i przelomowego ich zastosowania w kosmologii. HST jest jednym z
Wielkich Obserwatoriow NASA, wraz z Obserwatorium Promieniowania Gamma
Compton, Obserwatorium Rentgenowskim Chandra i Teleskopem Kosmicznym
Spitzera, obserwujacym w podczerwieni. W odréznieniu od innych wielkich
teleskopdw satelitarnych, do uzytkowania HST potrzebne sa czasem odwiedziny
naziemnego personelu. W ciagu 30 lat pie¢ misji astronautéw transportowanych
na orbite promem kosmicznym zainstalowalo, naprawito, zaktualizowalo lub
wymienilo rézne czeéci teleskopu. Pierwsza wizyta w 1993 roku dotyczyla
pamietnego ,,zakladania Hubble’owi okularéw” w celu poprawienia ostrosci
obrazéw skupianych na gléwnym lustrze. Obecnie na pokladzie HST znajduja sie
kamery ACS (Advanced Camera for Surveys) i szerokokatna WFC3 (Wide Field
Camera 3), a takze spektrografy COS (Cosmic Origins Spectrograph) i STIS
(Space Telescope Imaging Spectrograph).

Prawie 2,5-metrowe gtéwne lustro Hubble’a skupia $wiatto ultrafioletowe,
widzialne i w bliskiej podczerwieni, zbierajac obrazy i dane spektroskopowe.
Podczas swojej kariery HST dostarczyl dane do ponad 15 tys. opublikowanych
prac, badajac Uktad Stoneczny, atmosfery planet wokél innych gwiazd oraz
$ledzac zycie gwiazd od momentu powstania, przez réznorodne procesy

w trakcie ich ,zycia” az do konicowych etapow ich ewolucji. W wiekszej skali
HST ukazal naszym oczom misterne szczegdly dotyczace ksztaltow, struktur

i historii galaktyk, a takze umozliwil obserwacje otoczenia supermasywnych
czarnych dziur w centrach galaktycznych. W najwiekszych skalach (lub
alternatywnie — $ledzac dzieje wezesnego Wszech$wiata), czyli obserwujac
najbardziej odlegle galaktyki i gromady galaktyk, HST przyczynit si¢ do badania
natury tajemniczej, stabo obecnie poznanej ciemnej materii i jeszcze bardziej
tajemniczej ciemnej energii.

Nastepca HST jest Kosmiczny — nie tylko z powodu miejsca, w ktérym bedzie
wykonywat swoje obserwacje, ale zwlaszcza z powodu ogromnego 6,5-metrowego
lustra, zlozonego z 18 szesciokatnych fragmentéw — Teleskop Jamesa Webba
(JWST). Wystanie JWST na orbite jest planowane na marzec 2021 roku.

Z pewnoscia dostarczy réwnie pieknych i inspirujacych zdje¢ kosmosu, jak te
zgromadzone z okazji 30-lecia HST.

Michat BEJGER

W pazdzierniku Storice wedruje przez gwiazdozbidr jakie$ 16° na poludniowy zachdéd od Marsa, a za drugim
Panny, obnizajac przez miesiac wysokos¢ o kolejne 11°. razem — na pograniczu Wieloryba i Barana, 25° od

Wskutek tego wysokos¢ przejscia przez poludnik lokalny
zmniejsza si¢ do 24°, a czas przebywania Stonca na
niebosklonie skraca sie o ponad 2 godziny, do mniej niz
10 godzin. Jak co roku, w nocy z ostatniej soboty na

Czerwonej Planety, lecz tym razem na poéinocny wschod
od niej. Ksiezyc 10 pazdziernika przejdzie przez ostatnia
kwadre na tle gwiazdozbioru Raka, w polowie drogi

ostatnia niedziele pazdziernika (w tym roku jest to noc miedzy Polluksem z Blizniat a znajdujaca si¢ w centrum
z 24 na 25 pazdziernika) nastapi zmiana czasu z letniego Raka gromada otwarta gwiazd M44. Szes¢ dni pdézniej

na zimowy.

Ksiezyc znajdzie si¢ w nowiu na tle gwiazdozbioru

Poczatek i koniec miesigca rozéwietli powodowana Panny, zas 23 pazdziernika — w I kwadrze, na tle
przez Ksiezyc luna, natomiast ciemne noce czekaja Koziorozca.

nas w érodku miesiaca. W pazdzierniku Srebrny Glob

dwukrotnie przejdzie przez pelnie: 11 31 dnia miesigca. W nocy z 2 na 3 pazdziernika naturalny satelita Ziemi
Za pierwszym razem na tle gwiazdozbioru Wieloryba, spotka si¢ z Marsem. Rano, tuz przed zachodem obu
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cial niebieskich, dystans miedzy nimi na naszym

niebie spadnie do 1°. Tej nocy w potudniowych
Argentynie i Chile oraz na atlantyckim wybrzezu
Antarktydy dojdzie do zakrycia Czerwonej Planety przez
Ksiezyc. Srebrny Glob spotka sie z Marsem ponownie
29 pazdziernika. Tym razem oba ciata przedzieli kat
ponad 3°, a faza Ksiezyca zmniejszy sie do 96%.

Czerwona Planeta przez miesiac przemierzy ruchem
wstecznym odcinek prawie 9° na pograniczu
gwiazdozbioréw Ryb i Wieloryba. Mars przejdzie
przez opozycje wzgledem Stonca 13 pazdziernika,

a tydzien wczesniej znajdzie sie najblizej Ziemi w tym
sezonie obserwacyjnym, w odlegtosci 0,415 AU, czyli
62 mln km od nas. Jest to 4,5 mln km wiecej niz
podczas opozycji dwa lata temu, ale planeta przecina
potudnik lokalny ponad 30° wyzej niz wtedy, stad

jej obraz teleskopowy jest znacznie wyrazniejszy.
Dodatkowo w pazdzierniku noc jest znacznie dtuzsza,
a zatem Marsa mozna obserwowa¢ o wiele dtuzej. Do
opozycji jasnos¢ i Srednica tarczy Marsa szybko rosnie,
do odpowiednio —2,6™ oraz 23”. Jednak po opozycji
réwnie szybko obie wartosci zaczna spadaé¢ i w zwigzku
z tym do konica miesiaca jasnosé Czerwonej Planety
spadnie do —2,1™, a jej érednica do 20".

W pazdzierniku przez opozycje przejdzie takze planeta
Uran. Zdarzy sie to ostatniego dnia miesiaca i tego
samego dnia planeta spotka sie z Ksiezycem w pelni,
ktory przejdzie jakie§ 4° od niej. Srebrny Glob odwiedzi
Urana takze na poczatku miesiaca: 3 i 4 pazdziernika
Ksiezyc zblizy sie don na okoto 4°. Uran wedruje

przez gwiazdozbiér Barana, okoto 10° na poludniowy
wschéd od Hamala, najjasniejszej gwiazdy konstelacji.
Obecnie jasno$¢ Urana przekracza +5,7™, a zatem

w bezksiezycowa noc mozna prébowaé dostrzec go gotym
okiem. Wskazowka do odnalezienia Urana moze by¢
planeta Mars, jednak w ciagu miesiaca dystans miedzy
planetami zwiekszy sie od 15 do 22°.

Kreslaca swoja petle na tle gwiazdozbioru Wodnika,
planeta Neptun w pazdzierniku przejdzie niecale 0,5°
na potudnie od gwiazdy 5. wielkosci 96 Aqr i zblizy

sie na 1° do jasniejszej o ponad magnitudo gwiazdy

¢ Aqr. Natomiast jasno$é samej planety wynosi +7,8™.
Ksiezyc minie Neptuna 27 pazdziernika, majac wtedy
faze ponad 80%.

Wieczorem pogarszaja sie warunki obserwacyjne

pary planet Jowisz—Saturn. Planety przesuwaja sie

na pélnocny wschod przez gwiazdozbiér Strzelca

i do konica miesiaca dystans miedzy nimi spadnie

do 5°. Obie znikaja z niebosklonu okolo godziny 22

i na ich obserwacje jest coraz mniej czasu. Jowisz

i Saturn sa nisko nad widnokregiem, stad ich obraz
teleskopowy najczesciej jest znieksztatcony przez
turbulencje atmosfery. Jasno$é Jowisza zmniejszy

sie do —2,1™, a érednica tarczy do 37”. A zatem na
poczatku miesigca jasnos¢ Marsa znacznie przewyzszy
jasnos¢ Jowisza, natomiast pod jego koniec obie jasnosci
stang sie prawie takie same. Obie planety wyraznie
réznia si¢ barwa: Jowisz jest bialo-zotty, zas Mars —
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rdzawo-pomaranczowy. Jednak poréwnywanie wygladu
obu planet jest utrudnione, gdyz dzieli je na niebie mniej
wiecej 90°. Saturn Swieci blaskiem 40,6™, a jego tarcza
ma $rednice 16”.

Przed $witem, dzigki korzystnie nachylonej ekliptyce,
wysoko na niebie wspina si¢ planeta Wenus, ktora przez
miesiac pokona 36° od gwiazdozbioru Lwa do Panny.
Na poczatku miesiaca, 3 pazdziernika, planeta wzejdzie
niecale 10’ od Regulusa, najjasniejszej gwiazdy Lwa,

a 11 dni pdzniej minie ja dazacy do nowiu Ksiezyc

w fazie 10%. W tym miesigcu Wenus jest juz daleko od
Ziemi, stad jej jasnos¢ wyniesie —4,1™, przy S$rednicy
tarczy od 15” na poczatku miesigca do 13" na jego
koniec. Faza planety zwigkszy sie do ponad 80%, o $wicie
wznosi si¢ na ponad 20°.

W pazdzierniku promieniuja dwa coroczne roje
meteordéw. Najpierw maksimum swojej aktywnosci
maja Drakonidy, promieniujace krétko, tylko od 6 do
10 pazdziernika, z maksimum 8 dnia miesiaca. Sa to
wolne meteory, ich predkos¢ zderzenia z atmosferg,
wynosi 21 km/s. W tym roku obserwacje Drakonidéw
sa mozliwe w pierwszej czeéci nocy, przed wschodem
Ksiezyca w okolicach ostatniej kwadry. Dobrze jednak
si¢ sktada, gdyz wieczorem radiant roju wznosi si¢ na
ponad 60° nad zachodnia czeScig niebosktonu, kilka
stopni na zachdd od glowy Smoka. Mozna spodziewaé
sig kilkunastu meteoréw na godzine.

Drugim pazdziernikowym rojem sg Orionidy, ktore
promieniuja przez caly miesiac, z maksimum
przypadajacym na 21 pazdziernika. W przeciwienstwie
do Drakonidéw sa to szybkie meteory, zderzaja sie

z nasza atmosfera z predkoscia 66 km/s, a po ich
przelocie czesto pozostaja smugi, rozwiewane przez
obecne na duzych wysokosciach wiatry. Wygladaja
niezwykle efektownie na wykonanych po sobie kilkunastu
— kilkudziesieciu ekspozycjach, ztozonych potem

w animacje. Radiant roju wschodzi po 21:30 i do konica
nocy astronomicznej zdazy sie wznie$¢ na ponad 60°.

W tym roku ich warunki obserwacyjne sa bardzo dobre
w zwiazku z Ksigzycem kilka dni po nowiu. Tutaj mozna
spodziewaé si¢ ponad 20 meteordéw na godzine.

Gwiazda zmienna Mira Ceti osiagnie maksimum swojej
jasnosci 6 pazdziernika, natomiast tydzien pdzniej
najwieksza jasno$é osiagnie kolejna miryda R Leo.
Pierwsza z gwiazd goruje okoto godziny 2, mniej

wiecej 26° na poludnie od Hamala, najjasniejszej
gwiazdy Barana. R Leo wschodzi w momencie gérowania
Miry, a na koniec nocy astronomicznej wznosi sie

na prawie 20°. R Leo znajduje si¢ 5° na zachéd od
Regulusa, czyli w jednym polu widzenia lornetki

z najjasniejsza gwiazda Lwa. Na poczatku miesiaca
niedaleko obu gwiazd znajduje sie bardzo jasna

planeta Wenus. Mira moze osiagnac jasnos¢ prawie 2™,
natomiast druga z gwiazd — jasno$¢ o 3" mniejsza.
Akurat podczas najwiekszego blasku obu gwiazd Ksiezyc
jest blisko nowiu i nie przeszkadza w ich obserwacjach.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

GW190521: masywne wibracje

Mimo obiektywnych trudnosci zwiazanych z globalna
pandemig wspdlpraca naukowa LIGO-Virgo-KAGRA
nie zwalnia tempa. Zrzeszeni w niej naukowcy maja
ciggle pelne rece roboty przy opracowywaniu detekcji
zarejestrowanych podczas kampanii obserwacyjnej O3,
ktora zakonczyta sie pod koniec marca 2020 roku.

Kolejny niezwykty sygnat, GW190521, zostat
zaobserwowany jednoczesnie przez trzy detektory (dwa
Advanced LIGO oraz jeden Advanced Virgo) 21 maja
2019 roku; oszacowany wspélczynnik wystapienia
falszywego alarmu (przypadkowej koincydencji
podobnego nieastrofizycznego zaklécenia w trzech
detektorach jednoczesnie) wynosi 1 na 4900 lat.
GW190521 trwat jedynie 0,1 sekundy w stosunkowo
niskich czestotliwosciach (maksimum ,, glosnosci” przy
60 Hz). Wyglada jak standardowy ,,éwierk”, czyli fale
emitowane podczas ostatnich orbit uktadu podwdéjnego,
po ktoérych zachodzi koalescencja (polaczenie sie
skladnikéw ukladu), a nastepnie wystepuja drgania
powstalego w ten sposéb obiektu (,,podzwonne”). Krétki
czas trwania sygnatu w zakresie czutosci detektordw

i niska czestotliwosé Swiadcza o tym, ze jesli sygnat
rzeczywiscie zostal wyprodukowany przez uktad
podwdjny, to sktadniki musza byé duzo masywniejsze
niz rejestrowane do tej pory, poniewaz czas trwania

i czestotliwo$é ¢wierku skaluje sie z masa sktadnikéw
(zob. AJy). Sygnat jest zgodny z modelem koalescencji
uktadu czarnych dziur o masach m; = 85fil1 Mgy

imeg = 663; Mg, oraz powstania czarnej dziury

o masie my = 142773 M. Energia réwnowazna okolo

9 Mg zostala wyemitowana w falach grawitacyjnych.
Detekcja oznacza bezposredni pomiar amplitudy fali,
co przektada sie na bezposredni pomiar jasno$ciowej —
czy raczej ,,glodnoséciowej” — odleglosei do zrédla (bo
amplituda jest odwrotnie proporcjonalna do odleglosci).
Wynosi ona 5,31%’@ Gpc. Méwimy wiec nie o lokalnym
Wszechséwiecie, tylko o odleglosciach prawdziwie
kosmologicznych. Przeliczajac gigaparseki na lata
Swietlne, odleglo$¢ do zrédla to ponad 17 miliardow

lat $wietlnych! Nie oznacza to jednak, ze koalescencja
nastapita przed Wielkim Wybuchem (wiek Wszechswiata
jest szacowany na okoto 13,8 miliardéw lat). Ten
paradoksalny wynik jest mozliwy z powodu ekspansji
Wszechdwiata. W rzeczywistosci skladniki ukladu
GW190521 zderzytly sie okoto 7 miliardéw lat temu.

Zmierzone wartodci sa ciekawe z paru powodow.

Po pierwsze, czarna dziura o masie m; znajduje sie

z wielkim prawdopodobienstwem w ,teoretycznie
zabronionej” przerwie masowej od okoto 60 Mg do
okoto 130 Mg,. Zakres ten jest zwiazany z masywnymi
gwiazdami wybuchajacymi jako supernowe z powodu
niestabilnosci kreacji par (pisaliémy o tym niedawno

w A3, przy okazji obserwacji elektromagnetycznych,
donoszacych o wykryciu kandydata na réwnie masywna
czarna dziure). Tego typu masywne gwiazdy-supernowe
nie pozostawiaja po sobie czarnej dziury ani gwiazdy
neutronowej, jak to si¢ dzieje w przypadku gwiazd
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mniej masywnych. Mamy wiec interesujaca zagadke:
jak powstaly masywne sktadniki uktadu? Najlepiej
dopasowany model sygnalu zawiera w sobie informacje
o réznym od zera tempie obrotu obu sktadnikéw (spinie
czarnych dziur). Mozliwe jest zatem, ze obiekty te
powstaly w wyniku wczesniejszych hierarchicznych
koalescencji, albo bardziej egzotycznych proceséow

(np. powstaly tuz po Wielkim Wybuchu jako tzw.
pierwotne czarne dziury).

Pozostalos¢ po GW190521 o masie my jest natomiast
bezsprzecznie czarng dziurg o masie posredniej (od 100
do 100 000 Mg ), czyli pomiedzy populacjami czarnych
dziur ,,gwiazdowych” i supermasywnymi czarnymi
dziurami o masach od milionéw do miliardow M.
Obserwacje elektromagnetyczne zidentyfikowaty
dotychczas bardzo niewielu kandydatow na czarne
dziury o masie posredniej, a GW190521 dostarcza
pierwszego pomiaru masy takiego obiektu za pomoca
fal grawitacyjnych. Przedzial mas czarnych dziur

od 100 do 1000 Mg od wielu lat byt szczegdlnie
tajemniczy z powodu braku obserwacji w tym
zakresie. Zainteresowanie populacja czarnych dziur

o masach posérednich wiaze si¢ z jedna z najbardziej
fascynujacych i trudnych zagadek stojacych przed
astrofizykami i kosmologami: dotyczy ona powstawania
supermasywnych czarnych dziur. Ta i przyszte
podobne masywne detekcje pomoga w ustaleniu, czy
supermasywne czarne dziury formuja sie poprzez
akrecje 1zejszych obiektéw podobnych do pozostatosci
GW190521, czy tez w jakis inny sposob.

Dodatkowego kolorytu calej sprawie nadaja niezalezne
od LIGO-Virgo-KAGRA obserwacje wykonane w ramach
projektu Zwicky Transient Facility. Zespo6t ZTF twierdzi,
ze mniej wiecej po miesiacu od alertu GW190521
zaobserwowal promieniowanie optyczne z kierunku

i w odlegtosci zgodnych w granicach bledu z pomiarami
detektorow LIGO i Virgo. Krzywa zmian blasku jest
konsystentna z modelem masywnej (okoto 100 Mg)
czarnej dziury przelatujacej z duza predkoscia (okoto
200 km/s) przez dysk akrecyjny wokdl supermasywnej
czarnej dziury. Z powodu spinu i nieréwnych mas
skladnikéw GW190521 utworzona czarna dziura

moze posiada¢ niezerowy ped. Poruszajac si¢ z duza
predkoscia, rozgrzewa ona gaz dysku, co powoduje
charakterystyczne zmiany krzywej blasku, znaczaco

inne (wedlug ZTF) od podobnych zjawisk przejsciowych,
takich jak mikrosoczewkowanie czy rozerwanie ptywowe
gwiazdy w poblizu masywnego towarzysza. Model
teoretyczny przewiduje, ze po okolo 1,5 roku (dla
supermasywnej czarnej dziury o M = 108 M) czarna
dziura GW190521 znajdzie si¢ z powrotem w poblizu
dysku i ponownie wywota efekt optyczny. Jesli ta
prognoza sie potwierdzi, bedzie to kolejny po GW170817
przyktad zastosowania astronomii wieloaspektowej.

Michat BEJGER

Abbott et al., Phys. Rev. Lett. 125, 101102 (2020).
Abbott et al., ApJ, 900:L13 (2020).
Graham et al., Phys. Rev. Lett. 124, 251102 (2020).
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Jego Wysokosci, czesé 2
Barttomiej BZDEGA

Przed rozpoczeciem lektury niniejszego kacika warto zapoznaé si¢ z poprzednim,
w ktérym zdefiniowany zostal uklad ortocentryczny (na rysunku A, B, C, H)
oraz jego spodki (A’, B, C"), odcinki (AB, BC, CA, AH, BH, CH) i $rodki
tyCh odcinkéw (Ah Bl, Cl, AQ, BQ, CQ)

Poruszajac temat uktadéw ortocentrycznych, byloby nietaktem pominaé¢ dwa
stynne twierdzenia z nimi zwiazane: o okregu dziewieciu punktow i o prostej
Eulera.

Punkty A; i By sa $§rodkami bokéw BC i C'A, a punkty As i By —

odcinkéw AH i BH, wiec A1 By || AB || A2Bs. Analogicznie dowodzimy,

ze A1By || CH || A2B;. Proste AH i BC sa prostopadle, wiec czworokat

Ay By A3 By jest prostokatem. 7 tego wynika, ze odcinki A1 As i B1Bs sy

rownej dlugosci i maja wspélny érodek. To samo mozna udowodnié¢ dla
odcinkéw B1Bs i C1Cs. Te trzy odcinki — A1 Ay, B1By i C1C5 — sa zatem
Srednicami tego samego okregu — nazwijmy go og. Na okregu og lezy réowniez
punkt A’) gdyz albo A’ € {4, As}, albo |x A1 A’ As| = 90°; analogicznie jest dla
punktéw B’ i C'. Okrag og to stynny okrqg dziewieciu punktéw tréjkata ABC.

Tréjkat A1 B1Cy jest jednokladny do tréjkata ABC w stosunku —% wzgledem
ich wspoélnego srodka ciezkosci GG, zatem opisane na nich okregi o i og réwniez
sg jednokladne wzgledem G. Z tego wynika, ze punkt G lezy na odcinku OOq
taczacym érodki tych okregdw, przy czym |O9G| = %|OG |. Co wiecej, trojkat
A B>Cs jest jednoktadny do tréjkata ABC w stosunku % wzgledem punktu H,
wiec punkt Og jest srodkiem odcinka OH. Z tego wynika, ze punkty H, G i O
leza w tej kolejnosei na jednej prostej i zachodzi réwnosé |OH| = 2|0G].
Nazywamy ja prosta Eulera tréjkata ABC.

Na koniec zauwazmy, ze w przypadku zdegenerowanego uktadu
ortocentrycznego (H = C) zachodzg réwnosci C = H = A’ = B’ = C,, oraz
Ay = By i Ay = By. Poza tym, ze prostokat A; B; As Bo degeneruje sie do
odcinka, nie dzieje sie nic, co mogloby zaszkodzi¢ przeprowadzonemu wyzej
rozumowaniu.

Zadania

1. Udowodnié, ze jesli punkty A, B, C, H tworza uklad ortocentryczny, to:

(a) okregi dziewieciu punktéw tréjkatéw ABC, ABH, BCH, CAH
pokrywaja sie (czyli mozna méwié o okregu dziewieciu punktéw danego
ukladu ortocentrycznego);

(b) proste Eulera tréjkatéw ABC, ABH, BCH, CAH maja punkt wspélny.

2. Przy oznaczeniach z rysunku udowodnié, ze punkty Ay, By, As, Bo, C1,

Cs sa srodkami szesciu tukdéw, ktére na okregu o9 wyznaczaja punkty

A, B iC.

3. Przy oznaczeniach z rysunku wykazaé, ze |CH| = 2|0C4|.

4. Trapez ABCD o podstawach AB i CD jest réwnoramienny. Prosta ¢
przechodzi przez Srodek okregu opisanego na tym trapezie, jest rownolegla
do jego podstaw i lezy pomiedzy nimi, dwa razy blizej prostej AB niz
prostej C'D. Punkt P jest rzutem punktu C' na prosta £. Dowiesé, ze
AP1BC.

5. W réwnolegltoboku ABCD kat A jest ostry. Punkt K spelnia warunek
xKAD = xKCD = 90°. Prosta KB przecina odcinek AC w punkcie P.
Udowodnié, ze punkt P oraz srodki odcinkéw AK, BK,CK leza na
wspolnym okregu.

6. Odcinki AA’, BB’ i CC’ sa wysokoSciami tréjkata réznobocznego ABC.
Niech A* oznacza punkt przeciecia prostych BC i B'C’, analogicznie
definiujemy punkty B* i C*. Wykazaé, ze punkty A*, B*, C* leza na prostej
prostopadlej do prostej Eulera trojkata ABC.
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