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Tunelowe podgladanie atoméw powierzchni

Andrzej WAWRO

Instytut Fizyki Polskiej Akademii Nauk

Rys. la. Zasada dziatania STM. Igta
mikroskopu skanuje ponad powierzchnig
prébki wzdluz przerywanej linii. Jej ruch
w trzech kierunkach jest wymuszany
przez piezoelementy, do ktérych
przykladane jest napigcie Vs, generowane

przez jednostke sterujaca (JS). Wskutek
polaryzacji V; przez zlacze tunelowe
igla—prébka ptynie prad I
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Rys. 1b. Mikroskopowy schemat ztacza
tunelowego. W wyniku stabilizacji pradu
tunelowego igla w czasie skanowania
porusza si¢ po profilu zaznaczonym
przerywana linig odzwierciedlajaca
atomowa strukture powierzchni. Obszary
o nizszej (wyzszej) gestosci standéw
elektronowych — jasniejsze (ciemniejsze)
atomy — obrazowane sg jako pozorne
dotki (goérki)

Istnieje wiele technik badania powierzchni materialéw w skali nanometréow.
Jednak najbardziej rewolucyjna wsrdd nich jest skaningowa mikroskopia
tunelowa, umozliwiajaca obrazowanie utozenia atoméw na powierzchni
badanego materialu w przestrzeni rzeczywistej oraz lokalne badanie wlasciwosci
elektronowych. Do jej funkcjonowania potrzebny jest drut, piezoceramiczna
rurka i... kwantowo-mechaniczne zjawisko tunelowania.

Postepujaca miniaturyzacja wymaga umieszczania coraz wigkszej liczby réznych
niezawodnie funkcjonujacych struktur na coraz mniejszych powierzchniach.
Dlatego tez umiejetno$¢ ich obserwacji oraz badanie ich wtasciwosci w skali
nanometrow staje sie kluczowym wyzwaniem. Badania powierzchni materialéw
mozna prowadzi¢ za pomocsg licznych technik: spektroskopii elektronéw wybitych
z powierzchni (na przyklad przez fotony lub czastki materii), oddzialywania

z nig odbitego swiatta lub czastek oraz dyfrakcji elektronowej. Powszechnie
uzywanymi metodami pomiarowymi sa: skaningowa mikroskopia elektronowa

i nieco trudniejsza w zastosowaniu transmisyjna mikroskopia elektronowa.
Jednak badawcza rewolucje wywolala skaningowa mikroskopia tunelowa (STM),
ktéra pozwala obserwowaé utozenie i wlasciwosci elektronowe pojedynczych
atomoéw budujacych powierzchnie badanego materiatu. O jej wyjatkowosci
Swiadczy Nagroda Nobla w dziedzinie fizyki przyznana twoércom skaningowego
mikroskopu tunelowego, Gerdowi Binnigowi i Heinrichowi Rohrerowi,

w 1986 roku — zaledwie po czerech latach od uzyskania pierwszych wynikéw

za pomocs tej metody.

Tunelowanie nieustannie towarzyszy fizykom od czasu zaproponowania zalozen
mechaniki kwantowej na poczatku XX wieku. Ogdlnie ujmujac, pozwala ono na
przenikanie czasteczek materii przez bariery o energiach wiekszych niz energie
tych czasteczek. Co to znaczy? Wyobrazmy sobie, ze na naszej drodze pojawia
sie wysoki na 5 metréw betonowy mur. Mozemy prébowaé go przeskoczy¢ albo
przebi¢ sie przez niego z rozpedu. Wszystkie te wysilki sa oczywiscie skazane
na niepowodzenie, poniewaz wysokos¢, na jaka jesteSmy w stanie podskoczyé¢
(energia potencjalna, jaka mozemy osiagnac), jest zbyt mala, zeby pokonaé¢ mur
gbra, a energia kinetyczna, jaka osiagamy, biegnac, jest niewystarczajaca, zeby
go przeniknaé¢. Okazuje sie jednak, ze dla czastek kwantowych, np. elektronow,
problem pokonania analogicznego muru (w tym przypadku bariery energii) nie
jest zupelnie beznadziejny. Niezaleznie od wysokosci bariery zawsze wystepuje
pewne (by¢ moze bardzo niewielkie) prawdopodobieristwo, ze czastka znajdzie
sie nagle po drugiej stronie bariery. To tak, jakbyémy nagle znalezli sie po
drugiej stronie muru. Taka mozliwo$¢ wynika z faktu, ze funkcja falowa

czastki materii, bedaca miara prawdopodobienstwa znalezienia sie tej czastki

w okredlonym obszarze, nie zanika skokowo, lecz wykladniczo. To, co nam
wydaje sie niemozliwe, w $wiecie kwantowym jest zjawiskiem dos¢ powszechnym,
zwanym wlasnie tunelowaniem.

Korzystajac z idei tunelowania, wyjaéniono m.in. takie zjawiska, jak: emisja
polowa z metali (Lilienfeld, 1922), rozpad alfa (Gamov, Gurney, Condon, 1928),
dzialanie mikroskopu polowego (Miiller, 1937), mechanizm przewodzenia
zdegenerowanych zlaczy p-n (Esaki, 1958), tunelowanie elektronowych par
Coopera (Josephson, 1962), blokada kulombowska (obserwacja: Zeller i Giaever,
1969, teoria: Ben-Jacob i Gefen, 1985). Stosujac zjawisko tunelowania, zmierzono
przerwe energetyczna w nadprzewodnikach (Giaever, 1960) i zweryfikowano
eksperymentalnie efekt Josephsona (Anderson, Powell, Rowell, 1963). Esaki,
Giaever i Josephson za swoje badania zostali uhonorowani Nagroda Nobla

w 1973 roku.

Badania z wykorzystaniem efektu tunelowego poczatkowo prowadzone

byly w heterostrukturach w postaci dwéch prostopadtych paskéw warstw
metalicznych oddzielonych cienka warstwa tlenku, stanowiaca bariere tunelowa.
Tak wytworzone zlacza planarne mialy stale parametry bariery, jednak stabo
zdefiniowane ze wzgledu na fluktuacje grubosci warstwy tlenkowej. Rejestrowana
gestos¢ pradu tunelowego byta usredniona po catej powierzchni ztacza.
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Rys. 2. Schematyczna struktura
elektronowa zlgcza tunelowego

z zaznaczonymi gestoSciami stanéw
elektronowych (GS) igty (I) i prébki (P).
Bez napiecia polaryzujacego poziomy
Fermiego (Ef) igly i probki sa

wyréwnane i prad tunelowy nie ptynie (a).

Po przytozeniu do ztacza napiecia
polaryzujacego V; poziomy Eg
przesuwaja si¢ wzgledem siebie

o warto§¢ eV (e — tadunek elektronu)

i prad tunelowy I; zaczyna ptynac¢. Dla
ujemnej (b) (dodatniej (c)) polaryzacji
probki wzgledem igly elektrony tuneluja
z obsadzonych (do pustych) stanéw
elektronowych prébki

W marcu 1981 roku w IBM Zurich Research Laboratory przeprowadzono
kluczowy eksperyment. Binnig, Rohrer, Gerber i Weibel obserwowali

przeplyw pradu elektrycznego w prézni pomiedzy ostra igla wolframowsa

i powierzchnig platyny, ktére byly oddzielone bardzo waska przerwa (igta

i badana powierzchnia czesto nazywane sa elektrodami zlacza tunelowego).
Taka przerwa stanowi bariere w tym sensie, ze energia elektronu jest zbyt
mata, zeby moégl on uwolni¢ sie z sieci krystalicznej igly, przelecie¢ przez
przerwe i znalez¢ si¢ w platynowej probcee. Jak juz wspomniano, mechanika
kwantowa przewiduje jednak, ze istnieje pewne niezerowe prawdopodobienstwo,
ze elektron z igly znajdzie sie nagle po drugiej stronie, mimo ze jego obecnos$é
w przerwie pomiedzy igta a probka jest energetycznie zabroniona. Potaczenie
uzyskanych obserwacji z mozliwoscia kontrolowanego przesuwu igty ponad
badang powierzchnia doprowadzito do narodzin skaningowego mikroskopu
tunelowego, pozwalajacego na obrazowanie powierzchni z rozdzielczoscia
subatomowsa (rys. la). Oznacza to, ze ruch igly ponad powierzchnig musi by¢
kontrolowany z taka wtasnie precyzja. Pewnym ograniczeniem STM jest jego
stosowalnos$é jedynie do materialéw przewodzacych — ze wzgledu na koniecznosé
odprowadzenia pradu tunelowego plynacego pomiedzy igltg mikroskopu a badana
powierzchnia. Natomiast istotng zaleta jest lokalne probkowanie materii
wynikajace z punktowej geometrii zlacza.

Aby zrozumieé¢, w jaki spos6b mikroskop pozwala na obrazowanie pojedynczych
atoméw powierzchni, nalezy wspomnieé o iloSciowym aspekcie zjawiska
tunelowania. Standardowo w czasie pracy mikroskopu czubek igly znajduje

sie¢ w odlegtoéci mniejszej niz 1 nm (odleglo$é poréwnywalna z 4 $rednicami
atomowymi) od badanej powierzchni (rys. 1b). Wielkoscia mierzong

i stabilizowana jest natezenie pradu tunelowego. Zazwyczaj w czasie pracy
mikroskopu natezenie pradu jest rzedu 1 nA, a polaryzacja zlacza, wymuszajaca
przeplyw pradu tunelowego, przyjmuje wartoé¢ okoto 1V. Energia elektronéw
jest zatem nizsza od energii wigzan chemicznych, dlatego nie niszcza one
atomowej struktury prébki. W ztaczu tunelowym natezenie pradu roénie
wyktadniczo wraz ze zmniejszajaca sie odleglodcia pomiedzy igla i probka —
szeroko$cia bariery tunelowej. Jest to konsekwencja wspomnianej wezesniej
wladciwosci, ze prawdopodobienstwo znalezienia si¢ elektronu po drugiej stronie
bariery rosnie wykladniczo wraz ze zmniejszaniem sie jej szerokoéci. Zmiana
szeroko$ci bariery o 0,1 nm powoduje zmiane natezenia pradu tunelowego

o rzad wielkosci! To wladnie ta zalezno$¢ lezy u podstaw mozliwosci obrazowania
pojedynczych atoméw badanej powierzchni.

W tym miejscu nasuwa sie zapewne pytanie, w jaki sposéb mozna stabilnie
utrzymywac igle w tak malej odleglosci z jednoczesnym jej przesuwaniem
(skanowaniem) ponad badana powierzchnia. Z pomoca przychodza nam
materialy piezoelektryczne. Sa to ceramiki, ktore zmieniaja swoje wymiary pod
wplywem polaryzacji elektrycznej. Zmiana ta przy réznicach napiecia rzedu mV
jest mniejsza niz rozmiar pojedynczych atoméw. Igta mikroskopu moze byé
zatem przesuwana za pomoca piezoelementéw ponad powierzchnig prébki

z precyzja subatomows we wszystkich trzech kierunkach (rys. 1a). W czasie
skanowania zmiana odlegtosci igta—powierzchnia jest rejestrowana w postaci
silnej zmiany (zalezno$é wykladnicza) natezenia pradu tunelowego. Ta z kolei,
poprzez sprzezenie zwrotne elektronicznego ukladu mikroskopu, koryguje
napiecie przykladane do piezoelementow w taki sposéb, by utrzymac stala
odlegto$c¢ igla—probka. Sprzezenie zwrotne pelni zatem podwdjng role: umozliwia
obrazowanie powierzchni z wysoka rozdzielczoscia i chroni igle przed uderzeniem
w powierzchnie.

Oprogramowanie mikroskopu przeklada zarejestrowane zmiany napiecia na
ksztalt profilu zakreslanego przez czubek igly — profilu skanowanej powierzchni
(rys. 1b). Szorstko$é¢ atomowo gladkiej powierzchni jest na tyle duza, ze prowadzi
do wspomnianych korekcji, ktére umozliwiaja obrazowanie pojedynczych
atoméw. Opisany tryb pracy nazywa sie stalopradowym — w czasie pomiaru
stabilizowany jest prad tunelowy. Innym jest tryb stalej wysokosci — wtedy igla
przesuwa sie nad powierzchnia prébki po linii do niej réwnoleglej. Fluktuacje
pradu tunelowego wynikajace z lokalnych szorstkosci ttumaczone sa przez
elektronike mikroskopu na obraz powierzchni. Ten znacznie rzadszy sposob
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Rys. 3. Obrazy (20 nm X 20 nm)
powierzchni krzemu Si(111)

o charakterystycznym ulozeniu atoméw,

zwanym rekonstrukcjg 7 x 7. Oba

pokazuja ten sam fragment powierzchni

w czasie prébkowania stanéw
nieobsadzonych (a) i obsadzonych (b).
Dla stanéw obsadzonych widoczna jest

réznica w obrazowaniu rombowej komorki

elementarnej. Lewa jej czegséé
charakteryzuje si¢ wyzsza gestoscia

stanéw elektronowych i atomy widoczne

sg jako ja$niejsze (pozornie wyzej
polozone)

Rozwigzanie zadania M 1679.

Zalézmy, ze istnieje 19-kat A; As ... Ajg
wpisany w okrag Q2 o srodku w punkcie O
i spelniajacy warunki zadania. Niech kat
$srodkowy 19-kata odpowiadajacy tukowi

A;—1A; ma miare o, dlai=1...19

(przyjmujemy, ze Ag = A1g9). Wtedy latwo

zauwazy(C, ze

360° — a; — Qg1
2

a poniewaz jest to liczba catkowita, to

XAi1AAi =

a; + a1 jest liczba calkowita parzysta.

Zatem liczba

a; = (a1 +az+...+aig)— (a2 +asz)—

—(aatas)—...— (15 +aig) =
=360 — (a2 +a3z)— (a+as)—...
R (Oélg +O¢19>
jest rowniez liczba calkowita parzysta.
Podobnie wykazujemy, ze liczby a; sa
parzyste dla i = 2,3,...,19.
Boki 19-kata sg réznej dlugosci, wiec
a; # aj. Wobec tego
360 = a1 +as+...+a19 =
>2+4+6+...+38 =380,

sprzecznosé.

dziatania mikroskopu moze by¢ stosowany jedynie do naprawde ptaskich
powierzchni.

Oprécz obrazowania powierzchni mikroskop umozliwia takze lokalne badanie jej
wladciwosci, dzieki spektroskopii tunelowej. Zachowanie sie cial stalych w duzej
czesci zdeterminowane jest przez elektrony. W materiatach przewodzacych

(np. metalach) elektrony o najwyzszych energiach nie sa zlokalizowane na
poszczegdlnych atomach. Moga przemieszczaé sie w miare swobodnie przez

sie¢ krystaliczng materiatu. Poniewaz sa one fermionami, musza spelnia¢ zakaz
Pauliego méwiacy, ze stan kwantowy kazdego z elektronéw w calym ukladzie
musi by¢ odmienny. W zwiazku z tym kazdy z nich ma nieco inna energie,
prowadzac do powstania pasmowej struktury energetycznej. Konfiguracja
pasm elektronowych i stopien ich zapelnienia decyduja o tym, czy materiat
jest metalem, pélprzewodnikiem, czy izolatorem. Innym istotnym czynnikiem
jest gestosé stanow elektronowych, ilustrujaca, ile elektronéw ma energie

w okreslonym jej przedziale. Jest ona skorelowana z ruchliwoécia elektronéw

w materiale. Wida¢ zatem, jak wazne w intencjonalnym projektowaniu
wladciwosci materialéw jest poznanie i zrozumienie zachowania sie elektronéw.
Istotna zaleta omawianej metody badawczej jest mozliwos¢ probkowania
stanéw elektronowych lokalnie, w skali pojedynczych nanometréw. Skaningowy
mikroskop tunelowy staje si¢ wiec poteznym narzedziem w badaniach
nanostruktur.

Spektroskopia tunelowa wymaga bardzo duzej stabilno$ci mechanicznej uktadu
igla—probka. Aby przeprowadzi¢ pomiar, nalezy ulokowaé igle nad badanym
obszarem i utrzymywaé stala odlegtos¢ pomiedzy nimi przy wylaczonym
sprzezeniu zwrotnym. Stala szeroko$¢ bariery tunelowej jest niezbedna do
analizy iloéciowej struktury elektronowej. Przy braku polaryzacji poziomy
Fermiego (najwyzsza energia elektronu w temperaturze 0 K) sa wyréwnane

i nie obserwuje sie przeplywu pradu przez zlacze (rys. 2a). Gdy do ukladu
igta—prébka zostanie przylozone napiecie, poziomy Fermiego odpowiednio
przesuwaja sie i nastepuje przeplyw elektronéow przez bariere ze stanow
obsadzonych jednej elektrody do nieobsadzonych drugiej (rys. 2b, ¢). W procesie
tunelowania elektrony zachowuja swoja energie.

W czasie ciaglej zmiany przytozonego napiecia rejestruje si¢ natezenie pradu
tunelowego (tzw. charakterystyka I-V). Zalezy ono nie tylko od transmisyjnosci
bariery, ale réwniez jest proporcjonalne do gestosci stanéw elektronowych

obu elektrod (rys. 2). Zmiana polaryzacji zlacza powoduje oczywidcie zmiane
kierunku przeptywu pradu. W ten sposdb mozna prébkowacé zaréwno stany
obsadzone (ponizej poziomu Fermiego), jak i puste (ponad poziomem Fermiego)
obu elektrod. Znajac strukture elektronows jednej z nich — igty — uzyskuje

sie obraz struktury elektronowej badanej prébki. Ze wzgledu na zaleznos¢
natezenia pradu tunelowego od gestosci standéw elektronowych pomiary
topograficzne niejednorodnych elektronowo obszaréw stanowig mieszanine
informacji o geometrii powierzchni i lokalnym przewodnictwie. Efekt ten jest
bardzo wyrazny np. w przypadku zréznicowanego obrazowania powierzchni
krzemu Si(111), o typowej rekonstrukeji 7 x 7 (rys. 3). Jezeli na plaskiej
powierzchni znajdzie sie obszar o nizszej gestosci stanéw niz jego otoczenia, to
bedzie on widoczny jako pozorne zaglebienie, a przy przeciwnej relacji — jako
»gorka” (rys. 1b). Taki sposéb obrazowania powierzchni pokazuje kolejna zalete
mikroskopu tunelowego w badaniu np. nanostruktur, ale tez nieco utrudnia
jednoznaczna interpretacje uzyskanych wynikéw. Z pomocs przychodza pomiary
z innym parametrem bariery (odlegltosé igta—prébka) i wtedy poréwnanie
zestawu wynikéw pozwala rozwiklaé pojawiajaca sie zagadke.

Juz opisany tu najprostszy wariant pracy skaningowego mikroskopu tunelowego
pokazuje jego olbrzymie zalety badawcze. Dotozenie na przyklad mozliwosci
detekcji pradu spolaryzowanego spinowo pozwala identyfikowaé stany
magnetyczne. Wynalezienie skaningowego mikroskopu tunelowego stworzyto
rowniez grunt dla gwaltownego rozwoju skaningowej mikroskopii probnikowej,
umozliwiajacej — z rozdzielczo$cig nanometrow — pomiary réznych oddzialywan
sitowych pojawiajacych sie pomiedzy powierzchnia a odpowiednio dobranymi
prébnikami. CzyZz mozna sie zatem dziwi¢, ze wynalazcy STM-u zostali
uhonorowani Nagroda Nobla?
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* Flatlandia, czyli kraina plaszczakdw,

Edwin Abbott (1884).
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geodezyjnag
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Ptaszczyzna rzutowa z przykladowa

geodezyjna

Kartografia (normalna) Plaszczakéw
Michat MISKIEWICZ

Whrew pozorom tematyka tego artykulu jest catkiem powazna, ale powotane
do zycia przez Edwina Abbotta Plaszczaki* — wyimaginowane stworzenia
zyjace w dwuwymiarowym $wiecie — sa doskonalym materiatem do pewnego
eksperymentu myslowego. Chodzi mianowicie o to, by o geometrii powierzchni
(lub ogdblniej — rozmaitosci) nie mysle¢ w sposéb zewnetrzny, jak czlowiek
patrzacy na lezacy przed nim obrazek, ale wewnetrzny, wladciwy namalowanym
na obrazku postaciom, ktérych percepcja (o ile ja maja) ogranicza sie do dwéch
wymiarow.

Wspélczesna geometria wiele zawdziecza takiemu ujeciu tematu. Bez tego nie
mieliby$émy ani ogdlnej teorii wzglednosci, ani teorii potokow Ricciego wraz
z dowodem hipotezy Poincarégo.

Punktem wyjscia naszej historii bedzie zainteresowanie Kréla Plaszczakow
ksztaltem wlasnego krolestwa M. W celu stworzenia mapy Krol wystatl swoich
rycerzy ze stolicy S we wszystkie kierunki Swiata z nakazem péjscia prosto
przed siebie ze stala predkoscia (kazdy z ta sama). Po powrocie kazdy mial
zdaé¢ raport, podajac napotkane punkty charakterystyczne wraz z odlegtoscia
od stolicy. Znajac kierunki ich podrézy, Krol moze potem nanie$é te punkty na
tworzong przez siebie mape krolestwa, zwana mapa wykladniczg lub po prostu
normalng. Proste?

Nie do konca. Na poczatek warto wyjasnié, co znaczy prosto przed siebie. W tym
celu oznaczmy przez y(t) polozenie danego rycerza w chwili ¢; innymi stowy, jego
ruch opisujemy funkcja v: [0, 00) — M. Wedlug rozkazu Kroéla:

e rycerz wyrusza ze stolicy, czyli v(0) = S;

e ma wyznaczony kierunek podrézy, a wiec 4'(0) jest z géry zadanym wektorem
poczatkowej predkosci (dla ustalenia uwagi — jednostkowym);

e ma sie poruszaé prosto przed siebie ze stala predkoécia, co wyraza sie przez
brak przyspieszenia, czyli warunek 7" (¢) = 0 dla wszystkich ¢ > 0.

W $wiecie Plaszczakow, czyli — na dobra sprawe — w Swiecie zupelnych
rozmaito$ci Riemanna, takie réwnanie rézniczkowe zwyczajne v/ = 0 ma
jednoznaczne rozwiazanie. To rozwigzanie, czyli krzywa v: [0,00) — M,
nazywamy geodezyjng (o zadanym punkcie poczatkowym i predkosci
poczatkowej).

Dla mieszkanicéw sfery (w dobrym przyblizeniu — dla nas samych) geodezyjnymi
sa fragmenty okregéw wielkich, czyli krzywych powstaltych przez ciecie sfery
plaszczyzng przechodzaca przez jej srodek. Na sferze jednostkowej

S*={(wy.2) 1 2 +y* + 2" =1}
(rozumianej jako podzbiér R?) przyktadowa geodezyjna jest krzywa
~(t) = (cost,sint, 0). Czytelnik znajacy rachunek rézniczkowy moze obliczy¢
druga pochodng kazdej ze wspolrzednych i zaprotestowaé, ze otrzymany wektor
(—cost, —sint, 0) nie jest zerowy. Sek w tym, ze jest to obliczenie drugiej
pochodnej funkcji o wartosciach w R3, a nie w S?! Natomiast przyspieszenie
odczuwane przez Plaszczaka poruszajacego sie ta krzywa (czyli wewnetrzna
druga pochodna funkcji v: R — S?) jest rzutem wyznaczonego wyzej wektora na
plaszezyzne styczna do sfery w y(t), a rzut ten rzeczywiscie jest zerowy.

Pouczeni tym przykladem spdjrzmy jeszcze na trzy inne — torusa, butelke
Kleina i ptaszczyzne rzutowa. Pierwsze dwie powierzchnie mozna przedstawié
jako kwadrat z odpowiednio sklejonymi bokami, przy czym strzaltki wskazuja,
co z czym laczyé; w obu przypadkach boki oznaczone strzatka a tatwo skleié,
otrzymujac walec. Dla torusa sklejenie strzatek b jest mozliwe, chociaz kosztem
pewnego zdeformowania materialu (a wiec i geometriil), co daje dobrze znany
ksztalt detki rowerowej. Do sklejenia butelki Kleina potrzebujemy albo pewnego
oszustwa (samoprzeciecia), albo odrobiny czwartego wymiaru. To samo tyczy sie
plaszczyzny rzutowej, zadanej jako polsfera, na ktorej brzegu sklejono punkty
antypodyczne.
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Czego Plaszczak nie zobaczy: torus jako
detka i butelka Kleina jako powierzchnia
z samoprzecieciem

Droga rycerza zmuszonego do
zatrzymania si¢ w wierzchotku
paraboloidy z = z? + yz. Przerywang linig
zaznaczono inng, krétszg droge na druga
strone wierzchotka

s
S (e}

Poréwnanie drogi rycerza A («) z droga
rycerza B (). Przez ~ oznaczono
brakujacy fragment, ktérego A nie zdazyt
przejsé

The Shape of Space, Jeffrey Weeks,

wyd. 2 (2002).

Autor prowadzi Czytelnikéw od
geometrycznych przygdd Ptlaszczakow,
licznych przykladéw i gier, przez
klasyfikacje powierzchni az do kosmologii
i hipotezy geometryzacyjnej Thurstona
(ktérego byt doktorantem). Czesé gier jest
dostepna online: [geometrygames.org/SoS|

Nie przejmujmy si¢ tym czwartym wymiarem — wszak Plaszczaki i tak
dostrzegaja jedynie dwa wymiary, wiec dla nich to niewielka réznica. Do
wyznaczenia geodezyjnych wyjsciowe diagramy w zupelnosci wystarcza, co
zreszta zostalo juz przedstawione na rysunkach.

Czas na druga trudnosé¢ — czy rycerze kiedykolwiek trafia z powrotem do stolicy,
by zdaé raport? Na sferze tak, ale na torusie wiekszoéé¢ z nich bedzie btadzi¢
w nieskonczonosé. By tego uniknaé¢, Krél wydal dodatkowy rozkaz:

e kazdy rycerz ma zakoriczy¢ swoja misje, gdy tylko napotka innego rycerza lub
jego slady.

Zakladajac, ze krolestwo jest skonczone — w jezyku technicznym zwarte —
zagwarantowal w ten sposob, ze po pewnym czasie wszyscy rycerze beda mogli
wrécic i zdaé raport z odwiedzonych miejsc. I w ten sposéb dochodzimy do
trzeciej i najwazniejszej trudnosci — czy w takiej sytuacji mozemy mieé¢ pewnos¢,
ze kazdy punkt w krélestwie znajdzie sie na mapie?

Warto zauwazy¢, ze rycerze moga sie spotykaé (i w rezultacie zatrzymywad)
w parach, czworkach, a nawet i wszyscy naraz! Na szczegdlng uwage zasluguje
paraboloida z = 2% + y? i los rycerza wystanego z S = (1,0,1) w kierunku
wierzchotka (0,0, 0). Chociaz dochodzi on tam jako pierwszy i jedyny, to jest
zmuszony sie zatrzymac, a to dlatego, ze w kazdym nastepnym punkcie jego
trasy ktos go juz ubiegt.

Pozostaje przekonaé sie o kompletnosdci powstalej mapy — sprawdziliémy to na
kilku przyktadach, ale czas na ogdlny dowdd. Dla ustalenia uwagi sprawdzimy,
czy na mapie znajdzie si¢ Pieczara Smoka (punkt P). W tym celu rozwazmy
najkrétsza droge z S do P. O takiej najkrotszej drodze wystarczy nam wiedzied,
ze istnieje (co najmniej jedna) oraz ze na pewno jest geodezyjna. Wynika stad,
ze droga ta jest tozsama z trasa pewnego rycerza A. Jesli P nie znajduje sie

w jego raporcie, to widocznie A zatrzymatl sie juz wezesniej. Oznacza to jedna

z dwbéch rzeczy:

— Przed dotarciem do P rycerz A napotkal Slady innego rycerza B w pewnym
posrednim punkcie M. Widocznie B odnalazt krétsza droge 5 z S do M, wiec
taczac ja z brakujacym fragmentem +, otrzymujemy droge S U~ z S do P krotsza
od drogi o U~. Ale o tej drugiej zalozylismy, ze jest najkrétsza — sprzecznosé!

— Zatrzymal sie w momencie spotkania innego rycerza B w pewnym punkcie M.
Skoro obaj doszli do M jednoczesnie, to ich trasy «a, f maja te samag diugosé.

A skoro a U7y jest najkrotsza droga z S do P, to jest nig rowniez 8 U y. Z naszej
wiedzy o najkrotszych drogach wynika wtedy, ze 5 U~ musi by¢ geodezyjna! To
jest jednak sprzecznos$é z jednoznacznoscia geodezyjnych, gdyz rozpatrujac trasy
a U~ i B U~y przebywane wstecz, otrzymujemy dwie rézne geodezyjne dzielace
wspélny poczatkowy fragment.

Ostatecznie mozemy stwierdzi¢ z cala pewnosdcia, ze kazdy punkt krélestwa
znajduje sie na mapie, i prawie kazdy w jednym egzemplarzu. Wyjatek stanowia
lezace na brzegu mapy punkty ciecia (cut points), czyli koncowe punkty drég
rycerzy. O zbiorze wszystkich takich punktéw (po angielsku nazywanym cut
locus) wiadomo, ze ma zerowe pole (zaréwno jako podzbiér mapy, jak i podzbiér
krélestwa), wiec jest niejako zaniedbywalny. Co nie znaczy, ze nie jest wazny!

Czytelnika zainteresowanego zglebieniem jego geometrii zachecam do pochylenia
sie nad ponizszymi zadaniami oraz do lektury ksiazki The Shape of Space,
ktora opisuje wiele innych przygdéd Plaszczakow wraz z ich geometrycznymi
konsekwencjami.

Zadanie 1. Przekonac sie, ze na plaszczyznie rzutowej punkty ciecia tworza
zamknieta petle, ktéra jednak nie rozdziela powierzchni na dwie czesci.

Zadanie 2. Naszkicowa¢ zbiér punktéw ciecia, gdy krolestwo Plaszczakéw ma
ksztalt torusa-detki-rowerowej. Czy zbidér ten tworzy petle?

Zadanie 3. Przyjmijmy, ze krélestwo Plaszczakow ma ksztalt paraboloidy
zadanej réwnaniem z = 12 + y? i stolice w punkcie S = (1,0, 1). Naszkicowaé
mape krolestwa, jak rowniez samg paraboloide z zaznaczonymi punktami ciecia.
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*Instytut Matematyki Stosowanej
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Sophus Lie

Theory
of Transformation
Groups |

Editar and Teanslaten
Jokl Merker

€1 Springer

0.0 ;
0.5 e |7-10

Powierzchnia réwnania
’ 2 2
y(z)=2"+y

0.6}
0.4%
0.2%

Powierzchnia réwnania

y'(z) ==

‘W ogdlnosci, réwnanie rézniczkowe moze
mieé bardzo duzo grup symetrii. Na
przyklad tatwo to zauwazyé w przypadku
réwnania y'(z) = 0.

Réwnania rézniczkowe i geometria (II)
Grzegorz LUKASZEWICZ*, Piotr KRZYZANOWSKI*

Norwegia, maty i przez dtugi czas bardzo ubogi kraj na obrzezach Europy, data
Swiatu wiele; miedzy innymi dwie matematyczne gwiazdy pierwszej wielkosSci:
Nielsa Henrika Abela (1802-1829) i Sophusa Liego (1842-1899). Obaj uczeni
dokonali odkry¢ przelomowych, coraz bardziej obecnych we wspoélczesnej
matematyce i fizyce. Nie ma tu miejsca na szersze oméwienie, odsytamy do
bibliografii [Cantwell], wspomnijmy tylko, ze Sophus Lie uczeszczal na wyklady
Ludwiga Sylowa (1863) poswiecone teorii Galois, a pézniej, w 1870 roku,

w rezultacie wspolpracy z Feliksem Kleinem wpadl na pomysl, ze jest mozliwe
stworzenie dla réwnan rézniczkowych analogii do teorii Galois dla réwnan
algebraicznych. Jego prace mialy bardzo silne podloze geometryczne.

7 koniecznoéci mozemy tu przedstawié¢ tylko skrawek teorii grup symetrii Liego —
i to w wielkim skrocie. Chodzi nam gtéwnie o przyblizenie pewnych pomystow,
bez wchodzenia w szczegdly.

Niech S bedzie wykresem funkeji f(z,y), czyli powierzchnia zadana w przestrzeni
tréjwymiarowej (x,y, z) réwnaniem z = f(z,y).

Zal6zmy, ze funkcja y = y(z) jest rozwiazaniem réwnania rézniczkowego

(1) y'(z) = f(2,y),

w pewnym obszarze D plaszczyzny (x,y). Trajektoria ¢ rozwigzania y = y(z)
na plaszczyznie (z,y) ma sw6j odpowiednik na powierzchni S, jest to krzywa
Dz (z,y(2),y(z) = (z,y(z), f(x,y(z)). Powierzchnie S nazywamy
powterzchnig réownania rézniczkowego .

Zalézmy, ze przez kazdy punkt rozwazanego obszaru D (mozemy przyjaé

dla uproszczenia, ze jest to cala plaszczyzna) przechodzi dokladnie jedna
trajektoria rozwiazania réwnania (|1)). Podobnie jak plaszczyzna (x,y) jest utkana
z trajektorii rozwigzan réwnania (1), powierzchnia S jest utkana z lezacych na
niej obrazéw tych ostatnich.

Najprostszym i bardzo waznym przykladem jest sytuacja, gdy funkcja f zalezy
tylko od zmiennej x:

(2) y'(x) = f(2).
W tym wypadku powierzchnia S jest utkana nie tylko z rodziny krzywych @, ale
takze z rodziny prostych réwnoleglych do osi OY.

Jedli trajektorie ¢; rozwiazania réwnania przesuniemy w kierunku osi OY

o pewien wektor, to otrzymamy takze pewng trajektorie, oznaczmy ja przez ¢s,
rozwiazania tego réwnania, a obraz ®; na powierzchni S trajektorii ¢; przesunie
sie analogicznie na obraz ®, trajektorii ¢, lezacy takze na powierzchni S.

Odpowiednikiem analitycznym powyzszej waznej uwagi jest stwierdzenie, ze
zmiana zmiennych

(3) i(z,y,e) =z, J(@,y,€) =y+e,
gdzie € jest dowolna liczba rzeczywista, przeprowadza rozwiazanie y = y(z) na
rozwiazanie § = §(2), tzn.

(4) jesli y'(x) = f(z), to §'(2) = f(2).

Doszliémy do fundamentalnych pojeé. Przeksztalcenia wspoélrzednych

tworza jednoparametrowa grupe (dla e = 0 mamy przeksztalcenie
identycznosciowe, dla kazdego przeksztalcenia istnieje przeksztalcenie
odwrotne, przeksztalcenia mozna sktadaé, skladanie jest taczne), zwana grupg
symetrit rownania rozZniczkowego . Samo rownanie rézniczkowe nie zmienia
sie przy przeksztalceniach wspoélrzednych swoich grup symetrii. Méwimy

o niezmienniczosci rownania ze wzgledu na te przeksztalcenia.

Zauwazmy, ze rOwnanie rozniczkowe postaci mozna scalkowaé bezposrednio,
przykladajac operator calki do obu stron, co daje

(5) y(x) :/f(a:)d:r,.
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Tej waznej wlasnosci nie maja réwnania postaci . Aby méc je scatkowaé, czyli
znalez¢ ich rozwiazania, mozemy skorzysta¢ z nastepujacego pomystu.

Dla danego réwnania rézniczkowego y' () = f(x,y) znajdujemy najpierw
transformacje zmiennych (r, s) = (r(x,y), s(z,y)) taka, ze w nowych zmiennych
réwnanie ma postaé s'(r) = g(r). Nastepnie calkujemy bezposrednio otrzymane
réwnanie, a na koniec przedstawiamy otrzymane rozwiazania w zmiennych (z,y).
Otrzymane w ten sposéb funkcje sa rozwiazaniami réwnania y'(z) = f(x,y).

Ten pomysl jest prosty (nawet genialny) i ma znamiona metody ogdlnej. Jego
realizacja jednak nie jest prosta. Chcielibysmy mie¢ bowiem ogdlny algorytm,
czy metode, znalezienia wladciwej transformacji wspoétrzednych z (x,y) na (r, s).
Tu wtasnie przychodzi z pomoca teoria grup symetrii réwnan rézniczkowych.
Okazuje sie, ze znalezienie grupy symetrii danego réwnania rézniczkowego moze
by¢ prostsze od znalezienia rozwiazania samego réwnania.

Zalézmy zatem, ze znamy pewna grupe symetrii danego réwnania postaci .
Szukamy takiej zamiany zmiennych z (z,y) na (r, s), ze trajektorie wspomnianej
grupy réwnania przechodza na trajektorie grupy translacji

(7,8) = (7(r,s,€),8(r,5,€)) = (r, s +€).
Wtedy samo réwnanie transformuje si¢ do réwnania postaci s'(r) = g(r), ktére

juz umiemy scatkowac. Zadanie uproécilto si¢ wiec do znalezienia odwzorowania
prostujacego krzywe danej rodziny.

Zobaczmy, jak to wyglada na przyktadzie:
Réwnanie Riccatiego

Rozwazmy réwnanie postaci dy/dx = a(x)y? — b(z)y — c¢(z), nazywane réwnaniem
Riccatiego. Nie znamy sposobu rozwiazania tego réwnania w tak ogdélnej postaci.
Niemniej w niektérych szczegdlnych przypadkach mozna sobie z nim poradzié.

Jacopo Francesco Riccati (1676-1754) “eémy na warsztat naStquj@Cy konkretny przypadek:
dy 5 2y 1
6 e 0),
(6) Ve - @ #0)

i sprébujmy znalezé jego rozwigzanie ogélne, czyli rodzine krzywych, do ktérych
styczne w kazdym punkcie danej krzywej wyrazaja sie powyzszym réwnaniem.

Wskazmy wygodng grupe symetrii!

Nie bardzo wiadomo, jak sie zabra¢ za to réwnanie... wykorzystamy wiec
pomyst przedstawiony powyzej. Aby znalezé grupe symetrii rownania, mozemy
skorzystaé¢ z ogdlnego algorytmu, ale péjdziemy na skréty. Struktura réwnania
podpowiada, zeby sprébowaé transformacji skalowania (z,y) — (az, by)

z pewnymi stalymi a i b. I rzeczywiscie, tatwo sprawdzié¢, ze réwnanie jest
niezmiennicze ze wzgledu na te transformacie, o ile stale spelniaja b = a2, a wiec
ze wzgledu na cala grupe transformacji

(7) (i‘,@) = (‘%($7y76)ﬂg(x7y76)) = (663376_26:1/).
W zmiennych @ rownanie @ wyglada zatem tak samo:
dj ..o 29 1 N
— =3y - ===, (@#0).
W7 e @70
Szukamy teraz zmiennych (r, s), w ktérych trajektorie @ beda prostymi postaci

Powierzchnia réwnania Riccatiego (8) (,p’ §) = (f(r’ S, 6), §(7” S, 6)) = (’I“, S+ 6).

~—

Po uwaznym przyjrzeniu sie zalezno$ciom i znajdujemy, ze zmienne
2
(9) (r,s) = (z7y,In|z])
spelniaja ten warunek, czyli sa zmiennymi kanonicznymi. W tych nowych
zmiennych nasze réwnanie rézniczkowe przyjmuje postaé
Rézniczka funkcji z = f(x,y) w punkcie ds 1
(zo,yo) to wyrazenie (10)
dz = gL (z0,y0)dz + FL (20, y0)dy,

w jezyku geometrii: réwnanie plaszczyzny Rzeczywiéeie, Z @ i @ many
stycznej do wykresu funkcji z = f(z,y)

dr  r2—1

stycane} hik: 2 1
e e, O gy =2yt +0® (= 2 LY o= (a2 - 1)



Powierzchnia réwnania Riccatiego
w zmiennych kanonicznych

oraz
1

ds = —
||

dx,

i korzystajac z @, dostajemy . To ostatnie rownanie tatwo scatkowac,
otrzymujac

r—1
=1 .
s(r) =In ]
Powré6t do zmiennych (x,y) daje rozwigzanie ogdlne
¢+ z? 1 2
11 - - __=
(11) Y x?(c—2x2) 22 2?+4c

naszego réwnania @ A o to nam wlasnie chodzito.
A jak by to zrobil komputerowy pakiet obliczenn symbolicznych?

Krytyczny Czytelnik zdazyt juz zapewne zauwazy¢, ze kluczowym momentem
byla chwila olénienia, dzigki ktorej zgadliSmy, jaka jest wlasciwa transformacja
(2,9), co pozwolito nam (po ukrytych przed Czytelnikiem Niecierpliwym
rachunkach) wygenerowaé nowy uklad zmiennych (r,s) i dojsé do koricowego
prosciutkiego réwnania . A Pedantyczny Czytelnik dostrzegl na dodatek, ze
do uzyskania finalnego wzoru takze nalezalo wykazaé si¢ jakas, cho¢ nie
przesadna, sprawnoscia rachunkowa.

Pakiety obliczen symbolicznych, takie jak komercyjny Maple czy darmowe SymPy
lub Maxima, w miejsce blyskotliwych ol$nien stosuja podejscie pilnego czytelnika
podrecznikéw rozwiazywania réwnan rézniczkowych. Po wstepnych uproszczeniach
klasyfikujg réwnanie, sprawdzajac, czy moze jest postaci, dla ktérej pewna
mechaniczna metoda sprowadzenia zadania do obliczenia calek moze mieé¢ szanse
powodzenia (np. czy jest to réwnanie o zmiennych rozdzielonych). Oczywiscie
réwnanie moze daé sie sklasyfikowaé na kilka sposobow.

Zobaczmy, jak to dziala w module obliczenn symbolicznych dla Pythona, czyli
SymPy. Zdefiniujemy w nim nasze réwnanie Riccatiego @, a potem poprosimy
o sklasyfikowanie, a na koniec rozwigzanie tego réwnania:

from sympy import *

from sympy.abc import x

y = Function('y")(x)

deq = Eq( y.diff(x), xxy*x2 — 2xy/x — 1/x*%3 )
typ = classify_ode(deq, y)

sol = dsolve(deq, y)

Po klasyfikacji réwnania program podejmuje préby rozwigzania kolejnymi
algorytmami wlasciwymi dla danego typu, az do skutku. Okazuje sie, ze wedlug
SymPy nasze réwnanie mozna sprébowac rozwiazywacé przez sprowadzenie do
réwnania o zmiennych rozdzielonych (ewentualnie bez obliczania finalowych
calek, jesli okaza sie za trudne) lub metoda grup Liego.

No i juz pierwsza z brzegu metoda, czyli préba sprowadzenia do réwnania
postaci ' = F(z"y) - (y/x) — ktére potem sprowadza sie do réwnania o zmiennych
rozdzielonych, a to z kolei do zwyklego catkowania — daje blyskawiczny
i zachwycajacy wynik: (Cy2? + 1)

yl) = z2(Chaz? — 1)’
Po przeksztalceniu pokrywa si¢ on z uzyskanym przez nas rozwiazaniem .

Mozemy tez zazadaé, by SymPy rozwiazal nasze réwnanie przez grupy

Liego. Wtedy algorytm bedzie tylez cierpliwie, co bezrefleksyjnie, prébowat
skorzystaé z kolejnych heurystyk opisanych w pracy [Cheb-Terrab et al.] —

w naszym przypadku dopiero czwarta préba zakoriczy sie sukcesem. Nowy uktad
wspélrzednych, do jakiego dochodzi SymPy, zupelnie nie przypomina @:

1 22
(TJS)_ (y_zQa 2)7

lecz za to réwnanie przyjmuje w nim jeszcze prostsza(!) postaé:
ds 1

dr 72’


www.sympy.org

Literatura:

Cantwell, B.J. Introduction to Symmetry
Analysis. Cambridge University Press,
2002.

Cheb-Terrab, E.S., and Kolokolnikov, T.
First-order ordinary differential
equations, symmetries and linear
transformations. European Journal of
Applied Mathematics. Vol. 14, 2003.

A potem juz z gorki: reszta jest liczeniem — jak mawia Marcin Kuczma,
parafrazujac ostatnie stowa Hamleta — ale i tak cieszymy sie, ze koriczace sprawe
catkowanie, podstawienie, uproszczenie i rozwiklanie wykonal za nas automat.

Mozna by zapytaé, dlaczego nie uczono nas na studiach metod opartych na
grupach symetrii jako ,uniwersalnego” przepisu na spreparowanie rozwiazan
wigkszosci zadan rachunkowych z réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Jednym
z powoddéw jest to, ze te metody, nawet po przyjeciu upraszczajacych zalozen
co do postaci poszukiwanych obiektéw, wymagaja przeprowadzenia zmudnych
i nudnych rachunkéw. Cho¢, z drugiej strony, znajomosé¢ symetrii réwnania to
duzo wiecej niz tylko znajomosé jego rozwiazania, zob. [Cantwell, str. 291-293].

Teraz systemy obliczen symbolicznych sa powszechnie dostepne i potrafia
rozwiazaé¢ wiekszos¢ zadan typu ,,wyznacz rozwiazanie ogélne réwnania
rézniczkowego” — choé czasem trzeba wyprébowaé kilka programéw. Co
znamienne, juz w artykule [Cheb-Terrab et al.] sprzed prawie 20 lat, opisano
program komputerowy wykorzystujacy techniki grup symetrii Liego i kilka
sprytnych heurystyk, ktéry (testowany na 552 przykladach z budzacej strach
wéréd studentéw klasycznej ksiazki Kamkego) mial skutecznosé 78% — a to
zastugiwaloby na solidna czwérke!

i Zadania

kapilarny mostek

Przygotowat Dominik BUREK

M 1678. W turnieju szachowym kazdy uczestnik gral z kazdym dokladnie
jeden raz. W kazdej rundzie kazdy uczestnik zagral jedna partie. W co najmniej
polowie wszystkich partii obaj uczestnicy pochodzili z tego samego miasta.
Udowodnij, ze w kazdej rundzie doszto do przynajmniej jednej rozgrywki,

w ktérej spotkaly sie osoby z tego samego miasta.

Rozwigzanie na str.

M 1679. Czy istnieje 19-kat wpisany w okrag, ktérego wszystkie boki sa rézne,
a miary katéw wewnetrznych (wyrazone w stopniach) sa liczbami catkowitymi?
Odpowiedz uzasadnij.
Rozwigzanie na str. [3]

M 1680. Rozwiaza¢ uktad réwnan
Sr—y o 3Yy—z o
c—3y 0 y—32

w liczbach rzeczywistych x, y, z.

Rozwigzanie na str.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1027. Budowe zamku z piasku czesto przerywaja ,katastrofy budowlane”
polegajace na peknieciu i obsunieciu si¢ gérnej czesci budowanej wiezy wzdtuz
plaszezyzny nachylonej do poziomu pod pewnym katem o > /4. Piasek uzyty do
budowy wiezy musi by¢ mokry. Suchy piasek obsypuje sie, przybierajac ksztalt
stozka o tworzacej nachylonej do poziomu pod katem ¢, przy czym tg ¢ ~ pu,
gdzie p jest wspotczynnikiem tarcia miedzy ziarnami piasku. Piasek nie moze tez
by¢ zbyt mokry, bo wtedy ma konsystencje (plynnego) blota. Budowa zamkéw
jest mozliwa, gdy wody jest doktadnie tyle, zeby zwilzala ziarna piasku, tworzac
zlepiajace je ,mostki” (rysunek). Ile wynosi kat a?

Dla suchego piasku o jednakowych (w przyblizeniu), kulistych ziarnach ¢ ~ 30°.
Rozwiazanie na str.

3z—=w 9

) )

z—3x

F 1028. Naladowane czastki poruszajace sie w przestrzeni kosmicznej

osiagaja ogromne energie kinetyczne. Jako jeden z mozliwych mechanizméw
,rozpedzania” takich czastek Enrico Fermi wskazal przelot czastki przez obszar
pola magnetycznego — np. wewnatrz miedzygwiazdowych oblokéw zjonizowanego
gazu. Wiemy jednak, ze oddzialywanie z polem magnetycznym nie zmienia
energii kinetycznej naladowanej czastki. Czy wiec proponowany mechanizm
brzyspieszania” czastek jest realistyczny?

Rozwiazanie na str. [17]
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Rys. 1. Schemat powstawania obrazu

w zwierciadle ptaskim. Promienie odbite
od zwierciadtla trafiaja do naszego oka,
dajac ztudzenie, ze ,pochodza” od
przedmiotu znajdujacego si¢ po drugiej
stronie. Dlatego méwimy, ze obraz jest
pozorny

Maia ge

Ile na oko mozna zobaczy¢ w lustrze?

Stojgc w niewielkiej odleglosci od lustra, wykonaj na nim obrys swojej twarzy.
Nastepnie oddal sie od lustra na moZliwie najwiekszq odleglosé i wykonaj obrys
ponownie.

Jak bedg mialy sie do siebie oba obrysy?

W pierwszym odruchu oczywista wydaje si¢ odpowiedz, ze drugi obrys, czyli ten,
kiedy stoimy dalej od lustra, bedzie mniejszy. Tak tez odpowiadala wiekszo$é
uczestnikow Maratonu Wykladowego Delty, podczas ktérego zagadka zostala
przedstawiona. Poniewaz jednak intuicja nie jest najlepszym narzedziem
badawczym, na pewno udajesz si¢ wladnie, Czytelniku, do lustra i dokonujesz
obrysow. I tu niespodzianka. Wydaja sie caltkiem podobne. Na wszelki wypadek
powtarzasz do$wiadczenie i znowu ze zdumieniem stwierdzasz, ze oba obrysy sa
tej samej wielkoéci! Zastanawiasz sie pewnie teraz, jak to mozliwe i dlaczego
intuicja tak ochoczo prowadzi nas na manowce. Zeby to wyjasni¢, siegasz
pamiecia do lekcji fizyki ze szkoly podstawowej i przypominasz sobie kilka zasad
powstawania obrazéw w zwierciadtach ptaskich.

Obraz, ktory widzimy w zwierciadle, jest pozorny, to znaczy, ze nasz mozg
odbiera promienie odbite od zwierciadla tak, jakby odbijaly sie od naszej
twarzy znajdujacej sie po drugiej stronie lustra. Ponadto obraz jest tej

samej wielkosci co przedmiot i znajduje si¢ w takiej samej odleglosci od
zwierciadla, tylko po drugiej stronie.

Wréémy zatem do naszej zagadki z obrysami. Twarz, Podczas spotkania towarzyskiego bierzemy wiec niewielkie
ktora widzimy w lustrze, jest zawsze wielkosci lusterko i zadajemy pytanie: Co nalezy zrobic, Zeby
naszej twarzy, a lustro znajduje sie¢ dokladnie w lusterku zobaczyé wiekszq cze$é naszej twarzy? 1 tak, jak
w potowie odlegtosci miedzy nami a naszym odbiciem. nas juz nie zdziwi, ze wigkszo$¢ odruchowo odsunie lusterko,
Wspomagajac sie prostym rysunkiem, zauwazamy, ze tak pytani ze zdumieniem zauwaza zapewne, ze odsuwanie
korzystajac z twierdzenia Talesa, mozemy nie tylko lusterka nic nie da! Ttumaczymy wiec, ze owszem, nasze
dowies¢, ze oba obrysy sa takie same, ale réwniez odbicie ze wzgledu na perspektywe wydaje si¢ mniejsze,
ze ich wymiary sa rowne polowie wymiaréw naszej jednak samo lustro takze podlega jej dziataniu, wigc nie
twarzy. ma znaczenia, jak daleko bedziemy trzymaé lusterko,

Rys. 2. Schemat powstawania obrysu na lustrze

Skuszeni podchwytliwoécia i prostota rozwiazania
zagadki idziemy krok dalej i szukamy kolejnych
nieintuicyjnych przyktadéw z zastosowaniem tej
prawidlowosci. Wszak fizyczne tamigltowki nie tylko sa
$wietna rozrywka intelektualna, ale takze sposobem

zawsze bedzie w nim widac ten sam fragment naszej twarzy.
(Mozemy w tym miejscu réwniez przytoczyé pierwsza
zagadke z obrysem).

7 pewnoscia udato nam sie wywotaé¢ zaciekawienie wsrdéd
znajomych, dlatego mamy w zanadrzu jeszcze jedna
zagadke:

Trafiasz do sklepu, gdzie lustra sprzedajg na metry. Masz
180 c¢cm wzrostu i niewiele miejsca na Scianie, a chcesz
site widzie¢ w catosci, od stop do glowy. Niestety lustra sq
drogie, a Ty nie szastasz forsq. Jak wysokie lustro kazesz
sobie przyciqé?

Nasi shuchacze po chwili zastanowienia podaja poprawnag
odpowiedz i zauwazaja, ze zagadka w sumie jest bardzo
zyciowa, a fizyka wcale nie jest taka trudna, jak im sie
wydawalo. Dlatego nie pozostaje nam nic innego, jak
zacheci¢ znajomych do uwaznego obserwowania prostych,
codziennych zjawisk i zauwazania w nich praw fizyki,

a najlepiej zrobimy to, szykujac dla nich kolejne zagadki:).

na zaciekawienie nauka szerokiego grona odbiorcéw )
i przedmiotem ciekawych zaktadow. Agmeszka CHUDEK
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2020/2021

XVI Olimpiada Matematyczna Junioréw

W XVI Olimpiadzie Matematycznej Junioréw wzieto udzial 8174 ucznidéw
z 979 szkél. W zawodach II stopnia wzieto udzial 1163 uczniéw z 588 szkol.
W zawodach III stopnia wziglo udzial 204 uczniéw ze 143 szkél.

Komitet Gléwny Olimpiady Matematycznej Junioréw postanowil przyznaé
91 uczniom tytut laureata I, IT lub III stopnia.

Laureaci I stopnia

Mateusz Wawrzyniak (maksymalna suma punktéw

na 2 i 3 etapie)

Dagna Helena Czubla, Karol Krzysztof Daniewski,

Jan Michal Dorosinski, Dominik Tadeusz Figurski,

Ewa Gotaszewska, Michal Jacek,

Tymoteusz Michal Jedrzejewski, Grzegorz Kaczmarek,
Marek Kaminski, Stanistaw Pawel Lada,

Jan Jarostlaw Lorenc, Magdalena Pudetko, Antoni Pusz,
Tadeusz Marek Rylski, Paulina Zeleznik

Laureaci II stopnia

Wiktoria Alicja Bazan, Maja Dworakowska,

Patricia Frevel, Mateusz Froncek,

Adam Jan Gasienica-Samek, Kajetan Géra,

Jakub Hawryluk, Weronika Anna Janeczek,

Adam Jankowski, Jakub Krzysztof Kajkowski,
Michatl KaZmierczak, Antoni Tadeusz Kuras, Ignacy Kus,
Elzbieta Labaj, Wojciech Stanistaw Malinowski,
Aleksander Maliszewski, Antoni Filip Mazur,

Jerzy Olkowski, Stanistaw Owsiak, Mateusz Pawlata,
Stanistaw Pekrul, Antoni Jakub Pierzchala,

Mitosz Rafal Platek, Lukasz Prochniak, Adam Sienkiewicz,

Filip Sopala, Tymoteusz Stepkowski, Kamil Szmurto,
Jakub Marcin Wilczynski, Stanistaw Mariusz Wojtysiak,
Inga Zasowska

Laureaci III stopnia

Szymon Anders, Stefania Ait Soura-Chmielnicka,
Zuzanna Sandra Banasiewicz, Filip Banek,

Maciej Aleksander Boron, Mateusz Byzdra,

Maria Chmielowiec, Jan Drabikowski, Blazej Dratwa,
Katarzyna Furmanek, f.ukasz Ganczarek, Igor Grauer,
Jan Jakubowski, Milena Jadwiga Jaroszewicz,

Anna Maria Karpinska, Maria Kaszewska,

Alexey Koshevoy, Mirostav Kovalchuk,

Antoni Luczak, Stanistaw Krzysztof Machnik,
Bartlomiej Maciejewski, Michal Krzysztof Margos,
Filip Tomasz Mezykowski, Magdalena Nieplowicz,
Tymon Nowakowski, Szymon Piotr Perlicki,

Maria Karolina Pezda, Jan Pietrasik,

Maciej Popielarczyk, Andrzej Pregowski, Patryk Rosoét,
Oliwia Aleksandra Rozkosz, Michal Smétko,

Dominik Styta, Aleksandra Maja Sulik,

Aleksander Szewczak, Jan Swierczynski,

Piotr Szymon Tabaczyniski, Szymon Urban,

Mateusz Wesolowski, Hubert Konrad Wisniewski,
Wojciech Witold Wnuk, Bartosz Rafal Zalewski, Jakub
Stawomir Zborowski

Wyrdznienie

Julian Zbigniew Kuryltowicz-Kazmierczak (najmltodszy
uczestnik finalowego etapu zawodéw w historii OMJ)

Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej — organizator OMJ — ze
$rodkéw uzyskanych z darowizny Fundacji mBanku przyznalo najlepszym
laureatom XVI Olimpiady Matematycznej Junioréw (2020/21) stypendia

motywacyjne w ramach programu stypendialnego ,,Mistrzowie Matematyki”

Matematyczna

Ofssssas yeard Fundacji mBanku.

Sl*H--H--H-|C )

Ol g3 Komitet Gléwny OMJ pragnie serdecznie podziekowaé Instytutowi

Q-:!: -h- 9| Matematycznemu PAN w Warszawie za wsparcie organizacji Olimpiady,

é ‘mm-m- o a takze ponad stu instytucjom edukacyjnym (szkolom, uczelniom, placéwkom
Ol=v--- L € wychowania pozaszkolnego), ktore zgodzily sie na udostepnienie miejsca na
www.omj.edu.pl przeprowadzenie zawoddéw I1 i IIT stopnia XVI OMJ. Szczegdlne podziekowania

Komitet kieruje do wszystkich nauczycieli matematyki, ktérzy wyrazili gotowosé
do pelnienia funkcji koordynatora zawodéw, odbywajacych si¢ mimo trudnego
czasu pandemii w formie stacjonarnej. Serdeczne podzigkowania Komitet
przesyta réwniez w kierunku Fundacji mBanku oraz redakcji czasopisma Delta
za ufundowanie nagréd dla laureatéw OMJ.
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Nagrody stopnia pierwszego

Juliusz Banecki (36) — Gdanskie Liceum Autonomiczne
Antoni Buraczewski (36) — LO nr III im. Adama
Mickiewicza we Wroctawiu

Radostaw Zak (36) — V LO im. Augusta Witkowskiego
w Krakowie

Nagrody stopnia drugiego

Korneliusz Obarski (32) — Prywatne LO im. Krélowej
Jadwigi w Lublinie

Michat Ciapka (30) - V LO w Bielsku-Bialej

Pawel Gadzinski (30) — V LO w Bielsku-Biatej

Kosma Kasprzak (30) — V LO im. Augusta Witkowskiego
w Krakowie

Lukasz Orski (30) — Akademickie LO Politechniki
Wroctawskiej we Wroctawiu

Cezary Botta (29) — VIII LO im. Adama Mickiewicza

w Poznaniu

Piotr Kuc (29) — I Ogdlnoksztatcace Liceum Akademickie
im. Janiny Kossakowskiej-Debickiej w Kielcach

Marek Zbysinski (29) — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie

Nagrody stopnia trzeciego

Mieszko Baszczak (24) — Zesp6l Panstwowych Szkot
Muzycznych nr 1 w Warszawie

Adam Dankowiakowski (24) — XIV LO im. Stanistawa
Staszica w Warszawie

Oskar Dabkowski (24) — XIII LO w Szczecinie

Lukasz Lopacki (24) — XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

Konstanty Smolira (24) — Prywatne LO im. Krélowej
Jadwigi w Lublinie

Antoni Stachowski (24) — III LO z Oddziatami
Dwujezycznymi im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni
Barttomiej Bychawski (23) — Akademickie LO
Politechniki Wroctawskiej we Wroctawiu

Miron Hunia (23) — XIV LO im. Stanislawa Staszica
w Warszawie

Lukasz Skiba (23) — XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

Marcin Stopka (23) — XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

Nagrody stopnia czwartego

Kacper Paciorek (20) — V LO im. Augusta Witkowskiego
w Krakowie

Piotr Wojtala (20) — XIV LO im. Stanislawa Staszica

w Warszawie

Jakub Bartecki (18) — XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

Marcel Chwialkowski (18) — XIV LO im. Stanistawa
Staszica w Warszawie

Jakub Dziura (18) — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie

Julia Filip (18) — III LO im. Adama Mickiewicza

w Tarnowie

Mateusz Gabzdyl (18) — V LO w Bielsku-Bialej

Piotr Jakimiuk (18) — II LO im. ksieznej Anny z Sapiehéw
Jabtonowskiej w Biatymstoku
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LXXII Olimpiada Matematyczna

W zawodach stopnia pierwszego wzieto udzial 1155 uczniéw, do zawodéw stopnia
drugiego zakwalifikowano 500 uczniéw, do zawodéw stopnia trzeciego 172 uczniéw,
a tytul finalisty uzyskato 160 uczniéw.

Komitet Gtéwny Olimpiady Matematycznej na posiedzeniu w dniu 21 kwietnia br.
postanowil przyznaé 52 tytuly laureata oraz nagrody pierwszego, drugiego, trzeciego
i czwartego stopnia. Otrzymali je nastepujacy zawodnicy (w nawiasach podano liczbe
uzyskanych punktéw na 36 mozliwych):

Tymoteusz Kucharek (18) — XIV LO im. Stanistawa
Staszica w Warszawie

Michat Lipiec (18) — V LO im. Augusta Witkowskiego

w Krakowie

Krzysztof Lis (18) — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie

Michat Manka (18) — VIII LO im. Marii
Sktodowskiej-Curie w Katowicach

Patryk Michalski (18) — XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

Michat Pajda (18) — V LO im. Augusta Witkowskiego

w Krakowie

Jakub Proboszcz (18) — Uniwersyteckie LO w Toruniu
Mateusz Rajs (18) — V LO im. Augusta Witkowskiego

w Krakowie

Krzysztof Salata (18) — V LO im. Augusta Witkowskiego
w Krakowie

Mateusz Scharmach (18) — III LO z Oddziatami
Dwujezycznymi im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni
Jakub Stowikowski (18) — XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

Franciszek Sobota (18) — VIII LO im. Kréla
Wtiadystawa IV w Warszawie

Jan Strzeszynski (18) — XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

Maksymilian Wdowiarz-Bilski (18) — V LO im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie

Michat Wilinski (18) — III LO z Oddziatami
Dwujezycznymi im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni
Artur Wojtuszkiewicz (18) — XIV LO im. Stanistawa
Staszica w Warszawie

Jan Zakrzewski (18) — Akademickie LO Politechniki
Slaskiej w Gliwicach

Dominik Berezanski (17) — XIV LO im. Stanistawa
Staszica w Warszawie

Bartosz Chominski (17) — LO nr XIV im. Polonii
Belgijskiej we Wroctawiu

Bartosz Glowacki (17) — I LO im. Bolestawa Chrobrego
w Piotrkowie Trybunalskim

Michat Hoffmann (17) — VIII LO im. Marii
Sktodowskiej-Curie w Katowicach

Tymoteusz Kwiecinski (17) — Uniwersyteckie LO

w Toruniu

Daniela Spurtacz (17) — XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

Nagrode im. Andrzeja Makowskiego za najlepiej zredagowane
poprawne rozwigzanie zadania z finatu LXXII Olimpiady
Matematycznej otrzymatly nastepujace osoby:

Bartlomiej Bychawski (zadanie 2) — Akademickie LO
Politechniki Wroctawskiej we Wroctawiu,

Patryk Michalski (zadanie 5) — XIV LO im. Stanistawa
Staszica w Warszawie,

Jan Wangrat (zadanie 5) — XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie.

Zadania oraz pelng wersj¢ komunikatu mozna znalezé na stronie
www.om.edu.pl.
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LXX Olimpiada Fizyczna

OLIMPIADA
FIZYCZNA

W roku 2020/21 odbyla sie kolejna Olimpiada Fizyczna. Nie bytoby moze w tym nic
nadzwyczajnego — Olimpiada Fizyczna odbywa si¢ nieprzerwanie od 70 lat — ale ta
byta szczegdlna, przebiegata bowiem w okresie pandemii koronawirusa. Przypomne,
ze w ubieglym roku decyzja Ministerstwa Edukacji Narodowej nie odbytly sie finaty
olimpiad przedmiotowych (a wiec réwniez i Olimpiady Fizycznej) i nie wyloniono

laureatéw. W tym roku Komitet Gtéwny postanowit, ze Olimpiada w kolejnym roku
pandemii musi sie odby¢ w calosci, do ogtoszenia wynikéw koricowych.

Przebieg Olimpiady byl jednak nieco inny niz zazwyczaj.
Pierwszy stopieni (zadania rozwiazywane przez uczestnikéw
w domu) odbyt? si¢ jak zawsze, bez zmian. Jednak drugi
stopien, w ktérym tradycyjnie uczestnicy rozwiazuja
zadania w siedzibach Komitetéw Okregowych, czyli
praktycznie w 14 wyzszych uczelniach, musial zostaé
zorganizowany inaczej. Zadania teoretyczne uczestnicy
rozwigzywali w swoich domach, a ich praca monitorowana
byla przez kamery internetowe z laptopéw. Ponadto
zawody podzielono na trzy czeéci. Zamiast rozwiazywaé
trzy zadania w ciggu 4,5 godziny, uczestnicy mieli do
rozwigzania po jednym zadaniu w czasie 1,5 godziny. Niby
to samo, ale jednak ten podzial na kolejne zadania sprawit
uczestnikom sporo ktopotu i wyniki byty nieco nizsze

od przewidywanych. Zadanie do§wiadczalne uczestnicy
rozwigzywali w tradycyjnych warunkach, w siedzibach
Komitetéw Okregowych.

Finat Olimpiady Fizycznej odbyt si¢ w dniach

10 i 11 kwietnia 2021 roku. Uczestnicy rozwiazywali

zadania w siedzibach Komitetéw Okregowych, w ten sposéb
uniknieto koniecznoéci przyjazdu uczestnikow do Warszawy
i nocowania w hotelach. Omoéwienie zadani odbylo sie zdalnie
na platformie Zoom. Wyniki Olimpiady i nagrody ogtoszono
takze podczas sesji zdalnej.

Zadanie doswiadczalne na zawodach finalowych poswiecone
bylo modelowaniu powstawania krateréw. Za meteoryty
stuzytly kulki stalowe, a za powierzchnie Ziemi — naczynia

z piaskiem. Rozmiary powstalych krateréw w piasku nalezato
zwigzaé z energig spadajacej kulki. Znaleziong zaleznosé
mozna zastosowaé do ,,prawdziwych” krateréw i powigzacé
rozmiar krateru z energiag padajacego meteorytu.

Zadania rachunkowe dotyczyty ruchu hulajnogi elektrycznej,
lotu na Marsa oraz, co moze bylo troche mniej ciekawe,
rozrywania kotowego przewodnika umieszczonego

w zmiennym polu magnetycznym. Zadania byty trudne,

w szczegblnosci jesli poréwnac je z typowymi zadaniami
maturalnymi. Pelna tres¢ zadan wraz z rozwigzaniami
znajduje sie na stronie Komitetu Gtéwnego Olimpiady
Fizycznej www.kgof .edu.pl.

Nagrodami w Olimpiadzie Fizycznej byly bony podarunkowe
oraz ksigzki. Ponadto wszyscy finalici beda zwolnieni

z egzaminu maturalnego z fizyki i automatycznie uzyskaja
ocene najwyzsza. Pierwszych pieciu laureatéw otrzymato
zaproszenia do udzialu w Miedzynarodowej Olimpiadzie
Fizycznej, ktéra odbedzie si¢ na Litwie w lipcu tego roku.
Ponadto pieciu uczniow, ktérzy w tym roku nie zdaja
matury, wezmie udzial w Europejskiej Olimpiadzie Fizycznej,
przeprowadzanej w tym roku zdalnie.

W zawodach finalowych Olimpiady uczestniczyto 77 uczniéw
ze wszystkich rejonéw Polski, tytuly laureatéw przyznano
23 osobom. Oto ich lista w porzadku zajetych miejsc:
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1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Emil Kisielewicz, IIT LO im. Marynarki Wojennej RP
w Gdyni, Gdynia, nauczyciel: Artur Kolincio

. Lukasz Orski, Akademickie LO PWr, Wroclaw,

nauczyciel: Mirostaw Koztowski

. Antoni Grabowski, Uniwersyteckie LO , Torun,

nauczyciel: Maciej Wisniewski

. Juliusz Banecki, Gdanskie Liceum Autonomiczne,

Gdansk, nauczyciel: Artur Ludwikowski

. Antoni Skoczypiec, V LO im. A. Witkowskiego,

Krakéw

. Milosz Matraszek, XIV LO im. S. Staszica, Warszawa,

nauczyciel: Elzbieta Zawistowska

. Piotr Borodako, V LO im. A. Witkowskiego, Krakow,

nauczyciele: Witold Zawadzki, Tomasz Zajac

. Dawid Maskalaniec, Prywatne LO w Szczecinku,

Szczecinek, nauczyciel: dr hab. Karol Bartkiewicz

. Jakub Wraébel, XIV LO im. S. Staszica, Warszawa,

nauczyciele: Leszek Gladczuk, Elzbieta Zawistowska,
Joanna Bogdanowicz

Marcin Welter, IV LO w Toruniu im. Tadeusza
Kosciuszki, Torun, nauczyciel: Maciej Wisniewski
Korneliusz Obarski, Prywatne Liceum im. Krélowej
Jadwigi, Lublin, nauczyciele: Piotr Kononowicz, Marek
Sowa

Kacper Paciorek, V LO im. A. Witkowskiego, Krakéw,
nauczyciel: Tomasz Zajac

Bartosz Zbik, V LO im. Augusta Witkowskiego,
Krakow, nauczyciel: Witold Zawadzki

Szymon Zycinski, LO nr II im. Joachima
Chreptowicza, Ostrowiec Swiegtokrzyski, nauczyciel:
Wojciech Studziezba

Bartlomiej Leks, III LO im. A. Mickiewicza, Katowice,
nauczyciel: Mariusz Turek

Piotr Maksymiuk, Prywatne Liceum im. Krélowej
Jadwigi w Lublinie, Lublin, nauczyciele: Piotr
Kononowicz, Pawet Dyniec, Grzegorz Zawadzki

Jakub Lewandowski, Liceum Politechniki Lédzkiej,
t.6dz, nauczyciele: Dariusz Krzyzanski, Bogustawa Klos
Krzysztof Sierocki, II LO im. Generalowej Zamoyskiej
i Heleny Modrzejewskiej, Poznan, nauczyciel: Damian
Mikulski

Michatl Lipiec, V LO im. Augusta Witkowskiego,
Krakéw, nauczyciel: Witold Zawadzki

Piotr Kluba, IT LO z Oddziatami Dwujezycznymi

im. A. Frycza Modrzewskiego, Rybnik, nauczyciel:
Grzegorz Lopatka

Patryk Michalski, XIV LO im. S. Staszica, Warszawa,
nauczyciel: Elzbieta Zawistowska

Tymoteusz Siemieniuk, V LO im. A. Witkowskiego,
Krakéw, nauczyciel: Tomasz Zajac

Ryszard Kobiera, IX LO im. Klementyny Hoffmanowej,
Warszawa, nauczyciel: Monika Owczarek


http://www.kgof.edu.pl

XXVIII Olimpiada Informatyczna

W dniach 13-16 kwietnia 2021 r. odbyly si¢ zawody III stopnia XXVIII Olimpiady Informatyczne;j.
Ze wzgledu na pandemie w tym roku zaréwno zawody II stopnia, jak i zawody III stopnia zostaty
zorganizowane zdalnie przez Internet. Do zawodéw III stopnia zostato zakwalifikowanych 168
zawodnikow, ktérzy w tej edycji Olimpiady wyjatkowo nie mieli jeszcze zagwarantowanego

tytutu finalisty. W ciaggu dwéch dni zawodéw uczestnicy rozwigzywali w sumie sze$é zadan

Olimplada programistycznych ocenianych od 0 do 100 punktéw.

Ir‘n‘:or‘matgczna Komitet Gtéwny przyznat tytul finalisty Olimpiady 104 zawodnikom, ktérzy w zawodach III stopnia
uzyskali co najmniej 130 punktéw, i wyrdznit tych sposréd finalistéw, ktorzy zdobyli co najmniej
165 punktéw. Komitet Gtéwny przyznal tytuty laureata I, I i IIT miejsca zgodnie z ponizszg lista
(w nawiasach liczba zdobytych punktéw oraz szkola). Lista wszystkich finalistéw jest dostepna na
stronie oi.edu.pl.
Laureaci I miejsca 25. Rafal Manczyk (262, LO nr XIV, Wroctaw)
1. Antoni Buraczewski (483, LO nr III im. Adama 26.-27. Bogdan Bledzinski (259, XIV LO, Warszawa)
Mickiewicza, Wroctaw) Bartosz Brejna (259, LO nr XIV, Wroctaw)

2. Jan Strzeszynski (475, XIV LO im. Stanistawa Staszica, 28. Filip Szczepanski (251, III LO, Gdynia)

Warszawa) 29.-30. Mikotaj Bulge (241, XIV LO, Warszawa)
3. Bartlomiej Czarkowski (440, III LO z Oddzialami Kamil Szymczak (241, VIII LO, Warszawa)
Dwujezycznymi im. Marynarki Wojennej RP, Gdynia) 31. Wojciech Ladysz (237, I LO, Bialystok)
4. Daniel Sobonski (404, XIV LO im. Stanistawa Staszica, 32. Mateusz Jacniacki (235, I LO, Lublin)
Warszawa) 33. Jakub Kaszycki (232, XIV LO, Warszawa)
Laureaci IT miejsca 34. Hubert Wasilewski (230, XIV LO, Warszawa,)
5. Jeremiasz Preiss (395, LO nr XIV, Wroctaw) 35. Tymoteusz Kucharek (229, XIV LO, Warszawa)

Lukasz Orski (385, Akademickie LO PWr, Wroctaw) 36. Marek Wisniewski (227, LO nr XIV, Wroclaw)

Marcel Szelwiga (379, LO nr XIV, Wroctaw)
Michat Stawarz (356, XIV LO, Warszawa)

6.
7.
8.
9. Wojciech Weremczuk (353, VI LO, Radom)

37.-39. Tymon Cichocki (222, III LO, Gdynia)
Patryk Malcher (222, LO nr XIV, Wroclaw)
Grzegorz Ryn (222, V LO, Krakéw)

40.-41. Andrzej Jablonski (220, LO Sidstr Prezentek,
Rzeszéw)
Franciszek Witt (220, III LO, Gdynia)
42.-43. Gabriel Antas (219, I LO, Jasto)
Maciej Bielik (219, XVIII LO, Warszawa)
44.-45. Jakub Rozek (215, III LO, Gdynia)
Wiktor Siatkowski (215, LO nr XIV, Wroclaw)
46. Pawel Gadzinski (214, V LO, Bielsko-Biala)
47.-49. Mikotaj Dziok (211, VIII LO, Warszawa)
Wojciech Raczuk (211, III LO, Gdynia)
Marek Zbysinski (211, XIV LO, Warszawa)

10. Antoni Dtugosz (350, V LO, Krakéw)

11. Olaf Surgut (349, LO nr XIV, Wroctaw)

12. Jakub Bachurski (343, XIV LO, Warszawa)
13. Kacper Paciorek (339, V LO, Krakéw)

14. Piotr Blinowski (335, I LO, Lublin)

15. Jakub Dziura (306, XIV LO, Warszawa)

Laureaci III miejsca

16. Jakub Kadziolka (289, Akademickie LO Politechniki
Slaskiej, Gliwice)

17. Bartosz Kucypera (284, LO nr XIV, Wroctaw)

18. Stanistaw Czech (273, III LO, Gdynia) 50. Wiktor Krzeminski (210, LO nr XIV, Wroctaw)

19. Jacek Muszynski (268, XIV LO, Warszawa) 51. Michat Opala (207, LO nr XIV, Wroctaw)

20.-21. Mateusz Hurkala (267, V LO, Krakéw) 52. Lukasz Smolinski (206, LO, Minsk Mazowiecki)
Maciej Mejer (267, III LO, Gdynia) 53. Grzegorz Suwaj (205, LO nr XIV, Wroclaw)

22. Pawel Pilarski (266, XIV LO, Warszawa) 54. Bartosz Chominski (198, LO nr XIV, Wroctaw)

23.-24. Dawid Ratynski (265, XIV LO, Warszawa)
Dominik Wawszczak (265, XIV LO, Warszawa)

55.-56. Piotr Grynfelder (195, XIV LO, Warszawa)
Michat Wiliniski (195, III LO, Gdynia)

LXIV Olimpiada Astronomiczna

Olimpiada Astronomiczna przebiega w trzech etapach. Zadania zawodéw I stopnia (szkolnych) sa
rozwigzywane w warunkach pracy domowej. Zadania zawodéw II i III stopnia maja charakter pracy
samodzielnej (pod kontrolg i w ograniczonym czasie).

Tematyka Olimpiady wiaze ze sobg astronomie, fizyke i astronomiczne aspekty geografii. Czesto
nawigzuje do najnowszych wydarzen astronomicznych. Duza liczba zadan rachunkowych wymaga od
uczestnikéw dobrego opanowania warsztatu matematycznego.

PLANETARIUM SLASKIE

Zawody finalowe odbywaja sie w Planetarium Sladskim, ktére jest organizatorem Olimpiady. Jednym
z zadan zawodow centralnych jest przeprowadzenie samodzielnej obserwacji astronomicznej, jesli
pozwala na to pogoda. Wséréd zadan finalowych znajduje sie tez zadanie sprawdzajace znajomo$é
wygladu nieba, rozwigzywane pod sztucznym niebem planetarium.

Wyniki tegorocznej Olimpiady Astronomicznej zostana zamieszczone w numerze sierpniowym Delty.
Tymczasem mozna je sprawdzi¢ na stronie www.planetarium.edu.pl/oa.htm.
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Zyclie na
Z y \A 123

*David Shugar — zalozyciel pierwszych
studiéw biofizycznych w Polsce

(w Uniwersytecie Warszawskim).
Pracowalam w Jego zespole od 1959 roku,
badajac pochodne kwaséw nukleinowych,
byl moim promotorem doktoratu (1965)

i opiekunem pracy habilitacyjnej (1975).

,Obcy” z planety Ziemia

Wszyscy juz wiedza, niektorzy pisza o tym nawet w ksiazeczkach dla dzieci
(mialam okazje czytaé taki egzemplarz, autorstwa lubianego przez kobiety
pisarza, Janusza L. Widniewskiego), ze pigkna struktura podwéjnej helisy
DNA powstaje dzieki polaczeniu dwu niezaleznych nici przez ,mostki” wiazace
zasade adenine (A), w jednej z nici, z zasada tymina (T), w drugiej, oraz
zasade guanine (G) z cytozyna (C). W parze A:T powstaja dwa mostki,

w parze G:C — trzy. Konieczne w trakcie wielu proceséw biologicznych
rozerwanie tych mostkow — skutkujace rozsunieciem dwu niezaleznych nici
helisy — wymaga nakladu energii.

Jeszceze w XX wieku sformutowano hipoteze o istnieniu ,,biosfery w cieniu”,
mikrobiologicznej sfery ziemskiej radykalnie réznej od powszechnie znanej

i opisywanej przez biologéw i geofizykéw. Postulowano np. istnienie ,DNA”,

w ktérym fosfor zastapiony jest arsenem. Takiego DNA nie znaleziono i nie
udalo sie zsyntetyzowaé chemicznie. Wydaje sie, ze na tej Ziemi ewolucja,

po niewatpliwie réznych, nieznanych nam prébach, zdecydowalta o istnieniu
jednej wersji budowy chemicznej materiatu genetycznego. Widocznie naprawde
optymalnej... Ale moze sg $wiaty z innym DNA?

Nie chodzi jedynie o strukture kanoniczng DNA: $§wiat z cienia musiatby
dysponowaé zestawem enzymoéw réznych od tych znanych obecnie

i prawdopodobnie rowniez nieznanych dotad przeksztalcen genetycznych.
Przypomina sie takze, sensacyjne w latach 70. XX wieku, odkrycie szczegdlnej
struktury podwdjnej helisy zbudowanej w obu niciach z naprzemiennych

zasad G/C. Taka helisa ma odwrotny kierunek skretnosci od powszechnie
istniejacej 1 zupelnie rézna strukture przestrzenna, nazwana Z-DNA. Strukture
Z-DNA uzyskano syntetycznie, odkryto tez, ze przejéciowo i nietrwale wystepuje
w pewnych procesach komérkowych, pelniac role chemicznego sygnatu.

Chemicznie modyfikowanymi sktadnikami DNA zajmowalo sie od wielu lat wielu
uczonych, m.in. nasz ,,pierwszy biofizyk” David Shugar i jego zesp6t*. Niektore
modyfikacje odkrywano jako pojedyncze zmiany w rzadko znajdowanych
wirusach i bakteriofagach. Funkcjonalnie wazne okazaly sie, gdy czynily DNA
niewrazliwym lokalnie na dziatanie enzyméw restrykcyjnych. Sa to enzymy
bakteryjne, stanowiace rodzaj systemu uodparniajacego bakterie na infekcje
obcym DNA (bakteriofagowym), zalezne $cisle od standardowych zasad
nukleinowych. Modyfikacje skladnikéw czynily czesto DNA (bakteriofagéw)
odpornym na destrukcje enzymami restrykcyjnymi. Znane sa tez inne lokalne
modyfikacje genoméw (zazwyczaj przez dodanie grupy metylowej), od ktérych
zalezna jest tzw. kontrola epigenetyczna w komdrkach roslin i zwierzat.

W Szanghaju i Paryzu, nieomal jednoczesnie, odkryto ostatnio nieznang
dotychczas czasteczke DNAZ, w ktérej zasada A jest tak modyfikowana, ze
moze utworzy¢ 3 (a nie 2) mostki z zasada T. Ta zmiana czyni niezwykly DNA
bardziej trwalym chemicznie i enzymatycznie.

Odkrycie dziwnego DNA przypisuje sie dos¢ odleglej w czasie pracy rosyjskich
wirusologéw, ktérzy go zauwazyli, ale nie kontynuowali jego analizy. Dopiero

w ostatnim czasie poddano sekwencjonowaniu DNA z kilku podobnych
bakteriofagéw morskich bakterii — i okazalo sie, Ze niosa one gen uczestniczacy
w syntezie modyfikowanej adeniny, ktora to synteze konczy gen zakazanej
bakterii. Kolejnym spektakularnym odkryciem bylo znalezienie bakteriofagowego
enzymu wprowadzajacego modyfikowana reszte A do DNA| a takze usuwajacego
wszystkie ,normalne” A uprzednio do tego DNA wlaczone.

Im dluzej myslimy o DNAZ, tym wiecej stawiamy pytan o jego przemiany

w czastce bakteriofaga, obecnej w bakterii-gospodarzu. Dla mnie ciekawym
pytaniem jest: dlaczego podobnej zmianie nie podlega zakazona bakteria i jej
DNA? No i do czego jeszcze to odkrycie doprowadzi?

Obcy sa juz w oceanach.

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)
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Astronomia milimetrowa — obserwatorium ALMA

Aleksandra HAMANOWICZ*

Astronomia milimetrowa to dzial radioastronomii
zajmujacy sie badaniem molekularnego i atomowego
gazu oraz kosmicznego pylu o temperaturach
nieprzekraczajacych 100 stopni Kelwina. Sa to

typowe warunki wystepujace w oblokach przestrzeni
miedzygwiazdowej, w ktérej mozliwe jest powstawanie
nowych gwiazd. Ze wzgledu na bardzo niskie
temperatury obszary te sg niewidoczne w zakresie
Swiatla widzialnego, ale $§wiecg jasno w milimetrowej

i submilimetrowej czesci widma. Obserwacje

w zakresie milimetrowych dtugosci fal umozliwiaja
astronomom $ledzenie proceséw gwiazdotworczych

o réznych rozmiarach: poczawszy od badan dyskow
protoplanetarnych istniejacych wokét mlodych gwiazd po
obtoki molekularne, z ktérych powstaja gwiazdy. Anteny
dziatajace w pasmach submilimetrowych rejestruja stabe
sygnaly z regionéw gwiazdotwéreczych pochodzacych
nawet z najodleglejszych, a co za tym idzie najstarszych
galaktyk (z okresu gdy Wszech$wiat mial mniej

niz 0,7x10% lat, o przesunieciu ku czerwieni z~8).

Astronomia milimetrowa wykorzystuje obserwacje
w zakresie fal radiowych wysokiej czestotliwosci

*Space Telescope Science Institute, Baltimore, USA
atmosfery dla takiego promieniowania spada niemal
do zera i jest osiagalna tylko w wyjatkowo suchych
warunkach atmosferycznych. Para wodna jest
najwiekszym problemem obserwacji milimetrowych,
gdyz molekuly wody w atmosferze znacznie zmniejszaja
rejestrowany sygnal, chetnie absorbujac promieniowania
milimetrowe, i dodatkowo przez swoja emisje termiczng
zwiekszaja szum zaburzajacy obserwacje. Ze wzgledu na
te specyficzne wymagania obserwatoria milimetrowe
budowane sg na wysoko potozonych, suchych
plaskowyzach, takich jak Plateau de Bure w Alpach
Francuskich czy ptaskowyz Chajnantor w Andach
Chilijskich.

ALMA (Atacama Large Millimeter Array),
najwiekszy i najbardziej czuly teleskop milimetrowy
na Swiecie, powstal dzigki wspoétpracy miedzy
Ameryka Pélnocna, Europa oraz Azja Wschodnig.
Zarzadzany jest bezposrednio przez Join

ALMA Observatory. Polska, dzigki partnerstwu

z ESO (European Southern Observatory),

jest czescia tego miedzynarodowego projektu

(100-1000 GHz), wykonywane za pomoca technik
obserwacyjnych radioastronomii. Obserwacje fal

o tak wysokiej czestotliwosci sa niezwykle trudne

ze wzgledu na fakt, iz znajdujg si¢ one na granicy
przepuszczalnosci ziemskiej atmosfery. Jakosé
obserwacji zmienia sie bardzo w zaleznosci od warunkéw
atmosferycznych, zalezy zwlaszcza od wilgotnosci
powietrza. Najtrudniejsze sa obserwacje w zakresie
najwyzszych czestotliwosci, gdzie przepuszczalnosé

Wyjatkowa lokalizacja radioteleskopu
ALMA realizuje dwa wymagania
obserwatorium milimetrowego — wysokosé
nad poziomem morza oraz suchosé
powietrza.

Dzigki transformacie Fouriera sygnal
(obraz) z wielu teleskop6éw sktadany jest
do pojedynczego sygnalu bedacego
obrazem obserwowanego obiektu. Dla
Czytelnika Zainteresowanego, wzor na
transformate Fouriera: en.wikipedia.org/
wiki/Fourier transform pierwszy wzor
pod , definition”

(www.eso.org/public/poland/teles-instr/alma/).
Jest to obecnie najnowoczesniejszy teleskop

stuzacy do badania najzimniejszych obiektow we
Wszechs$wiecie. Interferometr ALMA jest umieszczony
w wysoko polozonym obserwatorium (5000 m n.p.m.)

w pustynnych Chilijskich Andach, okoto 50 km na
wschéd od San Pedro de Atacama w péinocnym Chile,
jednym z najsuchszych, a tym samym najlepszych miejsc
do obserwacji astronomicznych na $wiecie.

ALMA to najwiekszy na Swiecie teleskop naziemny, obejmujacy taczny

obszar o $rednicy 16 kilometréw, na ktérym umieszczonych jest 66 anten.
Pigédziesiat gtéwnych 12-metrowych anten moze zmienia¢ swoja pozycje na
plaskowyzu, regulujac osiagana przez obserwatorium rozdzielczo$¢ (im anteny
sa rozstawione dalej od siebie, tym wieksza wypadkowa wielko$é wirtualnego
teleskopu i lepsza rozdzielczoéé). Cztery dodatkowe, réwniez 12-metrowe,
anteny wykonuja pomiar caltkowitej jasnosci obiektu, pozwalajac skalibrowaé
obserwacje wysokiej rozdzielczosci. Kolejnych dwanascie 7-metrowych anten
moze zostaé¢ dolaczonych do obserwacji (jeszcze bardziej wzmacniajac czulosé
instrumentu) lub moga by¢ one uzywane osobno. Pole widzenia ALMA zalezy od
czestotliwosci, na ktoérych prowadzone sa obserwacje: od 1 minuty katowej dla
najnizszych czestotliwosei (84-116 GHZ, tzw. Band 3) do 10 sekund katowych
dla najwyzszych czestotliwosci (602-720 GHZ, Band 9). Z tego powodu ALMA
ani zaden inny interferometr radiowy czy milimetrowy nie nadajg si¢ do duzych
przegladéw nieba i sa uzywane gtéwnie do doktadnych obserwacji pojedynczych
obiektow.

Technika interferometrii radiowej, bedaca podstawa dzialania obserwatorium
ALMA, pozwala osiagnaé wysoka rozdzielczo$¢ i czuto$é dzieki potaczeniu
obserwacji z wielu malych teleskopéw — bez koniecznosci budowy poteznego,
jednolitego teleskopu. Grupa potaczonych razem malych teleskopéw obserwuje
jednoczesnie ten sam obiekt. Zarejestrowany sygnal jest przekazywany do
kolimatora, w ktérym przy znajomosci doktadnej odlegtosci miedzy antenami
sygnal moze by¢ sprowadzony do jednej fazy. Polaczenie tych sygnalow
wzmacnia mierzone natezenie, a informacja o réznicy faz miedzy kolejnymi
parami anten pozwala na stworzenie dwuwymiarowego wzoru interferencyjnego.
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Rozwigzanie zadania M 1680.
Uklad réwnan mozemy réwnowaznie
zapisaé jako

Poniewaz
3tg(a) — tg(e)®
1 —3tg(a)?
wigc podstawiajac z = tg(a), dla pewnego
-5 < a < F, widzimy, ze pierwsze
réwnanie przedstawia si¢ jako y = tg(3a),
drugie jako z = tg(9«a), a trzecie jako
x = tg(27a). Wobec tego tg(a) = tg(27a),
km
tg

wiec
) ¢ k7
2677 267 26

(z,y,2) = (tg
dla k € {£1,+£2,...,£12}.

tg(3a) =

3km

Tak polaczone w sie¢ anteny dzialaja jak elementy jednego duzego teleskopu,

o wielko$ci réwnej odlegloéci miedzy para najdalej polozonych od siebie anten.
W ten sposéb ALMA uzyskuje rozdzielczo$¢ nawet dziesieciokrotnie wyzsza niz
Kosmiczny Teleskop Hubble’a.

Poprzez transformacje Fouriera interferometryczny wzér moze zostaé nastepnie
przeksztalcony w matematyczna reprezentacje oryginalnego sygnatu — obraz
obserwowanego obiektu. Analizujac obserwacje interferometryczne, nalezy

wiec pamietaé, ze nie patrzymy na rzeczywisty obraz nieba, jak to ma miejsce
w przypadku detektoréw optycznych, ale jego matematyczna reprezentacje,
odtworzong ze wzoru interferometrycznego. Analiza takich danych jest

bardziej skomplikowana, gdyz niektére struktury moga byé nieistniejacymi

w rzeczywistosci artefaktami transformacji Fouriera, niebedacymi reprezentacja
rzeczywistych wlasciwosci obserwowanego obiektu.

Teleskopy milimetrowe i interferometria radiowa dostarczyly najciekawsze
odkrycia i obrazy obiektow autonomicznych ostatnich lat, takie jak szczegdtowe
mapy dyskéw protoplanetarnych czy obraz czarnej dziury w sercu galaktyki M87.
Dzieki rozwojowi tej dziedziny w ciagu ostatniej dekady odkrywamy ciemny

i zimny kosmos, ktéry wczesniej byl przed nami ukryty.

* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

@D

Rozwigzanie zadania F 1028.

Po wejsciu w obszar dziatania pola
magnetycznego naladowana czastka
porusza sie po skomplikowanym torze
(po krzywej $rubowej wokét linii sil pola)
i opuszcza ten obszar z predkosciag

o zmienionym kierunku oraz
niezmienionej warto$ci w stosunku do
predkosci, z jaka w ten obszar weszta.
Jesli wzgledem obserwatora czgstka
porusza si¢ z predkoscig U i zderza si¢

z obszarem wystepowania pola (oblok
zjonizowanego gazu) poruszajacego si¢
wzgledem obserwatora z predkoscia i, to
wzgledem pola predkosé czastki wynosi
V=v—a przed zderzeniem i Vv’ po
zderzeniu, przy czym |V'| = |V|. Po
zderzeniu obserwator zarejestruje czastke
o predkosci W = U4 + V. Najwigkszy
wzrost energii kinetycznej czastki
obserwator zarejestruje, gdy zwroty U i @
sg przeciwne, a w wyniku zderzenia
kierunek predkosci czastki wzgledem pola
zmieni sie na przeciwny. Zmiana energii
kinetycznej czastki o masie m wyniesie
woéwczas (obliczenie dla predkosci
znacznie mniejszych od predkodci
Swiatlta):

AE, =
= 2mu(v + u).

im(v+ 2u)? — %nw2 =

Udowodnili$my, ze zaproponowany
mechanizm moze prowadzi¢ do
przyspieszania czastek.

W pracach dotyczacych omawianego
efektu Fermi przeprowadzil obliczenia

w ramach szczegdlnej teorii wzglednosci —
obliczenia i wynik sg nieco bardziej
skomplikowane, ale wniosek pozostaje
niezmieniony.

E. Fermi, Physical Review 75, 1169
(1949);

E. Fermi, The Astrophysical Journal 119,
1 (1954).

Jak nie wierzy¢ w liczby rzeczywiste?
Aleksy SCHUBERT*

Dyskusje na temat wiary matematycy zwykle uwazaja za cos wykraczajacego
poza zakres ich aktywnosci. Nie zmienia to jednak faktu, ze czasem na ten temat
sie wypowiadaja. Na przyklad Leonhard Euler w swoim dziele Vollstindige
Anleitung zur Algebra z 1770 roku pisat tak:

Poniewaz wszystkie liczby, jakie mozna sobie wyobrazic, sq albo wieksze od 0,
albo mniejsze od 0, albo rowne 0, to jasne jest, Ze pierwiastki kwadratowe
liczb ujemnych nie mogq byé uwazane za mozliwe liczby [liczby rzeczywiste].
W zwigzku z tym musimy przyjec, Ze takie liczby sq niemoZliwe. To zas
prowadzi nas do pojecia liczb, ktore ze swej istoty sq niemozliwe, a zwykle
nazywane liczbami urojonymi albo fantastycznymi, gdyz istniejqg one tylko

w wyobrazni.

Tak oto stawny matematyk poddal w watpliwo$é istnienie liczb urojonych,
czy szerzej — zespolonych, ktére dzi$ stanowia jeden z centralnych obiektow
badawczych matematyki.

Dlaczego jednak w ogéle mozna poddawaé w watpliwos¢ istnienie czegos$, co
zostalo nazwane rzeczywistym? Coz, siggnijmy po wypowiedz innego stawnego
matematyka, Leopolda Kroneckera. Przypisuje mu si¢ taka wypowiedz:

Liczby naturalne stworzyl dobry Bdg. Reszta jest dzielem czlowieka.

Wedtug tego zdania ewidentnie liczby rzeczywiste maja gorszy status niz
naturalne. Mozemy zatem uciec sie do naszej dociekliwosci i zaczaé zglebiaé
réznice miedzy liczbami naturalnymi a rzeczywistymi, zwlaszcza te dotyczace
intuicji lezacych u podstaw ich istnienia.

Liczby naturalne maja to do siebie, ze tatwo jest nam znalez¢é w naszym
otoczeniu ich reprezentacje fizyczne. Na przyklad reprezentacja fizyczna liczby 5
jest pieé¢ palcow mojej prawej reki, a reprezentacja fizyczna liczby 2 jest dwoje
moich uszu. Natychmiast kto§ moze powiedzieé, ze reprezentacja fizyczna liczby
rzeczywistej jest punkt na prostej. Zaraz, zaraz, ale czy punkt jest czyms, co
istnieje w $wiecie fizycznym? Przeciez gdy narysujemy punkt na prostej, to on
ma jakas dtugosé. Wtedy jednak trudno jest nam powiedzieé, jaka faktycznie
liczbe reprezentuje. Moze reprezentuje tylko liczbe wymierng? — takich jest
przeciez mnostwo w zakresie, na jakim jest rozpiety.

Jednak zeby zacza¢ mowié bardziej precyzyjnie o powyzszych rozréznieniach,
dobrze jest dokladniej wiedzieé¢, czym jest liczba rzeczywista. Otéz potrzebe
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To tak jak i dzisiaj — w zadaniach z fizyki
czy chemii operujemy tak duzym
przyblizeniem dziesigtnym, jak duze jest
nam potrzebne do uzyskania
zadowalajacego wyniku koncowego.

L. .1

Rozwigzanie zadania M 1678.
Nazwijmy dwoch graczy sgsiadami, jesli
pochodzg z tego samego miasta.
Przypusémy, ze w ktoérej$ rundzie nie byto
meczu pomiedzy sasiadami. Mozemy
zatem w tej rundzie podzieli¢ uczestnikéw
na pary oséb z réznych miast.

‘Wezmy pod uwage dowolnego uczestnika.
Jego przeciwnik w tej rundzie nie jest
jego sasiadem, a w kazdej innej partii gra
nie wigcej niz jeden jego sasiad. Wobec
tego mniej niz potowa wszystkich
przeciwnikéw wybranego uczestnika to
jego sasiedzi.

Oznacza to, ze kazdy uczestnik rozegral
wiecej gier z niesgsiadami niz z sgsiadami,
a zatem lgczna liczba rozgrywek miedzy
sgsiadami wyniosta mniej niz polowe
wszystkich rozgrywek — sprzecznosé.

Chodzi o to, ze liczba 1 da si¢ zapisaé
takze jako 0,(9), czyli utamek
nieskoniczony z samymi dziewiatkami
w rozwinieciach dziesietnych.

istnienia innych liczb niz naturalne i wymierne widzieli juz starozytni Grecy.

7 twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do kwadratu o boku 1 wynikato, ze
jego przekatna ma dlugosé v/12 + 12 = /2. Z kolei, jesli przyjaé, ze v/2 jest
liczba wymierna, to v/2 = %, gdzie p i ¢ sa naturalne. Z tego stosunkowo szybko
dojdziemy do réwnoéci 2¢? = p?. Jednak ta jest niemozliwa do spekienia, bo jakie
by liczby p i ¢ nie byty, to lewa strona tej réwnosci ma w rozkladzie na czynniki
pierwsze nieparzysta liczbe wystapien 2, prawa zas — parzysta.

Grecy znalezli tez sposéb na radzenie sobie z takimi liczbami, a nawet dwa
sposoby. Jeden z nich, pochodzacy od Eudoksosa, polegal na tym, zeby nie
przejmowac si¢ specjalnie dokladnym wyrazeniem liczby, ale operowac na
przyblizeniach, w razie czego doktadnosé przyblizenia dostosowujac do problemu,
jaki rozwiazujemy. Inne podejscie, pochodzace od Teajtetosa, zasadzalo sie na
zapisywaniu liczby w postaci utamka tanicuchowego. I tak liczbe v/2 mozna
zapisa¢ w postaci latwego do intuicyjnego odczytania utamka

1
VTSR B —

24—

2 [
+2_|_...

Ponizszych utamkéw starozytni zapewne nie znali, ale warto zobaczy¢, jak tadnie
w tej postaci zapisuja sie liczby m oraz e:
12 1
2 e=2+
52
6+ ---

m=3+

6 +
6+

1+
1
2+

1+

1+
T
Ay ——1—
1+ ———
1 -
+6+-~~

Wspélczesne pojecie liczby rzeczywistej uksztaltowalo sie w XIX wieku. Wtedy
pojawily sie dwie definicje liczb rzeczywistych. Jedna z nich wprowadzala je
przez tzw. przekroje Dedekinda. Druga przez tzw. ciggi Cauchy’ego. Chociaz
ta pierwsza definicja ma matematycznie lepsze wlasnoéci, to skupimy sie

na tej drugiej — jest ona blizsza naszemu codziennemu do$wiadczeniu liczb
rzeczywistych przedstawianych w postaci rozwiniecia dziesigtnego. Przez ciag
Cauchy’ego bedziemy rozumieli takie przyporzadkowanie liczbom naturalnym
liczb wymiernych, ze zachodzi nastepujacy warunek:

dla dowolnej liczby naturalnej n istnieje takie miejsce N w ciagu, ze dla
dowolnych liczb m, k wigkszych od N liczba przyporzadkowana m rézni sie od
liczby przyporzadkowanej k o mniej niz

107
Wedlug tej definicji, jesli bedziemy rozwazali kolejne elementy ciagu

ap =3, a=3,1, a3=314, ...,
a, = rozwiniecie m do n — 1 miejsc po przecinku, . ..

to dla dowolnego # od pewnego momentu, a konkretnie od N =n + 1, dowolne
elementy o dalszych indeksach beda si¢ od siebie réznily o mniej niz 10%.

Co ciekawe, po pewnej dozie zastanowienia, mozemy dojs¢ do wniosku, ze
rozwiniecia dziesietne, z wyjatkiem jednego matego drobiazgu, jednoznacznie
opisuja wszystkie liczby rzeczywiste. To drobne zaburzenie, o ktérym
wspominam na marginesie, tatwo jest usunaé i nie wplywa ono na prawdziwosé

tego, o czym pisze dalej.

Tak uksztaltowane pojecie liczb rzeczywistych nie budzilo juz watpliwosci
wsréd matematykdéw, poniewaz dobrze dawalo sie wpasowaé w podzielang przez
ogromnyg, wiekszos¢ spotecznosci matematycznej platonistyczng wizje istnienia.
W ramach tej wizji ceche istnienia gotowi jestedmy przypisaé¢ wszystkim rzeczom
dajacym sie sprowadzié¢ za pomoca dobrze znanych narzedzi do bytow wczeéniej
juz uznanych za istniejace, czyli w jezyku matematyki rzeczom, dla ktérych
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Rozwigzanie zadania F 1027.
Pekniecie wiezy (kolumny) z piasku
wzdluz plaszczyzny wymaga zerwania sit
przylegania ziaren piasku spowodowanych
istnieniem ,,mostkéw” z wody zwilzajace]j
piasek. Potrzebna do tego sita T'
dzialajaca réwnolegle do powierzchni S’
peknigcia jest proporcjonalna do liczby
zerwanych mostkéw, a wigc do
powierzchni pekniecia S’:

T=c-5.

Przesunigcie czgsci kolumny nad
peknigciem wymaga dziatania dodatkowej
sity pokonujacej tarcie. Dla powierzchni
pod katem « do poziomu wymaga to, aby
skladowa F} ciezaru kolumny F', styczna
do peknigcia, spelniata warunek:
Fy>c S + pF,,
gdzie F,, oznacza sil¢ prostopadta do
plaszczyzny pekniecia. Zrédlem sit Fy
i F,, jest cigzar F' gornej czesci kolumny:
F;, = F'sina, F,, = F cos a. Dodatkowo
S’ = S/cos a, gdzie S oznacza pole
przekroju poziomego. Otrzymujemy
warunek:
c- S

F> —
sin accos o — pcos? o
Najmniejsza sita (F},) spelniajaca
warunek odpowiada katowi a,,, dla
ktérego mianownik przyjmuje wartosé
maksymalng. Warunek konieczny
maksimum: cos 2, + psin2a,, = 0.
Po podstawieniu tg ¢ = p i skorzystaniu
z wlasnosci funkcji trygonometrycznych
otrzymujemy: a.,, = 7/4 + ¢/2, dla piasku
am, & 60°, a krytyczna wartos$é sity F' to:

c-S

1 —sing’
Czytelnikéw Dociekliwych czytajacych
Delte na plazy zachgcamy do wykonania
odpowiednich obserwacji i pomiaréow.

Fpy =

Co ciekawe, bardzo podobne pojecie
liczby pojawilo si¢ w notatkach Ady
Lovelace. Kto wie, gdyby maszyna
analityczna Babagge’a powstala

w XIX wieku, mozliwe, ze uzywaliby$my
wlasnie takiego pojecia liczby
rzeczywistej.

To jedna z wielu mozliwych
réwnowaznych definicji tego pojecia,
napisana tak, aby lepiej pasowala do
rozwinieé dziesietnych liczb.

Odpowiedz do zagadki z

Wystarczy przyciaé lustro wysokie na
90 cm. Trzeba je jeszcze tylko
odpowiednio zawiesi¢. Zeby$my mogli
zobaczy¢ sie w calosci, gérna krawedz
lustra powinna znalez¢ si¢ doktadnie

w polowie wysokosci migdzy czubkiem
glowy a oczami. A gdyby$my chcieli
zobaczy¢ w nim réwniez nasze stopy, nie
moze ich zastaniaé¢ zadna szafka ani
umywalka. ..

da sie pokaza¢ model. Tutaj za istniejace uwazamy liczby naturalne, ciagi
nieskonczone oraz wyniki dzialan na zbiorach bytéw juz istniejacych.

Jest jeszcze drugi wazny sposéb uznawania rzeczy za istniejace w ramach
platonistycznego spojrzenia. Mozna za istniejace uznac takie byty, ktére mozemy
opisa¢ za pomocy pewnych praw podstawowych, tzw. aksjomatow, a te w sposdb
systematyczny odnie$¢ do rzeczywistosci. Na tej zasadzie uznajemy istnienie punktéw
i prostych w geometrii Euklidesowej czy liczb naturalnych. Na tej tez zasadzie byty
rozumiane liczby rzeczywiste przed pojawieniem sie tych definicji, ale nie bylo
dobrego narzedzia do okreslenia pelnego zbioru aksjomatow tych liczb.

Wszystko to wyglada bardzo dobrze, dopdki jednak nie przyjrzymy sie temu,

ile jest liczb rzeczywistych. Ot6z niemiecki matematyk Georg Cantor pokazal,
ze liczb rzeczywistych — reprezentowanych jako nieskonczone ciagi rozwinieé¢
dziesietnych — jest istotnie wiecej niz liczb naturalnych. Na tyle wiecej, ze nie
istnieje przeksztalcenie z liczb naturalnych, ktére ,wyczerpaloby” wszystkie
liczby rzeczywiste. Skadinad wiadomo, ze wszelkich zapisow skonczonych,

jakie mozna dokonaé¢ za pomocg skonczonego zestawu znakéw, jest co

najwyzej tyle, ile liczb naturalnych. Zatem gdybys$my uzyli do ich wykonania
wszystkich przedmiotéw ze znanego nam, sita rzeczy skoniczonego, $wiata, to nie
dalibyémy rady opisa¢ wszystkich liczb rzeczywistych — nawet przy zalozeniu, ze
dysponujemy nieskonczong energia i czasem oraz mozemy ukladaé te przedmioty
na wszystkie mozliwe sposoby. Tego nie daloby sie zrobi¢, nawet uzywajac
wszystkich liczb naturalnych! Zatem tak jak latwo znajdujemy skoriczone
reprezentacje dla liczb naturalnych w naszym $wiecie, nie uda sie to z liczbami
rzeczywistymi. Mamy tutaj jeszcze jeden dodatkowy klopot: chciatoby sie
pokazaé choé¢ jedna taka liczbe, w ktérag mozemy na tej zasadzie nie wierzy¢ —
zeby byto wiadomo, w co nie wierzy¢. Tymczasem tego nie jesteSmy w stanie

w ogble zrobié.

Oczywiscie ten argument nie oznacza, ze wszystkie liczby rzeczywiste nie
maja reprezentacji. Widzieliémy wczeéniej w tym tekscie, ze /2,7 czy e swoje
reprezentacje maja, cho¢by w postaci utamkéw tancuchowych. Mozemy pojsé
nieco dalej i pokusié sie o bardzo ogdlna, pochodzaca w istocie swej od Alana
Turinga, definicje obliczalnej liczby rzeczywistej.

Liczba rzeczywista x jest obliczalna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
algorytm, czyli przepis, f: N — Q, taki ze dla kazdej liczby n

< fln)+ 1

107

Takie liczby beda mialy swoje reprezentacje w postaci wspomnianych wyzej
przepisow. 7 kolei przepisy mozemy zakodowaé w postaci liczb naturalnych

na przyklad tak: ponumerujmy wszystkie stowa w slowniku jezyka polskiego
oraz znaki interpunkcyjne. Niech przepis sklada si¢ z ciggu stéw i znakéw
przestankowych wq, ..., wg. Niech odpowiadajace im liczby wedtug powyzszego
ponumerowania beda rowne, odpowiednio, ni,...,ng. Przepis mozemy
zareprezentowaé jako liczbe 21 - 3™ ... pi'* edzie pi,...,p,. .. to kolejne liczby
pierwsze. Oczywiscie nie wszystkie liczby dadza po odkodowaniu ,,sensowne”
przepisy, ale za to wszystkie ,,sensowne” przepisy dadza sie w ten sposob
przedstawic¢ jako liczby.

fln) <

Sa matematycy, ktorzy zajmuja sie tak okreslonym pojeciem liczby obliczalnej.
Wydaje si¢ jednak, ze nie zastapi ono tradycyjnego podejécia, juz chocby
dlatego, ze ciezko byloby naméwié rzesze studentéw do dodatkowej regularne;j
pracy polegajacej na pokazywaniu, iz taki czy inny ciag jest obliczalny. Jednak
jak ktos chce, to moze nie wierzy¢ we wszystkie liczby rzeczywiste, a jedynie
w te, latwiejsze do przyjecia, obliczalne, zapisywalne jako program komputerowy.
Ta wizja jest szczegdlnie bliska mnie, informatykowi. Tymczasem dla chetnych
dwa ciekawe pytania: czy suma liczb obliczalnych jest obliczalna? I drugie,
trudniejsze: czy iloczyn liczb obliczalnych jest obliczalny? Na oba pytania
odpowiedz jest pozytywna, ale sam proces dojscia do niej jest bardzo ciekawy
i odkrywczy.
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Klub 44 M

1-44

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 811 (WT = 2,44) i 812 (WT = 1,60)
z numeru 12/2020

Marcin Matogrosz ~ Warszawa 45,69

Pawet Burdzy Warszawa 43,18
Jerzy Cisto Wroctaw 42,38
Jakub Wegrecki Krakéw 41,76
Mikotaj Pater Opole 36,14
Tomasz Czajka Santa Clara 33,74
Marcin Kasperski Warszawa 32,68
Kacper Morawski Warszawa 32,13

Pan Marcin Matogrosz przekracza prég
44p. juz po raz czwarty.

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwigzania zadan z numeru 3/2021

Przypominamy tresé¢ zadan:

817. Dany jest réwnolegtobok ABCD z katami ostrymi przy wierzchotkach A, C. Punkty K, L

(w jego plaszczyznie) sa wyznaczone przez warunki prostopadtosci DA | AK, DB | BK, DB | BL,
DC L CL. Proste AK i CL przecinaja si¢ w punkcie M. Dowie$¢, ze proste styczne w punktach

K, L do okregu opisanego na tréjkacie K LM przecinaja si¢ w punkcie D.

818. Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 9 istnieje taka liczba naturalna m < n/3, ze
réznica 2" — 2™ jest podzielna przez n.

817. Nalezy pokazaé, ze proste KD, LD sa styczne do okregu (K LM). Zgodnie
z twierdzeniem o stycznej i cieciwie, jest to réwnowazne rownosci katéw:

(1) ¥MKL = xCLD, ¥MLK = xAKD.

Czworokaty ADBK oraz CDBL maja katy proste przy wierzchotkach A, B oraz
B, C; kazdy z nich ma wiec okrag opisany. Wobec tego

XMKL = xADB, %xABD = xAKD,
XMLK = ¥CDB, %CBD = xCLD.

Do uzyskania zwiazkéw (1) wystarczy mieé¢ réwnosei
¥ADB = ¥xCBD, xCDB = xABD

— a one sg oczywiste, bo to pary katow naprzemianlegtych w réwnolegtoboku
ABCD.

818. Wykazemy najpierw teze zadania dla liczb nieparzystych n > 3 (zalozenie
n > 9 nie bedzie chwilowo potrzebne). Wystarczy znalezé liczbe naturalng ¢
spelniajaca warunki

(2) 2=1 (modn) oraz 2n<l<n;

wéwezas bowiem liczba m = n — £ czyni zado$¢ wymaganiom: 0 < m < %n;
2" = 2m2% = 2™ (mod n).

Uzyjemy funkeji Eulera ¢, okredlonej (na przyklad) wzorem
p—1
(3) p(n)=n]] >

(iloczyn po wszystkich dzielnikach pierwszych p liczby n); widaé z tego wzoru,
ze ¢(n) jest liczba parzysta dla n > 3.

Skoro n jest liczbag nieparzysta, podstawowa (a,b wzglednie pierwsze), wynika stad, ze
wlasnoéé funkcji ¢ (twierdzenie Fulera) zapewnia, 92208 — 1 (mod n).

ze 2¢(™ =1 (mod n). Jedli wiec ¢(n) > 2n, to
biorac we wzorze (2) £ = p(n), mamy to, o co
chodzi. Taka sytuacja zawsze ma miejsce, gdy n jest
potega liczby pierwszej: n = ¢7; bo wtedy (wzér (3)):

p(n) =n-1=% > 2n.

Skoro ¢(n) < 2n, liczba 2a8 = $¢(n) jest mniejsza
niz %m wiec pewna jej wielokrotnosé (oznaczmy ja )
wpada do przedziatu [%n, n); zatem spelnia wymagany

warunek (2). Mamy teze dla n nieparzystych, n > 3.
Niech teraz n > 8 bedzie liczba parzysta — ale nie potega

Zbadania wymaga sytuacja, gdy ¢(n) < %713 zatem dwoéjki: n = 2J¢; ¢ > 3 nieparzyste; j > 1. Na mocy
liczba n nie jest potega liczby pierwszej i daje si¢ wykazanej czedci zadania istnieje liczba naturalna
przedstawié jako iloczyn czynnikéw (nieparzystych) b < L, dla ktérej 20 = 2¢ (mod c). Niech m = 2b;

a,b > 3, wzglednie pierwszych. Wéwcezas ¢(n) = ¢(a)o(b) satem 2™ = 27 (mod ¢). Ponadto m > 2/ > j, skad
(znana wlasnosé funkeji Eulera). W mysl wezeéniejszej 2m = 2" (mod 27). W konsekwencji 2™ = 2" (mod 2/¢),
uwagi, wartosci ¢ dla argumentéw a, b sa parzyste: czyli (mod n) — jak wymaga teza zadania.

v(a) = 2a, p(b) = 28; tak wiec p(n) = 4a. Przy tym
(zn6éw na mocy twierdzenia Eulera):

Pozostaje przypadek, gdy n > 8 jest potega dwdjki:
n=27; j > 4. Teraz wystarczy wzia¢ m = L%n] Dla

200 — 26 — )
2% =1 (moda), 27 = (mod b), j =2 4 mamy %n = %23 > 7, wiec m > j; kazda z liczb
skad (przez podniesienie do poteg 3, a): 22¢% =1 2™ 2™ dzieli sie przez 27, czyli przez n. Wszystkie
zaréwno (mod a), jak i (mod b). A poniewaz n = ab przypadki zostaly rozpatrzone, dowdd jest zakonczony.
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Rys. 1

~

Rys. 3

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
706 (WT = 2,6), 707 (WT = 1,67),

708 (WT = 2,36) i 709 (WT = 1,65)
z numeréw 11/2020 i 12/2020

Tomasz Wietecha Tarnéw 15 — 45,27
Jan Zambrzycki  Bialystok 3 — 44,89
Michal Kozlik Gliwice 4 — 42,82
Tomasz Rudny Poznan 41,38
Konrad Kapcia Poznan 1 - 33,63
Piotr Adamczyk  Warszawa 33,44
Pawel Perkowski Ozaréw 3 — 32,26
Ryszard Wozniak Krakéw 31,46
Jacek Konieczny Poznan 31,33
Stawomir Bué Mystkow 29,75
@y
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Rys. 4a Rys. 4b

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do korica miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech,
dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnosciag do 0,1. Oceng mnozymy przez

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Rozwigzania zadain z numeru 3/2021
Przypominamy tres¢ zadan:

714. Ciezka skrzynia przesuwana jest przy pomocy dwoch traktoréow, ktére poruszaja sie
z predkosciami vy i v, migdzy ktérymi jest kat a (rys. 1). Jak jest skierowany i jaks ma wartosé
wektor predkosci skrzyni w chwili, gdy liny sa réwnoleglte do wektorow vy i v2?

715. Do jakiego napigcia naladuje si¢ kondensator o pojemnoéci C' po zamknieciu klucza K
w obwodzie przedstawionym na rysunku 27 Jaka bedzie maksymalna warto$é natezenia pradu
podczas tadowania? Sila elektromotoryczna baterii wynosi £, opér wewnetrzny baterii i opory
przewodéw ltaczacych sg zaniedbywalne. Dioda jest idealna — w kierunku przewodzenia ma opér
zerowy, a w kierunku zaporowym jej opér jest nieskoniczenie wielki. Indukcyjno$é cewki L jest na tyle
duza, ze proces ladowania jest powolny.
714. Liny sa nierozciagliwe, wiec rzut prostopadty wektora predkosci skrzyni v
na kierunek pierwszej liny ma wartos¢ vy, a na kierunek drugiej vo. Wektory
v1 1 v sa skladowymi predkosci skrzyni, ale z réznych rozkladéw na kierunki
prostopadle. Koniec wektora v znajduje sie na przecieciu prostopadlych do
lin, wystawionych z konicéw wektoréw vy i va (rys. 3). Z rysunku widaé, ze
vy = vcos(a — ) oraz vy = vcos 5. Stad

vy /v = cos B/(cosacos B+ sinasin 8) = 1/(cos a + sinatg 8),

tgf = v1/(vasin ) — ctg a.

Wartosé wektora predkosci skrzyni dana jest wzorem

v = vg/cos B = g4/ 1+ tg? 3.

715. Oznaczmy przez Qumax maksymalny tadunek na kondensatorze po
zakonczeniu procesu tadowania. Praca Zrédla pradu réwna jest energii pola
elektrycznego wewnatrz kondensatora

ngax = Qmax2/2c7 St@d Qmax =2C¢€.

Maksymalna warto$¢ napiecia, do jakiego naladuje sie kondensator, U = 2€&.
Drugie prawo Kirchhoffa dla badanego obwodu ma postaé

(%) E—-LdI/dt—Q/C =0.

Gdy natezenie pradu jest maksymalne I = I, jego pochodna po czasie znika

i tadunek na kondensatorze Q = CE. Z zasady zachowania energii mamy wtedy
EQ = Lln.2/2+ Q%/2C.

Inax = £/C/L.

Mozemy tez znalez¢ zalezno$é od czasu natezenia pradu w obwodzie i ladunku
na kondensatorze. Rézniczkujac réwnanie (x) po czasie otrzymujemy

d*I/dt* +1/LC = 0.
Rozwiazanie tego réwnania po uwzglednieniu, ze I(0) = 0, ma postaé

gdzie w = 1/VLC.

Stad

I = Ihax sinwt,
Ladunek na kondensatorze

Q = —(Imax/w) coswt + Ipax/w,
bo Q(0) = 0. Podstawiajac I oraz @ do réwnania (x), ktére musi by¢ spelnione
w kazdej chwili czasu, otrzymujemy

Imax = EwC = E4/C/L, Qmax = 2Imax/w = 2EC.
Zaleznos¢ natezenia pradu w obwodzie i ladunku na kondensatorze od czasu
ilustruja rysunki 4a i 4b.

wspotezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie

S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbeg

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem
Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
deltami.edu.pl.
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Prosto z nieba: Misja DART

Wszystko wskazuje na to, ze lata dwudzieste obecnego wieku sa poczatkiem
prawdziwego podboju Ukladu Stonecznego przez Ziemian: oprécz przerdéznych misji
satelitarnych planowana jest ksiezycowa baza orbitalna, a takze ponowne ladowanie
ludzi na powierzchni Ksiezyca, nie wspominajac oczywiscie o dalekosieznych
planach podboju i zasiedlenia Marsa. Z bardziej prozaicznej strony, przedmiotem
coraz powazniejszych badan naukowych staje si¢ problem rosnacej nieustannie
liczby ,,$mieci kosmicznych” krazacych wokoél Ziemi, a ogélniej, podejmuje sie
szacowanie i reagowanie na zagrozenie pochodzace z kosmosu, np. asteroidy

na kursie kolizyjnym. W filmie Armageddon z 1998 roku przedstawiony zostatl
,bombowy” pomysl roztupania asteroidy na kawaltki — w rzeczywistosci (oglednie
moéwiac) byl niezbyt madry; kolidujace z Ziemia ciala niebieskie moga by¢ tanszym
kosztem i w sposob bezpieczniejszy przesuwane na inng orbite.

Misja DART (Double Asteroid Redirection Test) agencji NASA i Johns Hopkins
Applied Physics Laboratory (APL) jest pierwszym testem technologii motywowanej
obrong Ziemi przed uderzeniem asteroidy. Bedzie to demonstracja techniki
impaktora kinetycznego, czyli fizycznego oddzialywania wystanego specjalnie

w tym celu satelity, ktéry miatby wywotaé zmiany ruchu asteroidy w przestrzeni
kosmicznej. Jesli start rakiety SpaceX Falcon 9 w polowie 2021 roku pdjdzie
zgodnie z planem, testowa operacja na niczego niespodziewajacej sie asteroidzie
przewidywana jest we wrze$niu 2022 roku.

Celem DART jest potencjalnie zagrazajaca Ziemi asteroida Didymos (65803),
bedaca przedstawicielem grup Apollo i Amora, to znaczy asteroid krazacych po
orbitach przecinajacych sie z orbitg Ziemi, wewnatrz orbity Marsa. Okres obiegu
Didymosa wokét Storica to okoto 2,11 lat. Nazwa Didymos jest znaczaca, po grecku
oznacza blizniaka, obiekt jest bowiem uktadem podwdjnym. Sktadnik pierwotny
Didymosa ma okolo 780 metréw Srednicy, natomiast skladnik wtérny (lub
sksiezyc” o nazwie Dimorphos, nieformalnie zwany tez Didymoon) mierzy okolo
160 metréow, czyli jest bardziej zblizony rozmiarem do typowych asteroid, ktére
stanowia najwieksze zagrozenie dla Ziemi. To Dimorphos jest celem misji DART.
Didymos byt od dtuzszego czasu intensywnie obserwowany przez ziemskie teleskopy,
aby dokladnie poznaé¢ parametry orbitalne przed przybyciem satelity DART.

Niewielka zmiana orbity Dimorphosa zostanie osiagnieta poprzez celowe zderzenie
satelity o masie 500 kg z ksiezycem z predkoscia okolo 6 km/s, przy uzyciu
zaawansowanego oprogramowania do autonomicznej nawigacji. Zderzenie zmieni
predkoéé ksiezyca na jego orbicie wokoét sktadnika gléwnego o utamek procenta,
co zmodyfikuje nieco (o kilka minut) okres orbitalny, ktéry obecnie wynosi

11,92 godziny: wystarczajaco duzo, aby mozna bylo t¢ zmiane wykry¢ za pomoca
ziemskich teleskopéw. Oprécz przetestowania wplywu na ruch cial niebieskich
misja DART ma tez na celu sprawdzenie nowego typu napedu: silnika jonowego
NEXT-C (NASA’s Evolutionary Xenon Thruster) korzystajacego z odrzutu jondéw
przyspieszanych sitami elektrostatycznymi i zasilanego bateriami stonecznymi.

Michat BEJGER

Niebo w lipcu

W Polsce lipiec jest ostatnim miesigcem roku, gdy

w potudnie Stonice znajduje si¢ na tyle wysoko nad
widnokregiem, ze jest mozliwe wystapienie zjawiska

tuku okotohoryzontalnego (wiecej o nim na angielskiej
stronie: www.atoptics.co.uk/cha2.htm)), a réwnoczesnie,
z drugiej strony, w nocy wedruje na tyle ptytko pod nim,
ze mozna liczy¢ na obserwacje obtokéw srebrzystych. Pod
koniec miesigca Stonice przecina rownoleznik 20° deklinacji,
a dzien zaczyna si¢ szybko skracaé. Dzigki temu na teren
catego kraju wracajg noce astronomiczne i ponownie
mozna obserwowadé stabiej Swiecace obiekty.

22

W lipcu nadarzy sie¢ okazja do dostrzezenia z obszaru
Polski wszystkich planet Uktadu Stonecznego. Niestety
spoérod jasnych planet tylko zblizajace si¢ do sierpniowych
opozycji Jowisz i Saturn sg widoczne bez ktopotu. Takze
Uran i Neptun, przechodzace przez swoje opozycje,
odpowiednio, w listopadzie 1 wrzeéniu, znajduja sie
catkiem wysoko na nocnym niebie. Natomiast Swiecace
wieczorem planety Wenus i Mars oraz pojawiajaca sie

o $wicie planeta Merkury doswiadcza niekorzystnego
nachylenia ekliptyki do widnokregu i ich warunki
obserwacyjne beda bardzo trudne.


http://www.atoptics.co.uk/cha2.htm

Planeta Merkury 4 lipca osiaggnie maksymalng elongacje
zachodnia, wynoszaca ponad 21°. Tym razem nie

mamy szczescia, gdyz planeta wedruje pod wciaz

nieduzo nachylona do widnokregu ekliptyka, przez

co o $wicie Merkury zdazy sie wzniesé¢ na wysokosé
zaledwie kilku stopni ponad widnokrag, najwicksza
wysokos¢é osiagajac 13 lipca. Wtedy zajmie pozycje 4°
nad péinocno-wschodnia czescia niebosktonu. Na szczescie
dla nas jasno$¢ Merkurego z czasem si¢ zwigksza od +0,5™
w dniu maksymalnej elongacji do —1™ pod koniec drugiej
dekady lipca. W tym okresie widzialna tarcza planety
skurczy si¢ od 8" do 6”, faza za$ uro$nie od 35% do
ponad 80%. Jednak 8 lipca odnalezienie Merkurego bedzie
odrobine latwiejsze dzieki Ksiezycowi w fazie jedynie 4%,
ktory przejdzie 3° na péinoc od Merkurego. Tego samego
dnia Merkury zblizy si¢ na niecale 15’ do gwiazdy ¢ Tauri,
czyli poludniowego rogu Byka. O $wicie Srebrny Glob
zajmie pozycje na wysokosci 6° i razem z Merkurym

oraz Swiecaca 5° nad Ksiezycem gwiazda El Nath, czyli
péinocnym rogiem Byka, utworza ciekawa konfiguracje.

Wezesniej Ksiezyc zaprezentuje si¢ na niebie porannym,
zaczynajac miesiac jakies 30° od Jowisza i jednoczeénie

7° od Neptuna. Ksiezyc przejdzie przez néw 10 lipca
rano, 1 lipca wieczorem zas — przez ostatnia kwadre.
Pierwsze pie¢ dni lipca Srebrny Glob spedzi na pograniczu
gwiazdozbioréw Wieloryba, Ryb i Barana, wedrujac pod
ekliptyka. Stad o $wicie nie wzniesie si¢ wyzej niz ~20°
ponad widnokrag. Warto tutaj odnotowaé¢ spotkanie
Ksiezyca z Uranem w dniach 4 i 5 lipca. Najpierw Srebrny
Glob w fazie 29% zblizy sie don na 8°, a nastepnego

dnia wzejdzie 5° od planety w fazie zmniejszonej do 21%.
Odnalezienie Urana to zadanie nietatwe, gdyz planeta
$wieci blaskiem +5,8" i na dwie godziny przed wschodem
Stonca wznosi sie na wysokosé 10° ponad wschodni
widnokrag. Zadanie dodatkowo utrudni jasniejace juz
wtedy niebo. Przez kolejne trzy poranki Ksiezyc odwiedzi
gwiazdozbiér Byka: 6 lipca przejdzie 6° na potudnie

od Plejad, a dobe pdzniej 5° na poinoc od Aldebarana,

8 lipca za$ nastapi wspomniane spotkanie z Merkurym.
Warto wtedy obserwowaé cienki sierp Srebrnego Globu

(w fazie od 14% do 4%) z bardzo ladnie prezentujacym sie
tzw. Swiatlem popielatym. Jak tatwo sie wtedy przekonad,
ciemna strona Ksiezyca jest czasami bez klopotu widoczna
7z Ziemi.

Na niebie wieczornym w pierwszej czesci miesiaca

mozna probowaé dostrzec dwie sasiadki Ziemi, czyli
planety Wenus i Mars. Druga planeta od Stonca dazy

do pazdziernikowej maksymalnej elongacji, natomiast
Mars dazy do spotkania ze Storicem, ktore nastapi réwniez
w pazdzierniku. W lipcu Wenus zwickszy elongacje od

20° do 33°, Mars za$ zachowa si¢ odwrotnie. Wenus

przez caly miesiac utrzyma jasnosé —3,9™, przy Srednicy
tarczy okolo 12” i fazie powyzej 83%. Mars $wieci w tym
miesigcu z jasnoscig +1,8™, a jego tarcza ma Srednice 4”.
Niestety ze wzgledu na pogarszajace si¢ nachylenie
ekliptyki do wieczornego widnokregu obie planety nie
beda zbyt dobrze widoczne. Godzine po zachodzie Stonca
Wenus na poczatku lipca zajmie pozycje na wysokosci
zaledwie 3° nad péinocno-zachodnim widnokregiem,

a pod koniec miesiaca zmniejszy te wysoko$é¢ do niewiele
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ponad 1°. Mars poczatkowo pokaze sie na wysokosci 5°,
by jeszcze przed koncem drugiej dekady lipca zniknaé
ostatecznie w zorzy wieczornej.

Na pozegnanie Marsa obie planety zaprezentuja sie na
niebie w ciekawej konfiguracji z Ksiezycem tuz po jego
nowiu. Ksiezyc w fazie zaledwie 3% 11 lipca znajdzie

sie 8° na prawo od pary planet, oddzielonej wtedy
zaledwie 1° od siebie. Dobe p6zniej znacznie lepiej
widoczny, w fazie 8%, pokaze sie niecale 5° od planet,
ktére przedzieli wtedy niecale 40’. Dodatkowo 8° na lewo
od Ksiezyca pojawi sie¢ Regulus, najjasniejsza gwiazda
Lwa. Kolejnego dnia, 13 lipca, Wenus przejdzie mniej niz
30" od Marsa, Ksiezyc za$ zwickszy faze do 14% i pokaze
sie 7° na wschéd od najjaéniejszej gwiazdy Lwa. Do konca
miesigca Wenus powedruje w lewo wzdluz widnokregu,
zblizajac sie 21 lipca na niewiele ponad 1° do Regulusa.
Mars pod koniec miesiaca zblizy sie don jeszcze bardziej,
ale z Polski niestety nie da sie juz tego dostrzec.

Po minieciu Wenus i Marsa 17 lipca Ksiezyc przejdzie
przez I kwadre, S$wiecac 8° od Spiki, najjasniejszej gwiazdy
Panny. Trzy dni p6Zniej Srebrny Glob w fazie zwiekszonej
do 86% zblizy si¢ na 5° do Antaresa, najjasniejszej
gwiazdy Skorpiona, by 22 lipca zakryé¢ gwiazde Nunki,
jedna z jasniejszych gwiazd Strzelca. Zjawisko to zajdzie
w poludniowo-zachodniej czeéci Polski, niestety na jasnym
niebie, dodatkowo podczas zachodu Storica. Polska
znajdzie sie na pdéinocnej granicy zjawiska. Na linii od
Leby poprzez Ciechanéw do Hrubieszowa nastapi zakrycie
brzegowe.

Ksiezyc przejdzie przez pelnie 24 lipca, by w kolejnych
dwdéch nocach dotrzeé na odleglosé 5° najpierw do
Saturna, a potem do Jowisza. Obie planety w lipcu
poruszaja sie¢ na zachdéd w odlegtosci mniej wiecej 20° od
siebie. Saturn $wieci z jasnoscia okoto +0,2™ prezentujac
w teleskopach tarcze o $rednicy 18”. Jowisz natomiast

w trakcie miesiaca zwigkszy jasnos¢ od —2,6™ do —2,8™,
zwigkszajac jednoczesnie $rednice swojej tarczy od 45"
do 48”. Saturn kresli swoja petle w gwiazdozbiorze
Koziorozca, podczas gdy Jowisz przebywa w sasiednim
Wodniku. Obie planety wznosza sie w tym sezonie

nieco wyzej niz w sezonie poprzednim. Saturn géruje na
wysokosci 20°, natomiast Jowisz czyni to 5° wyzej. Stad
powinno da¢ si¢ zauwazy¢ poprawe wygladu tarcz obu
planet w teleskopach.

Pod koniec miesiaca, 28 lipca, Srebrny Glob w fazie
ponad 80% zblizy si¢ na 5° do planety Neptun, ktdra

w tym sezonie obserwacyjnym kresli swoja petle

ponad 5° na pélnocny wschéd od gwiazdy ¢ Aqr.

W lipcu i sierpniu planeta przejdzie przez wnetrze
czworokata gwiazd 6. i 7. wielko$ci, ktére pomoga w jej
identyfikacji. Oczywiscie noc spotkania z Ksiezycem

nie jest najlepsza pora na obserwacje Neptuna, lepiej
prébowaé polowaé nan w pierwszej czeSci miesiaca, jednak
wtedy na przeszkodzie stanie nizsze potozenie planety nad
widnokregiem i jadniejsze niebo. Ostatniej nocy miesiaca
Ksiezyc znajdzie sie¢ w ostatniej kwadrze, mijajac Urana
w odleglosci 3°.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne
Odkrycie, ktéorego jeszcze nie bylo

Maja rozmiar Warszawy, mase po6l miliona mas Ziemi, sa oddalone od naszej
planety o tysiace lat Swietlnych i obracaja sie niezwykle szybko. Poniewaz
ich pole magnetyczne jest nawet miliardy razy silniejsze od ziemskiego,
stanowia charakterystyczne zrédla fal radiowych o bardzo stabilnych
czestotliwosciach. Mowa tu oczywiscie o pulsarach, czyli szczegdélnym rodzaju
gwiazd neutronowych, odkrytych ponad pét wieku temu przez Jocelyn Bell.

Mozna powiedzieé, ze pulsary stanowia wykrywalne i bardzo stabilne

radiowe ,zegary” galaktyczne. Czterdziesci pie¢ z nich bylo przedmiotem
ponaddwunastoletnich badan prowadzonych przez zesp6t North American
Nanohertz Observatory for Gravitational Waves (NANOGrav). Ponad setka
astrofizykéw, gtownie z USA i Kanady, przygladata sie temu, na ile stabilne

w czasie sa czestotliwodci sygnatu nadawanego przez te pulsary, majac nadzieje,
ze fale grawitacyjne — niewielkie okresowe odksztalcenia czasoprzestrzeni —
spowoduja na pozér losowe przesuwanie sie rejestrowanej czestotliwoéci wokot
wartoéci Srednie;j.

W zebranych i przeanalizowanych danych zesp6t NANOGrav znalazt
intrygujacy sygnat o niskiej czestotliwosci, niewykluczone, ze pochodzacy od fal
grawitacyjnych. Fale te moglyby by¢ wytwarzane przez pary supermasywnych
czarnych dziur — kazda o masie nawet miliarda mas Stonca — krazacych wokot
siebie w galaktykach oddalonych od Ziemi o miliony lat $wietlnych. Obserwacja
fal grawitacyjnych z tych zrédel pozwolilaby zrozumieé, jak takie czarne dziury
i ich galaktyki macierzyste rosna i ewoluuja.

Efekt jest jeszcze zbyt staby, aby méwié o odkryciu w Scistym znaczeniu tego
stowa. Na pewno NANOGrav byt w stanie wykluczy¢ niektore efekty inne niz
fale grawitacyjne, takie jak wplyw materii naszego Ukladu Stonecznego lub
pewne bledy w zbieraniu danych. Z tego wzgledu bezpoérednia detekcja nowej
klasy fal grawitacyjnych wydaje si¢ mozliwa w ciagu najblizszych kilku lat, jesli
zwiekszy¢ liczbe obserwowanych pulsaréw i czas obserwacji.

Czy co$ moze pojé¢ nie tak? Niestety, jak najbardziej. 1 grudnia 2020 roku
miala miejsce spektakularna katastrofa. Wazaca niemal 1000 ton platforma
instrumentéw ponadtrzystumetrowego radioteleskopu w Arecibo w Puerto Rico
zawalila sie i spadta do wnetrza jego czaszy, mieszczacej sie w naturalnym,
wulkanicznym kraterze. To ten wtasnie radioteleskop byt jednym z gtéwnych
zrodel danych dla NANOGrav, ktéry musi teraz znalezé alternatywne
mozliwosci, najprawdopodobniej dzieki rozszerzeniu miedzynarodowe;j
wspolpracy.

Oczywiscie odkrycie fal grawitacyjnych nie jest niczym (bardzo) nowym.

W 2015 roku LIGO dokonato pierwszej bezposredniej obserwacji fal
grawitacyjnych pochodzacych ze zderzajacych sie czarnych dziur. LIGO i jego
odpowiedniki: Virgo w Europie i Kagra w Japonii, wykorzystuja specjalnie
zbudowane interferometry do wykrywania fal grawitacyjnych o wysokiej
czestotliwosei. Sygnal badany przez NANOGrav jest zupelnie inny: pochodzi od
dziesiatek par obiektéw znajdujacych sie ,w tle”; a czestotliwos¢ poszukiwanych
fal grawitacyjnych jest o wiele rzedéw wielko$ci mniejsza i sigga nanohercéw,

co odpowiada okresowi oscylacji rzedu kilkudziesieciu lat!

Informacja o mozliwym zblizajacym sie odkryciu zelektryzowala, oczywiscie,
fizykéw teoretycznych. Jak grzyby po deszczu pojawily sie prace taczace dane
NANOGrav ze strunami kosmicznymi, pierwotnymi czarnymi dziurami czy
gwaltownymi przejéciami fazowymi we wczesnym Wszechswiecie. Natychmiast
zorganizowano liczne konferencje — w przerwach jednej z nich powstaje ten
tekst. Jak na odkrycie, ktérego — jeszcze! — nie bylo, znalazlo ono bardzo duzy
oddzwiek w Swiecie naukowym. )
Krzysztof TURZYNSKI

Z. Arzoumanian et al., The NANOGrav 12.5-year Data Set: Search For An Isotropic Stochastic
Gravitational-Wave Background, Astrophysicsl Journal Letters 905 (2020)
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Jednoznacznosé rozkladu w N — czes¢ 2
Barttomiej BZDEGA

Niech n > 1 bedzie liczba naturalna oraz niech

n=pps?...pp*
bedzie rozkladem na czynniki pierwsze zgodnie z definicjg z poprzedniego

kacika. Pokaze tu kilka dalszych wnioskéw z twierdzenia o jednoznacznoéci
rozktadu w N.

Jedli n = a2 dla pewnej liczby naturalnej a, to wykladniki w rozkladzie liczby n
na czynniki pierwsze sg podwojonymi wykladnikami z rozkladu liczby a,
wszystkie sa zatem parzyste. W drugg strone, jesli aq, as, ..., ap sa parzyste,

to /n = p‘fl/2p32/2 .. .pg"/Q jest liczba naturalna. Wnioskujemy zatem, ze
liczba n jest kwadratem liczby naturalnej wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie
wykladniki w jej rozkladzie na czynniki pierwsze sa parzyste. Ogdlniej — liczba n
jest t-ta potega liczby naturalnej wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie wyktadniki
w jej rozktadzie na czynniki pierwsze dziela si¢ przez t; dowdd jest zasadniczo
taki sam.

Rozklad na czynniki pierwsze daje tez nieco inne (bardziej szkolne niz algorytm
Euklidesa) spojrzenie na liczby wzglednie pierwsze. Jezeli NWD(m, n) > 1, to liczba
NWD(m, n) ma dzielnik pierwszy, ktéry jest wspSlnym dzielnikiem m i n, wiec
wystepuje w ich rozkladach na czynniki pierwsze. Implikacja odwrotna zachodzi
w oczywisty sposob. Mozemy stad wywnioskowaé, ze NWD(m,n) = 1 wtedy i tylko
wtedy, gdy kazda liczba pierwsza z rozktadu liczby n jest inna niz wszystkie
liczby pierwsze z rozkladu m.

Yaczac powyzsze dwie réwnowaznosci, mozemy na przyklad udowodnié, ze jesli
iloczyn liczb wzglednie pierwszych m i n jest kwadratem liczby naturalnej,

to obie te liczby réwniez sa kwadratami liczb naturalnych — ten fakt przyda

si¢ w zadaniach 11 2. Zapiszmy m -n = qflq§2 .. .qlﬁl -pItpe? . R — jest to
rozklad na czynniki pierwsze, poniewaz wszystkie p; i q; sa rézne. Liczba mn
jest kwadratem, wiec wszystkie a; i 3; sa parzyste i w konsekwencji m i n sg
kwadratami liczb naturalnych. Analogiczne twierdzenia zachodza oczywiscie
rowniez dla wyzszych wykladnikow.

Na koniec, rozklad na czynniki pierwsze pozwala na dokonanie pewnych
specyficznych podstawien. Opisze tu jedno. Podstawmy a; = 2a; + w;, przy
czym a; jest liczba calkowita nieujemng oraz w; € {0,1} (jest to po prostu
zapis dzielenia przez 2 z reszta). Otrzymamy n = k?b dla k = p{'p3® ... pe*
oraz b = p{"'py?...p,*. Liczba b jest iloczynem kilku réznych liczb pierwszych.
Takie liczby, zwane bezkwadratowymi (bo nie sa podzielne przez kwadrat zadnej
liczby pierwszej), maja ciekawa wlasno$¢ wzmacniania podzielnosci, ktéra jest
pomocna w zadaniach 3 i 4.

Niech b bedzie liczba bezkwadratowa i b | m!, dla pewnych liczb catkowitych
dodatnich m i t. Kazdy dzielnik pierwszy liczby b jest dzielnikiem m?, wiec
wystepuje w rozkladzie liczby m na czynniki pierwsze. Z tego wynika, ze b | m.

Zadania

1. Dana jest liczba calkowita dodatnia n i liczba pierwsza p, dla ktérych n? 4+ np
jest kwadratem liczby naturalnej. Wykazaé, ze n réwniez jest kwadratem
liczby naturalnej.

2. Liczby calkowite dodatnie a, b, ¢ sa parami wzglednie pierwsze i spelniaja
réwnoéé a? + b = ¢2, ponadto b jest liczba parzysta. Udowodnié, ze istnieja
takie liczby naturalne m i n, ze a = m? —n?, b=2mn i c = m? + n?.

3. Rézne liczby catkowite dodatnie m i n spelniaja podzielnosé m | n?.
Udowodnié, ze |m —n| > /m.

4. Liczby caltkowite dodatnie m i n spetniaja podzielnoéé mn | m? 4+ n? + m.
Wykazaé, ze m jest kwadratem liczby catkowitej.

5. Liczbe naturalna n nazwiemy dobrg, jesli istnieje taka liczba pierwsza p, ze
p | n, ale p? { n. Dowiesé, ze wéréd liczb 1,2,3,...,10'2 liczby dobre stanowia
co najmniej 99%.
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~ POLSKIE] FUNDAC]I FANTASTYKI NAUKOWE])

Il EDYC)A

POLSKA FUNDACJA FANTASTYKI NAUKOWEJ OGLASZA NABOR OPOWIADAN
DO DRUGIEJ EDYCJI KONKURSU LITERACKIEGO DLA DEBIUTANTOW.

JEGO CELEM JEST WYLONIENIE NAJLEPSZYCH TEKSTOW UTRZYMANYCH

W KONWENCJI FANTASTYKI NAUKOWEJ.

Konkurs literacki Polskiej Fundacji Fantastyki Naukowej (PFFN) jest skierowany do oséb, ktére ukoriczyty 16 lat
i dotychczas nie opublikowaty zadnej ksigzki lub wydaty co najwyzej jedng publikacje beletrystyczng drogg
self-publishingu. Nadestane opowiadania musza miec charakter oryginalnych i dotad niepublikowanych prac.

PFFN ma na celu popularyzacje fantastyki naukowej, dlatego prace konkursowe muszg by¢ w znaczacym
stopniu oparte na fundamencie obowiazujacych praw, tecrii albo prognoz naukowych badz na ich logicznym
rozwinieciu, zgodnym ze wspotczesng wiedzg naukowa.

Teksty liczace od 15 000 do 50 000 znakow (ze spacjami) nalezy wysytac droga elektroniczng na adres mailowy:
konkurs@pffn.org.pl. Termin nadsyfania: od 1 czerwea do 31 sierpnia 2021 roku.

Prace zweryfikowane pod katem spetnienia wymogdw formalnych oraz warsztatu literackiego oceni Jury
w skladzie:

- dr hab. Leszek Blaszkiewicz (astrofizyk; cztonek Polskiego Towarzystwo Astronomicznego)

« dr hab. Edyta Rudolf (teoretyczka literatury)

- dr Krzysztof M. Maj (groznawca, teoretyk literatury i narracji; redaktor naczelny czasopisma

naukowo-literackiego ,Creatio Fantastica”)
- dr Szymon Charzynski (fizyk teoretyk, redaktor naczelny miesiecznika, Delta”)
» Romuald Pawlak (pisarz fantastyki)

Konkurs objely patronatem medialnym redakcje miesiecznikow,Delta” oraz ,Mtody Technik” - czasopism,
ktore od kilkudziesieciu lat popularyzuja wiedze naukowo-techniczna, a to ostatni ma takze za soba diugg
tradycje wspierania na swoich tamach tworcow polskiej science fiction. Patronat honorowy nad konkursem
zapewnito Krakowskie Biuro Festiwalowe, operator programu Krakow Miasto Literatury UNESCO.

Ogtoszenie wynikow nastapi w pierwszym kwartale 2022 roku. Pelny regulamin oraz formularz uczestnictwa
znalez¢ mozna na stronie https://pffn.org.pl/konkurs.

Najlepsze utwory zostang opublikowane w Antologii Polskiej Fantastyki Naukowej za rok 2022, ktéra ukaze sie
nakfadem Wydawnictwa IX. Zwyciezcy, oprocz egzemplarza wydanego zbioru, otrzymaja pamiatkowe dyplomy
oraz nagrody ksigzkowe ufundowane przez Wydawnictwo IX, Wydawnictwo Powergraph oraz Wydawnictwo
Warbook.

Warto przypomniec, iz zeszloroczna, pierwsza edycja konkursu literackiego PFFN cieszyta sie bardzo duzym
zainteresowaniem. Nadestano bowiem 168 opowiadan, wpisujgcych sie w nurt science fiction, ktérych tematyka
poruszata kwestie sztucznej inteligencji i robotyki, rzeczywistosci wirtualnej, mozliwych scenariuszy zagtady
Swiata czy klasyczng problematyke lotow kosmicznych oraz potencjalnych kontaktéw z pozaziemskimi
cywilizacjami.

llustracja: Vivi Ekhart
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