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Trzy warianty problemu bankructwa
z Talmudu razem z rozwigzaniami.

| 100 200 300
Zona 1 (100) | 33,(3) 50 50
Zona 2 (200) | 33,(3) 75 100
Zona 3 (300) | 33,(3) 75 150

Robert J. Aumann, Michael Maschler.
Game Theoretic Analysis of

a Bankruptcy Problem from the Talmud.
Journal of Economic Theory 36, 195-213
(1985).

*Nie wiemy, jakie bylo to ubranie, ale aby
dalsza cze¢s$¢ historii miala wigcej sensu,
lepiej wyobrazaé sobie, ze byt to diugi
szal modlitewny, a nie jeansowe spodnie.

Rozwigzanie zadania M 1689.

Na poczatku zauwazmy, ze opisana

w zadaniu konfiguracja jest analogonem
stereometrycznym nastepujacego dobrze
znanego lematu, ktéry cze¢sto nazywany
jest lematem o czwdrlisciu:

W tréjkacie ABC punkty I i J sq
srodkami okregow: wpisanego

i dopisanego (stycznego do boku BC').
Niech prosta IJ przecina okrgg opisany
na tréjkacie ABC w punkcie K # A.
Wowczas IK = K J.

Rozwazmy teraz plaszczyzne
przechodzaca przez prosta AIJ

i prostopadly do plaszczyzny BCD.
Przecina ona obie sfery wzdluz ich
okregéw wielkich. Niech styczne
poprowadzone z punktu A do tych
okregéw przecinajg plaszczyzne BC'D

w punktach X i Y. Wtedy I i J sa
$rodkami okregéw: wpisanego

i dopisanego trojkata AXY (korzystamy
tu z tego, ze punkty stycznosci sfer
wpisanej i dopisanej do BC'D naleza
réwniez do badanej ptaszczyzny, co
nietrudno uzasadnié). Zatem na
podstawie powyzszego lematu srodek
odcinka I.J lezy na tuku XY okregu
opisanego na tym tréjkacie. Jednakze
zaréwno X, jak i Y lezg wewnatrz sfery
opisanej czworoécianu ABC D, dlatego tez
tuk XY lezy réwniez wewnatrz tej sfery,
a zatem

o 1J
IK > — > JK.

Problem bankructwa z Talmudu
Oskar SKIBSKI

Jedna z historii w Talmudzie Babiloriskim (Ketubot 93a) opisuje nastepujaca
sytuacje. Mezczyzna majacy trzy zony umiera. W kontrakcie malzenskim obiecal
im kolejno 100, 200 i 300 zuz, czyli starozytnych srebrnych monet. Niestety, gdy
umieral, jego majatek byt zbyt maly, aby mozna bylo spelni¢ te obietnice. Jak
sprawiedliwie rozdzieli¢ majatek miedzy zony?

W Talmudzie przedstawione sa trzy warianty problemu oraz ich rozwiazania.
Jezeli majatek wynosit 100 monet, to zony powinny podzieli¢ si¢ nim po réwno.
Jezeli wynosil 200 monet, to pierwsza zona powinna dostaé ich 50, a pozostate
dwie po 75. Z kolei jezeli majatek wynosit 300 monet, to pierwsza zona powinna
dostac ich 50, druga 100, a trzecia 150.

Rozwiazania te wydaja sie jednak — lagodnie méwiac — dziwne. Podzial po
réwno (jak przy 100 monetach) oraz podzial proporcjonalny (jak przy 300)
wydaja sie naturalne. Niezrozumiate jest jednak to, czemu inaczej dzielimy 100
monet, a inaczej 300. A juz kompletnie dziwny wydaje sie podzial 200 monet,
ktéry nie jest ani réwny, ani proporcjonalny. O co wigc tutaj chodzi?

To pytanie zadawali sobie badacze Talmudu przez prawie dwa tysiace lat.
Wielu przedstawialo niezbyt przekonujaca argumentacje, a ci, ktérym nawet
to sie nie udato, sugerowali, Ze to btad kopisty. Przelomem okazata si¢ dopiero
praca Roberta Aumanna (laureata Nagrody Nobla z ekonomii) oraz Michaela
Maschlera z 1985 roku, ktorzy rozwiazali te zagadke: nie tylko znalezli ogdlna
zasade, ktora prowadzi do wspomnianych rozwiazan, ale takze pokazali, ze
metoda ta jest sensowna i ma wiele pozadanych wlasnosci.

Zanim opowiemy, jak podzieli¢ caly majatek miedzy wdowy, skupimy

si¢ na zadaniu tatwiejszym — na podzieleniu ubran denata. Spdr o ubior
(Contested Garment) to prostsza sytuacja, ktéra takze pojawia sie w Talmudzie
Babiloniskim (Baba Mecyja 2a). Dwéch mezczyzn staje przed sadem, trzymajac
ubranie*. Pierwszy méwi ,,Caloéé jest moja”, a drugi — ,,Polowa jest moja”.
Sedzia decyduje, aby pierwszemu mezczyznie daé¢ 3/4 ubrania, a drugiemu 1/4.

Ten podzial uzasadni¢ mozemy doé¢ tatwo, nie ma zatem o co drzeé szat. Sedzia
polozyt pewnie ubranie na stole i stwierdzil, ze do jego lewej potowy roszczenie
wnosza obaj mezczyzni, a do prawej wnosi tylko pierwszy z nich. Dal zatem te
prawa polowe pierwszemu mezczyznie, a sporng lewa polowe podzielil po réwno.

Rozpatrzmy przypadek ogdlny. Niech (F; ¢y, ¢) oznacza spér, w ktérym wartosé
ubrania to F, a roszczenia to ¢y i co. Zakltadamy tutaj, ze 0 < ¢; < ¢g oraz ze
suma roszczen jest wyzsza lub réwna wartosci ubrania: E < ¢; + ¢co. Metoda
podzialu to zatem funkcja, ktéra dla danego (E;cq,ca) zwraca pare wyplat
(z1,22), ktére sumuja si¢ do E.

Przedstawione powyzej rozumowanie definiuje nastepujaca metode podziatu
(oznaczymy ja ¢*). Jezeli E — ¢ jest nieujemne (do czesci ubrania druga
osoba nie wnosi roszczenia), to ta cze$¢ powinna trafi¢ do pierwszej osoby.
Analogicznie, jezeli £ — ¢; jest nieujemne, to powinno trafi¢ do drugiej osoby.
Reszte dzielimy po réwno. Uzywajac notacji (x)4 = max{z,0}, dostajemy
©*(E;er,c2) = (a7, 23), gdzie wyplata osoby ¢ (przyjmujac, ze druga osoba to j)
to L

ZC: = (E — Cj)+ —+ i(E — (E — Ci)+ — (E — Cj)+).
Podziat ten mozemy zilustrowaé¢ w nastepujacy sposob:

C1

E—Cl

C2



Tabelka przedstawiajaca podzial
@*(Ejc1,c2) w zaleznoscei od E:

‘ ™1 T2

E<c E/2 E/2
c1 < E<e c1/2 E—c1/2
<E ci—c2+E -+ E
c
2 2 2
Na wykresie wyglada to tak:
c2
c1 x2
cg— —
2
c1
cy 1
o R
E
0 c1 c2 c14eo

Rozwigzanie zadania M 1688.

Dla nieparzystych n.

Najpierw pokazemy, ze dla nieparzystych
n jest to mozliwe. Powiedzmy, ze blok to
taki zestaw kolejnych punktéw tego
samego koloru, ze punkty znajdujace sie
bezposrednio po jego lewej i prawej
stronie majg przeciwny kolor.

Latwo zauwazyé, ze blok o nieparzystej
liczbie punktéw mozna przemalowaé na
przeciwny kolor. Jezeli blok ma 1 punkt,
to oczywiste. Zalézmy zatem, ze blok ma
co najmniej 3 czerwone punkty,

i rozwazmy jego trzy ostatnie punkty oraz
pierwszy sasiedni punkt, tzn. sekwencje
postaci (...)CCCN. Wéwczas na mocy
warunkéw zadania mozemy go
przemalowaé w nastepujacy sposéb:

(...)CCCN = (...)CNCN — (...)CNNN.

Wobec tego mozemy zmienié¢ kolor dwéch
ostatnich punktéw w bloku. Poniewaz
rozwazany blok ma nieparzysta liczbe
punktéw, postepujac analogicznie,
doprowadzimy do sytuacji, w ktérej
pierwszy punkt bloku bedzie czerwony,

a jego sasiedzi niebiescy (NCN), co latwo
przemalujemy na NNN.

Jesli po przemalowaniu bloku nadal
istniejg punkty réznych koloréw, to ze
wzgledu na to, ze n jest liczbg
nieparzysta, istnieje nadal blok
nieparzystej dtugoéci. Jest wigc jasne, ze
kontynuujac ten proces, otrzymamy

n punktéw jednokolorowych.

Jedli 4 | n, to dzielimy zbiér wszystkich
punktéw na sekwencje czterech kolejnych
punktéw i kazda z nich malujemy

w nastepujacy sposéb: NNCC. Wtedy nie
mozemy przemalowaé zadnego z punktéw.

Jesli zas n = 2 (mod 4), to wyrdézniamy
dwa sasiednie punkty i malujemy je

w sposéb NN, pozostate punkty dzielimy
na czworki i kolorujemy je tak jak
poprzednio: NNCC. Latwo zauwazy¢, ze
w dwoéch ruchach mozna jedynie albo
wrécié do poczatkowej konfiguracji, albo
przej$é do analogicznej.

Analizujac, jak wyglada podziat dla réznych wartosci E (pomocna jest w tym
tabelka i wykres na marginesie), mozemy zinterpretowaé¢ metode p* jako proces
dzielenia wartosci £ moneta po monecie. Dopdki E jest mniejsze niz cp, kazda
monete dzielimy po réwno miedzy obie osoby (do tej monety obie osoby wnosza
roszczenia). Kiedy E przekroczy ¢, to kazda kolejna moneta idzie do drugiej
osoby (do tej monety pierwsza osoba nie wnosi roszczen). Kiedy E przekroczy ca,
to znowu kazda monete dzielimy po réwno (obie polowy tej monety mozemy
zinterpretowaé jako czedci, do ktérych tylko jedna z os6b wnosi roszczenie).
Widzimy zatem, ze nasza metoda jest monotoniczna — dla ustalonych roszczen
wieksza warto$¢ F przeklada sie na wieksza wyptate dla obu osob.

Problem bankructwa to uogdlnienie sporu o ubiér na wiecej niz dwie osoby.
Oznaczmy przez (E;cy,...,c¢,) sytuacje, w ktorej majatek to E, a roszczenia
zon to c1, ..., c,. Ponownie zalozymy, ze 0 < ¢; < -+ < ¢, oraz ze suma roszczen
jest wigksza lub réwna majatkowi: E < Y7 | ¢;. Metoda podzialu dla danego
(E;cq,...,cpn) zwraca n liczb (zq, ..., x,), ktére sumuja si¢ do E.

W jaki sposéb mozemy uogdélni¢ rozwiazanie dla sporu o ubiér na dowolna
liczbe 0s6b? Aumann i Maschler zaproponowali nastepujaca metode: powiemy,
ze rozwigzanie jest spdjne z rozwiazaniem sporu o ubidr, jezeli dowolne dwie
zony podzielityby sie swoja wspdlnag wyplata w sporze o ubiér w ten sam
sposdb, jak podzielono majatek teraz. Formalnie, podzial (z1,...,x,) jest spdjny
z metoda ¢*, jezeli dla kazdej pary ¢, 7 mamy:
¢ (@i + xj000¢5) = (2, 75).

Czy tak da sie zrobi¢? I jezeli tak, to czy na jeden sposéb? Do tych pytan zaraz
wrocimy, ale sprawdzmy najpierw, czy spojnosé jest spojna z oryginalnymi
rozwiazaniami opisanymi w Talmudzie. Wezmy np. sytuacje, w ktérej majatek
denata wynosi 200 monet. Dostajemy wowczas nastepujace sformulowanie
problemu (200; 100, 200, 300), dla ktérego rozwigzaniem jest (50,75,75).
Sprawdzmy zatem dowolna pare¢ zon:

©*(125;100,200) = (50,75) = ©*(125;100,300), ¢*(150;200,300) = (75,75).
Rzeczywiscie, zgadza sie! Dla pozostalych wariantéw, 100 i 300 monet,
rozwiazania z Talmudu tez sg spdjne, co pozostawiamy do sprawdzenia
Czytelnikowi.

Skupmy sie teraz na pytaniu, czy moze by¢ wiecej niz jedno spdjne rozwiazanie
problemu bankructwa? Okazuje sie, ze nie. Zalézmy, ze mamy dwa spdjne
rozwigzania, (21,...,2Zn) 1 (y1,...,Yn). Skoro si¢ réznig, to musi istnie¢ zona 1,
ktora w pierwszym podziale ma wigksza wyplate niz w drugim: x; > y;.
Wynika z tego, ze musi takze istnie¢ zona j, ktéra w pierwszym podziale ma
mniejszg wyplate niz w drugim: z; < y;. Bez straty ogdlnoséci mozemy zalozy¢,
ze w pierwszym podziale obie zony dostaja razem nie mniej niz w drugim:

x; +x; 2 y; +y;. Czy jest teraz mozliwe, ze oba podzialy, (x;,z;) oraz (vi,v;),
pochodza z metody ¢*? Czyli czy moze by¢ tak, ze ¢*(x; + x;,¢i,¢;) = (x4, ;)
oraz ©*(yi; + y;, ¢, ¢j) = (yi,y;)? Gdyby tak bylo, to zona j dostalaby mniejsza
wyplate (z; < y;) przy podziale wickszej (lub réwnej) wartosci (z; + x; = y; +y;)-
A tak by¢ nie moze, bo przeczy to monotonicznosci metody ¢* — dostaliSmy
sprzecznosc.

Udowodnilismy wiec, ze jest najwyzej jedno rozwigzanie problemu bankructwa
spojne z rozwiazaniem sporu o ubidr. Jak ono wyglada? O tak:

C1 2 co
/ /2 C3/2 Cn/2
j[ | ==
/2 a2 C3/2 cn/2

Obrazek powyzej przedstawia hipotetyczny system naczyn potaczonych, ktory
definiuje metode podzialu. Mamy n naczyn o pojemnoéci cy, . .., ¢, kazde zlozone
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System naczyn potaczonych dla sytuacji
opisanych w Talmudzie

150

150 | 2%
F | 200
333y |

Whikliwy Czytelnik moze zastanowié sie,
jaki system naczyn polaczonych bedzie

odpowiadal podzialowi proporcjonalnemu:

Sa'i(E; Cly.-oy Cn) =FE- CL/C7

A jaki podziatowi ,po réwno, ale nie
wigcej niz roszczenie zony”, czyli
wi(E;c1,...,cn) = min{c;,a} dla
pewnego (jednoznacznie
wyznaczonego) a?

L...]

Rozwigzanie zadania M 1687.
Wystarczy wziaé liczby catkowite

b+1 b(b+1) (b+1)?
T=—">, y= , 2= .

1 = -
a a a?

z dwéch zbiornikéw potaczonych bardzo cienka rurka o pomijalnej objetosci.
U podstawy wszystkie naczynia taczy rownie cienka rurka. Metoda podziatu
okreslona jest teraz tak: do tak okreslonego systemu wlewamy F wody i kazdej
zonie przyznajemy tyle majatku, ile wody znajdzie sie w jej naczyniu.

Latwo teraz sprawdzi¢, ze dla dwdch zon opisana metoda odpowiada

metodzie p*. Dobrze widaé to z opisu sekwencyjnego: dopdki E jest mniejsze
niz c¢1, woda po réwno wypelnia naczynia pierwszej i drugiej zony. Kiedy

FE przekroczy c¢1, to wody przybywaé bedzie tylko w drugim naczyniu. W koncu
kiedy E przekroczy co (czyli zostanie mniej niz (¢; + ¢2) — ¢o = ¢1 powietrza

w obu naczyniach), woda znowu zacznie réwnomiernie wypelniaé¢ oba naczynia.

Popatrzmy teraz na dowolny podzial majatku wynikajacy z naszego systemu
naczyn polaczonych: (x1,...,x,). Wezmy dowolne dwie zony i, j. Kiedy skupimy
sie na ich naczyniach, latwo zauwazymy, ze ¢*(x; + x;; ¢;,¢;) = (x4, x;), tzn.
podziat (x;,z;) sumy ich wypltat z; + x; przy roszczeniach ¢;, ¢; odpowiada
podzialowi uzyskiwanemu metoda ¢*. Jest tak, poniewaz ilo$¢ wody

w naczyniach obu zon jest taka sama, jak gdyby z systemu usunaé¢ wszystkie
pozostate naczynia i wlaé¢ x; + x; wody. A skoro wczeéniej stwierdziliSmy, ze
wiecej niz jedno spdjne rozwiazanie nie moze istnie¢, wiemy teraz, ze jest to
jedyne spéjne rozwiagzanie problemu bankructwa.

Nasz dotychczasowy opis podzialu nie byl zbytnio Scisty, a niektérzy mogliby
wrecz uznaé go za ,lanie wody”. Aby podaé formalny wzoér, zacznijmy od
zauwazenia, ze opisana metoda jest autodualna, czyli zyski dzieli w ten sam
sposéb, co straty. Jezeli wyplate Zony ¢ oznaczymy przez g;, a sume roszczen
przez C, to mamy:

Vi(Eic1y ... en) =¢ —@i(C—Escqy ... cp).
Wartoé¢ C' — E to po prostu to, ile majatku brakuje, aby spelnié¢ wszystkie
roszczenia. Wzér ten oznacza zatem, ze kazda zona otrzymuje cate swoje
roszczenie pomniejszone o sprawiedliwg czes¢ kwoty, ktérej brakuje.

Aby zobaczyé, ze wlasnosé ta jest spelniona, wystarczy popatrzeé¢ znowu na nasz
system naczyn potaczonych. To, ile wody znajdzie sie¢ w naczyniu, jest réwne
pojemnodci tego naczynia minus ilo$¢ powietrza, jakie w tym naczyniu zostanie.
Powietrze wypelnia jednak naczynia od géry doktadnie w ten sam sposéb, jak
woda wypehia je od dotu, a we wszystkich naczyniach jest dokladnie C'— E
powietrza.

Policzmy teraz, ile majatku potrzebujemy, aby k pierwszych oséb dostato potowe
swojego roszczenia. Oznaczymy te wartosé przez f(k). Mamy:

¢ | Ck
1<i<k
W szezegolnosci f(1) =n - ¢1/2 oraz f(n) = C/2. Z autodualnodci wiemy takze,
ze jezeli majatek pokrywa polowe wszystkich roszczen, to mozemy odwrdcié
sytuacje i skupi¢ sie na podziale brakujacej czesci majatku. Nasza metode
opisuje zatem nastepujacy wzér:

(£,....5) jezeli E < f(1),
P(E;ct,. . oen) = (L., %, % 4 B0y jezeli f(k) < E < f(k+1),

(c1,--- ...Cn) jezeli E > C/2.

Dla sytuacji opisanej w Talmudzie mamy: f(1) = 150, f(2) = 2501 f(3) = 300.
Podane scenariusze przedstawiaja zatem po jednym przykladzie na kazdy

z trzech przedziatéw: 100 € [0, 150), 200 € (150, 250] i 300 € (250, 300]. Sprytnie
pomyslane!

W naszym artykule pomineliémy jeden istotny szczeg6l: Aumann i Maschler
napisali, ze nie znalezliby omawianej metody, gdyby nie. .. gry koalicyjne

(o grach koalicyjnych wspominali$my juz w Aij oraz All). Okazuje si¢ bowiem,
ze opisana metoda podzialu to tak zwane jgderko (nucleolus) pewnej gry
koalicyjnej. O tym jakze ciekawym wyniku opowiemy juz jednak kolejnym
razem.
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Pawel Rafal BIELINSKI*

Najprostsze rownania, jakie spotykamy np. w zadaniach tekstowych, maja
zwykle jedno i tylko jedno rozwiazanie. Czasem zdarza si¢, ze nie maja ich wcale,
albo maja nieskoniczenie wiele. Natomiast najbardziej podstawowe rownanie
z wartoscig bezwzgledna

|z —al =7
moze mie¢ 0, 1 albo 2 rozwigzania, zaleznie od wartosci parametru r.
Rozwiazujac je, warto podeprzeé sie interpretacja geometryczna: wielko$é |s — ¢
jest odlegloscig punktow, ktore na osi liczbowej odpowiadaja liczbom s 1 ¢.
Moéwiac krécej, jest to odlegloéé liczby s od liczby t.

Okazuje sie, ze uzywajac wartoséci bezwzglednej, mozna stworzy¢ réwnanie
o dowolnej pozadanej liczbie rozwiazan. Przedstawienie odpowiedniej konstrukeji
jest celem niniejszego artykulu.

Inspiracja
Na poczatek rozprawmy sie z réwnaniami ||z — a| — b| = c.
Rozwiazemy szczegdlny przypadek
||z — 1] = 3] =2.
Przyjmujac na chwile oznaczenie |z — 1| = y, widzimy, ze x jest rozwiazaniem

podanego réwnania, jesli i tylko jesli y jest rozwigzaniem prostszego rownania
ly — 3| = 2. Zatem y jest liczba odlegla 0 2 od 3, czyli y = 1 albo y = 5.

Teraz zauwazmy, ze x rozwigzuje réwnanie wyjsciowe wtedy i tylko wtedy, gdy
jest rozwigzaniem ktéregokolwiek z rownan:

a. jlr—1]=1 b. |z — 1| = 5.
Przy tym w przypadku a. otrzymujemy = = 0 albo x = 2, zas w b. mamy =z = —4
albo r = 6. Rozwigzaniami wyjsciowego réwnania sg wszystkie liczby —4, 0, 2, 6.

OtrzymalisSmy wiec cztery rézne rozwiazania. Stalo sie
tak dlatego, ze do kazdej wartosci y prowadzity dwie
wartosci . Nie musialo tak byé — Czytelnik zechce sam
sie przekonaé, rozwiazujac réwnania zaproponowane na
marginesie.

Przekonalidmy sie wtasnie, ze otrzymane dwa przypadki
moga mieé¢ rézng liczbe rozwiazan, co oczywiscie wplywa
zasadniczo na rozwigzania réwnania wyjsciowego.

W szczegdlnosci, moze ono nie mieé¢ rozwigzan, nawet
jesli otrzymalismy dwie rézne warto$ci pomocniczej
niewiadomej y.

Zwroémy tez uwage, ze pomiedzy tymi przypadkami nie
moze zaistnie¢ ,kolizja”, tzn. nie moga one prowadzi¢
do wspélnego rozwiazania. Istotnie, dla réznych wartosci
y1 1 y2 odleglo$¢ = od a nie moze by¢ naraz rowna y;

i y2. Wobec tego zadna liczba nie moze by¢ jednoczesnie
rozwigzaniem réwnan |x —a| =y i |z — a| = ye.

Liczba rozwiazan réwnania ||x — a| — b| = ¢ zalezy wiec

jedynie od rozwiazan réwnania pomocniczego |y — b| = c.

Kazde jego rozwiazanie y > 0 generuje dwa dodatkowe
rozwiazania z, rozwiazanie y = 0 daje jedynie x = a,
wreszcie y < 0 nie daje zadnego nowego x.

Uogéblnienie

Popatrzmy na do$wiadczenie ostatniego przykladu nieco
szerzej. Jesli dane sa liczby 0 < y1 < y2 < ... < yp,

to liczb z, ktére spelniaja ktérekolwiek z réwnan

[z —al =1, [x —al =y2, ..., v — a] = yn jest
dokladnie 2n. Przy tym jesli a > y,,, to wszystkie one sa
dodatnie; jesli @ = y,,, to jednym z tych rozwiazan jest 0.
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Wykorzystujac ten fakt, mozemy z rownania o pewnej
liczbie n dodatnich rozwiazan skonstruowaé¢ nowe, ktoére
ma 2n rozwigzan dodatnich lub 2n — 1 dodatnich i jedno
réwne 0. Natomiast z réwnania o n — 1 rozwiazaniach
dodatnich i jednym zerowym mozemy, ta sama metoda,
uzyskaé¢ nowe, o 2n — 1 rozwigzaniach.

Na przyktad réwnanie |y — 5| = 1 ma dwa dodatnie
rozwigzania: 4 i 6. Aby uzyskaé z niego réwnanie

o czterech dodatnich rozwiazaniach, wybierzemy liczbe
wieksza niz 6, np. 10, i uzyskamy || — 10| — 5| = 1.
Gdybysmy jednak chcieli, by jednym z rozwiazan byto 0,
wybraliby$my liczbe 6 i zapisali || — 6] — 5| = 1.

Dzigki tym obserwacjom latwo uzasadnié, ze rownanie

z wartoscig bezwzgledng moze mie¢ dowolna z gory

zadang liczbe rozwiazan. Przeprowadzenie szczegdlowego

dowodu, by¢ moze z uzyciem wzmocnionej zasady

indukcji, pozostawiamy Czytelnikowi. Tutaj zadowolimy
si¢ pokazaniem konstrukcji na

{ 21 jeszcze jednym przykladzie.
—10

1 Stwérzmy mianowicie
rownanie o doktadnie

11 dodatnich rozwiazaniach.
Najpierw ustalmy, jakie
réwnania pomocnicze beda
nam potrzebne:

a.11=2-6 -1,

1—

0——3— 13 b.6=2-3,
_2—[9 c.3=2-2-1,
1 3 5 11 d.2=2-1.



Nastepnie budujemy te réwnania, w kolejnosci odwrotnej
niz otrzymana powyzej:

d. |z — 1] = 1 (2 rozwiazania, najwieksze 2),

c. ||z — 3| — 1| =1 (3 rozwigzania, najwieksze 5),

b. |||z — 5] — 3| — 1] = 1 (6 rozwiazan, najwigksze 10),

a. [||Jx — 11| = 5| — 3| — 1| = 1 (11 rozwigzan).

Czytelnik Wnikliwy zechce przedstawié¢ na osi liczbowej
rozwiazania kolejnych réwnan a. — d. wraz z kolejno
dobieranymi parametrami: 1, 3, 5, 11. Bedzie to

z pewnoscia ciekawe 1 pouczajace do$wiadczenie.

Zadania

1. Ul6z réwnanie z wartoscia bezwzgledna, ktére ma

6 rozwiazan dodatnich i 8 ujemnych.

2. Uléz réwnanie z wartoscia bezwzgledna, ktérego
rozwiazaniami sg wylacznie liczby 96, 100, 101, 105, 109,
110, 114.

96 100101 109110 114

3. Operacja * dziala na liczby caltkowite i jest okreslona
nastepujaco: jesli n jest liczba parzysta, to nx = n/2;

w przeciwnym przypadku nx = n + 5. Rozwiaz
nastepujace rownania:

a. nokokokx = 211,

b. ((n+11) x +11) x +11)% = 11,

c. (((n+ 38) * +38) * +38)* = 31.

4. Wyjasnij, od czego i w jaki sposéb zalezy liczba
rozwiazan réwnania (((n + a) * +b) * +c)* = d.

5. Operacja & dziala na liczby calkowite i jest okreslona
nastepujaco: jesli n jest liczba podzielng przez 3, to

&n = n/3; w przeciwnym razie, jesli n jest podzielna
przez 2, to &n = n/2; w pozostatych przypadkach

&n = n + 1. Rozwiaz nastepujace réwnania:

a. &&&n =101 b. &(&n +5) =12

6. Rozwiaz réwnanie &|(5z) * +1| = 13. Zwr6é uwage,
ze bx musi by¢ liczba catkowita, ale x juz niekoniecznie.

Rozwigzania zadaii mozna znalezé na stronie [T6}

Przygotowal Dominik BUREK

ﬁ Zadania

Rozwigzanie na str. [3]

M 1687. Liczby catkowite dodatnie a, b sa takie, ze a | b+ 1. Udowodnij, ze
istnieja takie liczby catkowite dodatnie x, vy, 2z, ze

Tty
a = oraz
4

=24
z

M 1688. Na okregu znajduje sie n > 3 punktéow, kazdy z nich pomalowany
jest na czerwono lub niebiesko. Dla kazdej tréjki kolejnych punktéw P, Q, R,
jesli P i R sa pomalowane na ten sam kolor, to punkt ) mozna przemalowad
(z czerwonego na niebieski lub z niebieskiego na czerwony). Dla jakich n

z dowolnego uktadu koloréw punktéw mozna zrobié uklad, w ktorym wszystkie
punkty sa w tym samym kolorze?

Rozwigzanie na str.

M 1689. W czworoscianie ABCD punkty I i J sa srodkami sfer: wpisanej
i dopisanej (stycznej do Sciany BCD). Niech prosta I.J przecina sfere opisana
na ABCD w punkcie K # A. Ktéry z odcinkéw jest dhuzszy: I K czy JK?

Rozwigzanie na str. [I]

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1033. Zadania dotyczace spadku swobodnego i rzutu uko$nego zwykle konczy
polecenie: ,zaniedbaj opér powietrza”. Dla jakiego zakresu predkosci v ruchu

“E metalowej kulki o srednicy D = 1 cm takie przyblizenie jest poprawne? Wiemy, ze
ES warto$¢ sily oporu F' podczas ruchu ciala w gazie wynosi:
1
1/ F= icppSUQ,

100000 1000000 10000 000

Zalezno$¢ wspodlczynnika c od liczby
Reynoldsa dla kuli. Zrédlo: Wikipedia

pp jest gestosdcia gazu, S polem przekroju ciata prostopadle do kierunku
predkosci, a ¢ wspdéleczynnikiem zaleznym od ksztaltu ciala. Wartosé c jest
funkcja liczby Reynoldsa Re = %. Dla powietrza tzw. lepkos¢ kinematyczna

v~ 1,5-107° m?/s, a gestosé p, = 1,2 kg/m3. W zakresie wartoci

400 < Re < 200000 wspétczynnik ¢ = 0,5. Przyblizenie uznamy za poprawne,
gdy pominieta sila oporu stanowi nie wiecej niz € = 0,05 ciezaru kulki.
Poréwnaj wyniki dla kulki stalowej o gestoéci ps = 8000 kg/m? i aluminiowej
0 par = 2700 kg/m?. Przyspieszenie ziemskie g = 9,81 m/s%.

Rozwigzanie na str. [7]

F 1034. Podczas badan powierzchni cial statych na swiezo utworzonej
powierzchni (np. po roztupaniu krysztatu) osadzaja sie czasteczki gazu
otaczajacego probke. Jak szybko$é osadzania si¢ czasteczek gazu zalezy od jego
ci$nienia p nad powierzchnia probki?

Rozwiazanie na str. [I§]
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Kosmiczne selfie

Gdy spogladamy w rozgwiezdzone nocne niebo, czesto
jesteSmy nim tak zachwyceni, ze mamy ochote zachowaé
ten widok na po6zniej. Czy swiadomie rozpoznajemy
konstelacje i ciala niebieskie, czy po prostu jestedmy
zauroczeni niezwyklym nocnym krajobrazem — chcemy
je uwieczni¢. Odruchowo siegamy po telefon, unosimy
go nad glowe, pstrykamy. .. By¢ moze nawet blyénie
lampa, moze automatyka zwiekszy czas, ale na zdjeciu
nie widzimy zbyt wiele — ciemno$¢ badz jakie$ rozmyte
poruszone plamy. Cos$ tu nie gra, w Internecie przeciez
widzielismy tyle pieknych zdjeé¢ Drogi Mlecznej czy
poszczegodlnych obiektow na niebosklonie. Fotografowanie
nieba nocg nie moze by¢ wiec az takie trudne. W istocie

Damian JABLEKA

czesto astrofotografia, to wysoce skomplikowany,
wymagajacy sporych umiejetnosci proces, do
ktorego potrzebny jest drogi, specjalistyczny sprzet.
Poniekad moze to byé¢ prawda. Uwiecznienie odlegtych
galaktyk czy stabych, ledwo dostrzegalnych przez
teleskop mglawic wymaga sporo zaangazowania
(zaréwno Srodkéw, jak i czasu). Jednak uzyskanie
pieknych soczystych koloréw oraz szczegdtow
poréwnywalnych z tymi, jakie oferuja nam zdjecia
z Kosmicznego Teleskopu Hubble’a, jest mozliwe

z Ziemi! Astrofotografia, jak kazde hobby, na
poczatku moze by¢ zmudna i niewdzieczna, ale

z czasem sprawia coraz wigcej satysfakcji i przynosi

nie jest, musimy jednak poznac kilka regut, ktorych
nalezy przestrzega¢, aby nocne niebo uwiecznic.

Astrofotografia nie jest trudna!

Jedli zaczniemy zglebiaé temat, mozemy odnieéé
wrazenie, ze fotografowanie nocnego nieba, nazywane

Wiegcej o astrofotografii znajdziesz na
stronie autora www.dotknijnieba.pl.

Jaki statyw wybraé? Wybierajac
statyw, musimy kierowad si¢ jego
konstrukcjg i optymalng masg, jaka
mozemy na nim zawiesié¢, tak aby nasz
sprz¢t stabilnie na nim spoczywal.
Drugim aspektem jest mobilno$é. Duze,
ciezkie, profesjonalne statywy wygladaja
picknie i sa bardzo stabilne, cz¢sto jednak
trudno zmieéci¢ je do plecaka. Moze to
skutkowaé sytuacja, w ktérej statyw
wprawdzie mamy, ale z przyczyn
praktycznych zostal w domu. .. wlasnie
wtedy, kiedy chcieliSmy uwiecznié
fascynujacy widok. Nalezy wigc wybrac
statyw tak duzy, aby byl zaprojektowany
na nieco wieksze obcigzenie niz masa
naszego sprzetu, jednocze$nie tak matly,
aby$my zawsze mogli mie¢ go pod reka.

W smartfonach tryb manualny M czesto
jest nazywany trybem PRO, mozemy

w nim swobodnie ustawié¢ parametry
ekspozycji. Jesli nie widzimy takiego
trybu, to pamietajmy, ze uzywajac
telefonu do robienia zdjeé, uzywamy
konkretnej aplikacji obstugujacej aparat.
Mozemy wigc pobracé inng aplikacje, taka,
ktéra bedzie dla nas odpowiednia

i wyposazona w tryb manualny.

Wskazéwka: Powinni$émy zadbaé, aby
nasz sprzet nie ustawial zadnego

z parametréw automatycznie. W nocnym,
stabym oswietleniu drobne zmiany

w scenie mogg spowodowaé duze zmiany
w automatyce ustawienl, co uwidoczni sig
w migotaniu jasnosci lub koloréw przy
serii zdjec.

sporo radoéci. Tak jak nie nalezy od razu stawac

do ultramaratonu, tak przygode z astrofotografia
najlepiej zacza¢ od zachwytu nocnym niebem i préb
jego uwiecznienia bez wigkszych wydatkéw czy
skomplikowanych procedur — to mozliwe i bardzo
satysfakcjonujace.

Od czego zatem zaczac?

Najlepiej od tego, co juz mamy — aparatu w naszym smartfonie lub dowolnego
cyfrowego aparatu fotograficznego. Uzywajac jednego czy drugiego, bedziemy
stosowali dlugie czasy naswietlania, dlatego zdjecia ,z reki” w wigkszosci
przypadkéw skoncza sie widocznym rozmazaniem spowodowanym drzeniem
dloni. Zaradni jednak sobie z tym poradza, mozna oprzec¢ si¢ o Sciane, potozy¢
aparat na stole, podeprzeé¢ go ksiazka badz ustabilizowaé¢ w dowolny inny sposéb.
Jest to jednak zwykle rozwiazanie dorazne. Aby mieé¢ pewnosé, ze aparat sie
nie poruszy, potrzebujemy statywu. W przypadku aparatéow fotograficznych
wszystkie dostepne na rynku wyposazone sg w standardowy gwint statywowy
1/4 cala. Gdy zaopatrzymy sie wiec w dowolny statyw z glowica fotograficzna,
bedziemy mogli na nim ustawi¢ aparat.

W przypadku smartfonéw sprawa jest nieco bardziej zlozona, nie maja one
gniazda mocujacego. Jednak mocowanie telefonu mozna kupié... na kazdej
stacji paliw, w postaci mocowania do samochodu — takiego, ktérego uzywamy,
korzystajac ze smartfona jako nawigacji. W takim przypadku musimy pamigtac,
ze mocowanie samochodowe wymaga plaskiej, gltadkiej powierzchni, do ktorej
bedzie mozna je przyczepi¢. W plenerze moze to by¢ zewnetrzna strona szyby
albo dach samochodu. Mozliwe jest tez rozwiazanie hybrydowe. Na rynku
dostepne sg mocowania telefonu wyposazone w gniazdo statywowe, mozna

je wiec przykreci¢ do statywu, zlapaé¢ w nie telefon i cieszy¢ si¢ mobilnoécia

i stabilnoscia.

Wazne sg ustawienia

Gdy mamy juz aparat, lub telefon, i statyw, nalezy je ze sobg polaczy¢,
skierowaé w strone ciemnego nieba i nacisnaé spust migawki. Zwykle jednak

w takiej sytuacji nie mozemy polegaé na automatyce aparatu — blysnie on
lampa, co nie da oczekiwanego efektu, badz ekstremalnie zwigkszy czulosé, co
spowoduje znaczny wzrost szumu. Aby aparat wspoélpracowal z nami, musimy
przelaczy¢ go w tryb M, czyli manualny. W trybie tym mamy kontrole nad
czasem naswietlania oraz czuloscia, oznaczana ISO. Ponadto w aparatach nad
przystona obiektywu czesto mozemy ustawié¢ balans bieli, oznaczony WB, oraz
ostro$é. W smartfonach wyposazonych w wiecej obiektywéw powinnismy uzywaé
glownego aparatu — ten zwykle cechuje sie najlepszymi parametrami. Jesli to
mozliwe, nalezy wylaczyé wszystkie tryby ,,upiekszania” zdjecia (filtry), nie

sg one dostosowane do fotografowania gwiazd i zamiast uwypukli¢, moga je
kompletnie usunaé¢ ze zdjecia. To samo wydarzy sie, gdy zastosujemy zbyt duza
kompresje zdjecia. Plik ze zdjeciem powinien by¢ jak najwiekszy, aby zachowaé
najdrobniejsze szczegoty.
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Rozwigzanie zadania F 1033.
SprawdZzmy najpierw dla kulki

o D =1 cm, jakiej predkosci v odpowiada
400 < Re. Otrzymujemy

v > 400v/D = 0,62 m/s, co odpowiada
spadkowi swobodnemu (bez sity oporu)
z wysokosci h < 2 cm. Pole przekroju
kulki o $ednicy D wynosi S = 7rD2/4,
a objetosé V = wD%/6. Szukamy
granicznej predkosci, dla ktérej jeszcze
sila oporu jest mniejsza od utamka e
ciezaru kulki o gestosci p. Oznacza to
warunek:

1 7wD? , _ nD?
—cpp——v € ,
2 Pp 1 X EPY 6
czyli dla ¢ = 0,5:
V2 g Bl
3pp

Dla kulki stalowej p = ps = 8000 kg/m'}
otrzymujemy v < 9,4 m/s — co odpowiada
spadkowi swobodnemu z wysoko$ci

h < 4,5 m, a dla kulki aluminiowej
p=par = 2700 kg/m?, v < 5,5 m/s
spadek z wysokosci h < 1,5 m. Sita oporu
stanowigca € = 0,05 cigzaru oznacza
spadanie z chwilowym przyspieszeniem
a=g—0,05g =9,32 m/s2A

Gwiazde Polarng znajdziemy harcerska
metodg — taczac tylne kota Wielkiego
Wozu linig i odmierzajac na niej pieé
odlegtosci miedzy nimi.

Z terenéw miejskich o duzym
zanieczyszczeniu $wiatltem, czyli jasno
o$wietlonych nocg, trudno wykonaé¢ dobra
fotografig. Gwiazdy ging bowiem

w blasku latarni i §wiatel doméw.

Czas naswietlania bedzie gléwnym parametrem, ktory pozwoli nam kontrolowaé
ekspozycje, ale nim zajmiemy sie za chwile. Na poczatek musimy ustawié¢ inne
parametry:

o Czulo$¢ (ISO) powinna byé¢ wysoka, ale nie generujaca nadmiernej ilosci
szumu w ciemnych partiach obrazu. Dobrym punktem startowym bedzie
ISO800. Metoda préb i bledéw mozna staraé sie zwickszaé te wartosé
(w zalezno$ci od mozliwo$ci urzadzenia). Pamietaé jednak nalezy o tym, ze
aby oceni¢ szumy, musimy zobaczy¢ zdjecie w pelnej rozdzielczosci, najlepiej
na ekranie komputera.

e Jesli mamy kontrole nad przystong obiektywu, powinnidmy ja zostawic
mozliwie najbardziej otwarta, o czym czesto informuje nas najnizsza liczba
po literze ,f”, oznaczana takze ,f/”. Zmniejszajac te warto$é, powodujemy,
ze do aparatu dociera wiecej Swiatla, co jest jak najbardziej pozadane przy
fotografii nocnej. Zmiana przystony niesie za sobg jednak jeszcze jedna
konsekwencje, zmienia sie glebia ostrosci, czyli zakres odlegtoéci, dla ktérych
obiekty na zdjeciu beda ostre. Gdy poza gwiazdami chcemy sfotografowaé
jeszcze jakis element krajobrazu (znajdujacy sie blisko nas, jak na przyklad
bela stomy z okladki), aby zar6wno gwiazdy, jak i ten przedmiot byly
ostre i wyrazne, bedziemy zmuszeni przymknaé nieco przyslone aparatu.
Sama ostrosé¢ powinna byé ustawiona tak, by gwiazdy byly jak najbardziej
punktowe.

o Jesli mamy kontrole nad balansem bieli (WB), powinnisSmy go ustawi¢ na
sSwiatlo sloneczne” (tak, to nie zart!) lub, jesli wartosé ta jest wyrazona
w kelwinach, na okoto 5300 K. Mimo ze noca Stonce nie $wieci, to jednak
takie ustawienie najlepiej oddaje kolory nieba i otoczenia. Nie powinni$my
ustawia¢ automatycznego balansu bieli ,AWB”, gdyz przy wykonywaniu serii
zdjeé aparat moze ja zmieniaé ze zdjecia na zdjecie.

Robimy pierwsze zdjecie!

Fotografia to lapanie swiatla. Noca sSwiatta jest bardzo malo. Aby zlapaé¢ go
jak najwiecej, najlepiej zbieraé je z duzej powierzchni. Do tego potrzebujemy
duzych obiektywdéw, ale w przypadku telefonéw i standardowych aparatéw zdani
jestedSmy na konkretny fabrycznie zamontowany obiektyw. Drugim sposobem
na ztapanie wiekszej iloéci $wiatla jest wydluzenie czasu ekspozycji. Musimy
pamietaé, ze mimo najlepszego statywu nasz aparat ciagle jest w ruchu, wiruje
razem z nasza planeta, co mozemy obserwowaé¢ w postaci pozornego ruchu
gwiazd ponad naszymi glowami. Stosujac bardzo dtugi czas, uwiecznimy ten
wlaénie ruch — ruch obrotowy naszej planety odzwierciedlony w gwiazdach. Jest
to bardzo dobry temat na pierwsze préby uwiecznienia nocnego nieba. Najlepiej
skierowaé obiektyw w strone Polnocnego Bieguna Nieba, tatwo go znalezé,
wyznacza go Gwiazda Polarna — ostatnia w dyszlu Malego Wozu, najjasniejsza
w Malej Niedzwiedzicy. Dodatkowym atutem bedzie umieszczenie bieguna nie
w centrum pola widzenia, ale w jego gérnej czesci, tak aby w kadrze zmiescily
sie takze fragmenty krajobrazu.

Wykonujemy zdjecie z mozliwie dlugim czasem naswietlania. Takim, na ktorym
niebo bedzie jeszcze w miare ciemne. OczywiScie najlepiej udaé sie gdzies poza
miasto albo przynajmniej z dala od latarni czy innych bezposrednich zrodel swiatla.
W takim ciemnym otoczeniu mozemy sprobowaé uzyé¢ czasu ekspozycji rzedu

30 sekund. Jesli nasz sprzet czy aplikacja aparatu na to pozwala, ustawmy serie zdjec
i zostawmy aparat na dtuzszy czas, co najmniej godzine, aby wykonywat zdjecie
za zdjeciem. Im dluzszy catkowity czas, tym dluzsze beda slady gwiazd na niebie.

Przy 30-sekundowych ekspozycjach w ciagu godziny wykonamy 120 zdje¢. Z tak
zebranego materialu mozemy uzyskaé¢ dwa rodzaje efektéw. Mozemy taki zestaw
zdjeé potraktowac jako indywidualne klatki animacji. Ustawiajac 15 klatek na
sekunde, z tej jednej godziny zdje¢ uzyskamy 8-sekundowy film prezentujacy
obrot sfery niebieskiej. Manipulujac calkowitym czasem, czasami pojedynczych
zdje¢ oraz iloScia klatek na sekunde, mozemy zmieni¢ czas wynikowego filmu

i polepszy¢ jego plynnosc.

Mozemy tez dodaé do siebie wszystkie pojedyncze ekspozycje, uzyskujac
zdjecie przedstawione na okladce Delty. Zwykta suma spowoduje jednak, ze
zdjecie wyjdzie catkowicie przeswietlone. Procedura dodawania zdje¢ musi
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Najlepiej wykona¢ prébne zdjecie i na
ekranie laptopa powickszy¢ je do 100%.

Wskazéwka: W praktyce gwiazda nie jest
punktem, a plamkg, wigc méwimy o calej
grupie pikseli. Im krétsza ogniskowa
obiektywu, tym dluzszy czas nadwietlania
bedzie potrzebny. Podobnie im wiekszy
piksel, tym czas réwniez bedzie dluzszy.

Inne pomysty na zdjecia

Wykonujac seri¢ zdje¢ odpowiedniego
obszaru nieba w okolicach maksimum
jednego z rojéw meteoréw, mozemy
uchwycié¢ ,spadajaca gwiazde”, czasem
jasng komete, zblizenie planet czy przelot
miedzynarodowej stacji kosmicznej.
Najwazniejsze sa odpowiednie miejsce

i czas obserwacji.

w kazdym pikselu wybra¢ z wszystkich zdje¢ to, ktérego jasnosé jest najwieksza.
Dodajac w ten sposéb dwa zdjecia, na ktérych gwiazdy sa nieco przesuniete,

na zdjeciu wynikowym uzyskamy dwa punkty. Dodawane kolejno zdjecia
zaczng tworzy¢ $lad gwiazd zataczany w ciggu nocy. Nie musimy tej procedury
wykonywaé recznie, wiele programow oferuje automatyczne laczenie zdje¢ w ten
sposob. Jesli, dla przyktadu, wykonywaliSmy zdjecia przez godzing, to taki

§lad zobrazuje 1/24 obrotu naszej planety, czyli $lady beda tukami, ktérych

kat érodkowy bedzie mial wartosé 15 stopni. W tym wypadku o dlugosci
calkowitego §ladu decyduje sumaryczny czas wykonywania serii zdje¢, a nie czas
indywidualnych ekspozycji. Nalezy tylko zadbaé o cigglo$é tak wykonywanych
zdje¢, aby w $ladach nie pojawily sie przerwy. Stabilnos$¢ statywu zagwarantuje
nam wyrazny krajobraz oraz tadne ksztalty tukow.

Droga Mleczna uwieczniona telefonem

Za pomoca telefonu mozemy pokusic sie takze o uwiecznienie Drogi Mlecznej lub
innych szerszych fragmentéw nieba, calych grup konstelacji, a nawet meteorow,
czyli tak zwanych spadajacych gwiazd. W tym przypadku bezwzglednie musimy
jednak znalezé sie pod odpowiednio ciemnym niebem. Tym razem nie chcemy
uzyskaé §ladéw ruchu gwiazd, ale w miare punktowe gwiazdy na tle Drogi
Mlecznej. Czas naswietlania nalezy dobraé tak, aby na zdjeciu gwiazdy bytly
mozliwie male (wrecz punktowe).

Gwiazdy zawsze sie przemieszczaja, ale w zaleznosci od uzytego obiektywu oraz
rozmiaru piksela matrycy istnieja takie czasy, przy ktérych $wiatto gwiazdy nie
wyjdzie z konkretnego piksela — metoda prob i bledow mozna taki czas znalezé.
Dobrym punktem startowym przy smartfonach jest czas okolo 10 sekund.
Przedluzajac czas naswietlania do momentu, gdy z okraglych plamek gwiazd
zaczng robi¢ sie linie, znajdziemy najdtuzsza uzyteczng wartos¢ ekspozycji.
Znajac juz ten czas, mozemy pokusi¢ sie po raz kolejny o zwigkszenie czutosci
ISO, dobranie takiej, przy ktorej szumy ciemnych obszaréw nie powoduja
zmniejszenia iloSci widocznych szczegolow Drogi Mlecznej. Juz pojedyncze
zdjecie ujawni nam wiecej gwiazd, niz widzimy golym okiem.

Gdy wykonamy serie zdje¢, mozemy pokusi¢ sie o zrobienie jednego wynikowego
zdjecia taczacego serie. Chcac taczy¢ pojedyncze zdjecia, najlepiej, jesli to
mozliwe, zastosowaé bezstratna forme zapisu obrazu nazywanag RAW, czyli
surowa. Ziemia nieprzerwanie obraca sie z nami, wiec na kazdej fotografii
gwiazdy beda nieco przesunigte. Stosujac odpowiednie oprogramowanie

(np.: Deep Sky Stacker (http://deepskystacker.free.fr)), IRIS (http:

//wwu .astrosurf.com/buil/iris-software.html), RegiStar (https://
aurigaimaging.com/), RegiStacks (https://www.astronomie.be/registax/),
ImagelJ, ImagesPlus (http://www.mlunsold.com/|), Adobe Photoshop), mozemy
nasuna¢ zdjecia na siebie tak, aby gwiazdy na wszystkich znajdowaly sie w tych
samych miejscach. Spowoduje to oczywiscie rozmazanie krajobrazu, ten jednak
wystarczy wybra¢ z pojedynczego zdjecia. Ze stosu zdjeé z nasunietymi na
siebie gwiazdami wynikowy obraz uzyskuje sie poprzez zastosowanie metod
statystycznych — zdjecia mozna usrednié, obliczy¢ mediane badz skorzystaé

z jeszcze bardziej ztozonych metod. Wszystkie one prowadza do zwigkszenia
stosunku sygnatu do szumu, a tym samym wydobycia wiekszej ilosci szczegotow
i zwigkszenia kontrastu. Procedure taka mozna przeprowadzi¢ za pomoca
programéw komercyjnych, jak i kilku dostepnych bezplatnie (jak np.: Deep Sky
Stacker (http://deepskystacker.free.fr)), IRIS (http://www.astrosurf.
com/buil/iris-software.html), Adobe Photoshop, GIMP, ImagesPlus (http:
//www.mlunsold.com/)).

Co dalej?

Wybierajac sie na piesza wedrowke czy wyjazd w plener, dobrze jest mieé ze
soba mape nieba, taka tradycyjna, papierowa, badz program typu planetarium
w telefonie. Za ich pomoca mozemy ocenié¢, co i w ktérym kierunku bedzie
widoczne po zapadnieciu zmroku. Manipulujac czasem, tatwiej ustalimy kadr,
przewidzimy pozorny ruch nieba i w ten sposéb lepiej zaplanujemy zdjecie.
Taka fotografia pozwoli nam zabraé¢ odrobine ciemnego nieba i zachowac je

na pochmurne czy jasne miejskie noce. To dopiero wstep do wielkiej przygody
z astrofotografia, przygody, ktéra moze rozpoczaé kazdy.
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Channa argus (Wikipedia)

Barszcz Sosnowskiego (Wikipedia)

Inwazyjne. ..

Zacznijmy od definicji. Encyklopedyczna: gatunek inwazyjny — gatunek

o znacznej ekspansywnosci, ktéry rozprzestrzenia si¢ naturalnie lub z udzialem
czlowieka i stanowi zagrozenie dla fauny i flory danego ekosystemu, konkurujac
o nisze ekologiczna, a takze przyczyniajac sie do wyginiecia gatunkow
miejscowych.

A zatem: skad sie takie gatunki biora? Wspdlczesnie najczesciej w wyniku
dziatalnosci ludzi. Zostaje wprowadzony do nowego srodowiska, na przyktad
przyczepiajac sie do dna statkow, albo jako ,domowy” ulubieniec, ktéry
umknat z tego domu. Albo jako nasionko, co sie zaplatato wéréd innych.

Albo poniewaz komus przebywajacemu w kraju egzotycznym wydawato

sie, ze 1 na naszym terenie bedzie to pozyteczne/tadne zwierze lub roslina.
Czyli moze to by¢ $wiadoma dzialalno$é cztowieka albo przypadek. Zwykle
zwiazany z coraz aktywniejszym podrdzowaniem (nieprzypadkowo wiele
panstw zabrania prywatnego przewozu zywnosci, nasion, sadzonek, mtodych
zwierzat itp., ktére to zakazy my ,chytrze” (!) obchodzimy). Pojawienie sie
nowego gatunku na danym terenie moze by¢ zwigzane z globalna dzialalnoscia
ludzi — np. ocieplenie klimatu skutkuje przemieszczaniem si¢ réwnoleznikowym
zwierzat i rolin (podobno tak ruszyly na péinoc szakale) albo zamieraniem
zimnolubnych ro$lin (przypuszczalnie taka jest przyczyna usychania $wierkéw
w pewnych rejonach). Tak czy inaczej przyspieszamy powolne dzialania
ewolucji (przypadkowe), w pewnym sensie zmieniamy kierunek i tempo selekcji.
Zazwyczaj organizm inwazyjny nie ma na poczatku naturalnych wrogdw,
regulatoréw rozprzestrzeniania sie w srodowisku, co go uprzywilejowuje

w stosunku do gatunkow miejscowych. Biolodzy i ekolodzy w wiekszosci
przypadkéw uznaja inwazje za zjawisko negatywne, skutkujace zmniejszeniem
bioréznorodnosci (to taki termin-zaklecie, tez wymagaltby dodatkowego
omoéwienia).

Podaje za Wikipedia, pozostajac przy nazwach lacinskich: w 2018 roku
opublikowana zostala lista 66 inwazyjnych gatunkéw zwierzat i roslin uznanych
za stanowiace najwieksze zagrozenie dla bioréznorodnoséci i ekosysteméw

w Europie. Wybrano je sposréd 329 uznawanych za grozne. Na czele listy
znalazty sie:

o Channa argus — ryba z rodziny zmijoglowowatych (Channidae),

o Limnoperna fortunei — malz z rodziny omultkowatych (Mytilidae),
e Orconectes rusticus — rak z rodziny Cambaridae,

e Plotosus lineatus — sumik wegorzowaty,

e Codium parvulum — zielenica z rzedu Bryopsidales,

e Crepidula onyx — $limak z rodziny Calyptraeidae,

o Mytilopsis sallei — malz z rodziny racicznicowatych (Dreissenidae),
e Sciurus niger — wiewiorka czarna.

W Polsce rozpoznajemy powszechnie takie rodliny inwazyjne, jak: barszcz
Sosnowskiego, rdestowiec, klon jesionolistny, nawloé¢ kanadyjska (podobno
Swietne zrédlo juz istniejacego na rynku miodu), czeremcha amerykanska.
Wsréd zwierzat sa to: 3 gatunki ryby babki, jenot, norka amerykanska, stonka
kukurydziana, szop pracz i inne.

A jak sie dobrze zastanowié, to inwazyjnosé¢ powinniSmy rozpatrywaé w tle
historycznym. Jaka by byla nasza gastronomia bez ziemniakéw?

Prosze potraktowaé ten tekst wakacyjnie — pisalam go na niewielkiej dzialce

w okolicach Serocka. L.ake, 1000 metrow kw., kupiliSmy w 1971 roku. Wtedy
rosty tam dwie dzikie grusze i dzikie réze, to, co kietkowalo, wyjadaty okoliczne
krowy. Przez 50 lat nasadzilidmy (cze$¢ juz nie istnieje): jablonke, §liwke, wisnie,
maliny, réze czerwone, dzikie wino (bardzo inwazyjne), modrzew, jedna tuje,
klon, trzy cisy, czeresnie, orzecha (chyba posadzony przez rude wiewidrki albo
s6jki), rézne krzaki. Uparcie wojowalam z mleczami, zgadnijcie, kto wygral?

Robiac ten remanent, uznatam, ze najaktywniejszym gatunkiem inwazyjnym na
naszym terenie byt czlowiek.
Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)



Roéownanie Keplera w Principiach Newtona
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Sektor FQP o polu S i punkt P
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Konstrukcja rozwigzania wykorzystujaca

réwnanie Keplera

Grzegorz LUKASZEWICZ*

W artykule Drugie prawo Keplera ¢ owale Newtona. Kontrowersje wokdl
Lematu XXVIIT w Principiach (A}Y) naszkicowali$my problem wyznaczania
ruchu cial (np. planet) po ustalonych krzywych i w polu sil centralnych, ktérym
zajmowal sie Isaac Newton w Principiach [O tym, jak nalezy znajdowaé ruch po
zadanej orbicie, Paragraf VI, Ks. 1]. Takie ruchy spelniaja drugie prawo Keplera
[Principia, Tw. 1, Ks. 1] i nazywane sa keplerowskimi.

Dominujacym tematem byla przestepna zalezno$¢ miedzy polem sektora
zakredlonego przez promien wodzacy planety i czasem przebiegu planety po
orbicie. Powiedzieliémy, ze w przypadku ruchu po orbicie eliptycznej réwnaniem
opisujacym te zaleznos$é jest réwnanie Keplera

(1) M =F —esinE.

W tym artykule powracamy do drugiego prawa Keplera i zmagan Newtona ze
znalezieniem polozenia P planety na orbicie eliptycznej w dowolnej chwili ¢,
liczonej od przejécia przez perycentrum Q.

Przyjmijmy, ze polosie elipsy sa réwne a,b, b < a i ze czas T pelnego obiegu
planety po trajektorii (okres obiegu) jest znany. Relacja wiazaca polozenie P

i czas t zadana jest rOwnaniem , gdzie M jest anomalig Srednig (zdefiniowana
nizej), E jest anomaliq mimosrodowq (zob. rys. 3), a € jest mimosrodem orbity.

7 definicji: M = 2%15, gdzie czas t jest zwiazany drugim prawem Keplera z polem S
sektora elipsy zakre$lonego przez promien wodzacy planety, otrzymujemy

S mab
(2) =T
Z powyzszych wzoréw widaé, ze relacje wiazace pole zakre$lonego w czasie ¢
sektora elipsy, a takze sam czas t z anomalia mimosrodowq E, sa przestepne.
Obliczenie anomalii mimosrodowej mozna uznaé za wskazanie miejsca planety
na orbicie (patrz rys. 3). Gdy znane jest E, obliczenie wspélrzednych punktu P
sprowadza sie do prostego rachunku. Chcac obliczyé E w danej chwili czasu t,
obliczamy M i dalej obliczamy FE z réwnania Keplera. Dla tego ostatniego
obliczenia Newton zastosowal metode aproksymacji, ktéra obecnie nazywamy
metoda Newtona—Raphsona.

Ponizej przyblizymy bardziej szczegdéltowo rownanie Keplera wedtug Principiow.
Pokazemy:
1. Geometryczne wyprowadzenie réwnania.

2. Podejscie analogowe, relacje do ruchu po krzywej cykloidalne;j.
3. Metode aproksymacji rozwigzania.

Ad 1. W dowodzie odwolujemy si¢ do rysunku na marginesie. Niech S bedzie
polem sektora F'QP. Naszym celem jest wyrazenie S przez parametry a,b elipsy
i kat E okreslajacy sektor FQP. Pokazemy, ze

1
(3) S = §ab{E —esin £},

gdzie € =

1- z—i jest mimodrodem elipsy. Korzystajac z drugiego prawa
Keplera (2) i definicji M, przeksztalcamy tatwo powyzsze réwnanie do

postaci (1)).

Zauwazmy, ze S jest réwne sumie pdl tréjkata i wycinka elipsy,

(4) S=AFNP+ NQP.

Poniewaz OF = ea, nie mamy problemu z obliczeniem pola tréjkata. Chcac
obliczy¢ pole NQP wycinka elipsy, wykorzystamy konstrukcje pomocnicza, czyli
okrag o promieniu a opisany na naszej elipsie. Latwiej nam bedzie obliczy¢ pole

wycinka NQP’ kola i skorzystaé z wilasnosci skalowania NQP = SN QP'. Patrzac
na rysunek, widzimy, ze NQP’' = OQP' — AONP’. Zatem

(5) S— AFNP + 2{0QP — AONP'}.
a
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Poniewaz AFNP = Lab(cos E — €)sin E, OQP' = Era® = £a?,

a AONP' = %aQ cos E'sin | to zebrawszy te rachunki razem, otrzymujemy
réwnanie (3). Dowdd geometryczny podal sam Johannes Kepler w Epitome
Astronomiae Copernicanae, Ks. V. Sa tez dowody analityczne, wychodzace
wprost z biegunowej reprezentacji rownania elipsy, gdzie sednem dowodu jest
otrzymanie relacji pomiedzy katem PFN wystepujacym w rownaniu elipsy

i katem E [Battin].

Ad 2. Dla oddania probki klimatu Principidw
przytoczymy tu oryginalny tekst Newtona
(w tlumaczeniu polskim, patrz bibliografia).

,Teza XXXI. Zadanie XXIII. Majgc dane cialo poruszajgce
ste po danej elipsie, nalezy wyznaczyé miejsce ciata na
elipsie, ktore ono osiggnie w danym czasie.

H K

Niech A bedzie glownym wierzchotkiem, S ogniskiem,
natomiast $rodkiem elipsy APB. Niech P bedzie
szukanym miejscem ciala. Przediuzamy OA do punktu G
tak, aby OG bylo w stosunku do OA takim jak OA

do OS. Nastepnie konstruujemy prostg GH prostopadlq
do osi OA. Z kolei wokdl srodka O konstruujemy okrgg
GEF o promieniu OG. PrzypusSémy nastepnie, Ze kolo
GEF toczy sie po linii GH, obracajgc wokol wlasnej

ost po prostej GH jako podstawie, oraz w miedzyczasie
punkt A opisuje cykloide ALL

VTN N

Cykloida skrécona — §lad zakres$lony przez punkt A w trakcie toczenia
kota

Po wykonaniu tej konstrukcji weimy GK tak, aby

jego stosunek do obwodu GEFG tego kola byl rowny
stosunkowi czasu, w ktérym ciato, wychodzgc z punktu A,
opisze tuk AP do czasu jego peinego obiegu po elipsie.

W punkcie K rysujemy prostqg KL prostopadiq do GH,
przecinajgcg cykloide w L. Nastepnie rysujemy prostq LP
réwnoleglq do KG, przecinajgcqg elipse w punkcie P, ktory
jest szukanym miejscem ciala.

Rzeczywiscie. Konstruujemy pélokrgg AQB o Srodku

w punkcie O i promieniu OA. Nastepnie niech LP po
przediuzeniu przetnie tuk AQ w Q. Tworzymy proste
SQ, 0Q. Niech OQ przecina tuk EFG w F oraz niech SR
bedzie prostopadie do OQ. Pole APS jest proporcjonalne
do AQS, tzn. do réinicy miedzy polem wycinka OQA

i trojkata OQS lub do réznicy iloczyndw %OQ -AQ

1 %OQ - SR, tzn. (poniewaz %OQ jest ustalone) do
réznicy miedzy tukiem AQ i odcinkiem SR. Wobec tego
pole APS (poniewaz stosunki: SR do sinusa {fuku AQ,
0S do OA, OA do OG, AQ do GF i (rozdzielnie) AQ —
SR do GF - sinus luku AQ sq wszystkie réwne) jest jak
GK, to jest jak réinica pomiedzy tukiem GF i sinusem
tuku AQ. Q.E.D.”

Powyzszy wywod zawiera wyprowadzenie rownania
Keplera przytoczone wczesniej, jak rowniez jego
parametryzacje geometryczna, wiazaca cykloidalny

ruch punktu Q z orbitalnym ruchem punktu P, gdy
okrag toczy si¢ wzdluz osi OX z jednostajna predkoscia
V= %. Zainteresowanym proponujemy rozszyfrowanie
tekstu Newtona, bedace sporym wyzwaniem. Stosowne
objasnienia mozna znalez¢ w [Chandrasekhar].

Ad 3. Metoda Newtona aproksymacji rozwigzania jest najprostszym przyktadem
jego metody odwracania szeregéw [Battin]. Zalézmy, ze mamy réwnanie f(x) =0,
gdzie funkcja f ma pierwsza pochodng f’. Niech £ bedzie pierwiastkiem tego

rownania. Wybieramy punkt xg i tworzymy ciag =1, z2, T3, .

(6)

Tp4+1 = Tk — f/(l'k)’

. gdzie
f(zr)

k=1,2,3,...

Zbiezno$é tak utworzonego ciagu zalezy of funkcji f i wyboru punktu

poczatkowego x.

Zobaczymy, jak ta metoda dziala w przypadku réwnania Keplera. Réwnanie to
ma dla kazdego M tylko jedno rozwiazanie E, ponadto dla kn < M < (k+ 1)«
mamy kr — M < E < (k+1)m — M.

Okreglamy f(F) = E —esin E — M. Mamy wtedy

(7)

gdzie My = Ej, — esin E;. Mozna pokazaé, ze

(8)
11

M — M,
E =F _
kel k+1—ecosEk’
€
Epy1 — E| < —|E, — E%
| k+1 | 2(1—6)‘ k |



Zauwazmy, ze

gdzie 0 < € < 1, zatem zbiezno$¢ metody

|Ery1r — Ex| < €|Ex — Ex—1],

zapewnia zasada odwzorowan
zwezajacych (twierdzenie Banacha
o kontrakcji).

Wida¢, ze w przypadku planet w uktadzie stonecznym, dla ktorych € jest
bardzo male, aproksymacje Ej bardzo szybko zdazaja do rozwiazania réwnania
Keplera. Newton, a przedtem Kepler, zauwazaja, ze w wiekszosci przypadkow
wystarczy wziaé¢ tylko dwa wyrazy (dla uzyskania akceptowalnych przyblizen
obserwacyjnych).

Ciekawa historia metody Newtona—Raphsona (metoda ta wystepuje tez pod
innymi nazwami) jest opisana w artykule [Kollerstrom]|, a takze w artykule Przez
wieki z metodg Newtona (AY;).

Inna prosta metoda aproksymacji to metoda kolejnych przyblizen. Okreslamy np.
FEy =0, a dalej
(9) Ei =M +esinEy, ...,

Co prawda ciag FEy, F1, Fo, E3, ... tez zbiega do rozwigzania rownania Keplera,
ale wolniej. Na przyktad, jedli za parametry wezmiemy (z Wikipedii) dane dla
Jowisza: M = 20,02° oraz € = 0,0489, to dostaniemy nastepujace wyniki:

FEiy1 =M +esin By, ...

Numer iteracji £ | Metoda Newtona Metoda kolejnych przyblizen

0 0,0000000000000000

0,3673797878764218
0,3669591982813706
0,3669591966542151

0,0000000000000000

0,3494149162492648
0,3661557401527573
0,3669225177320731

John Flamsteed (1646-1719)
Pierwszy Astronom Krélewski i zalozyciel
Krélewskiego Obserwatorium

Astronomicznego w Greenwich
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0,3669575224562361
0,3669591202364838
0,3669591931661761
0,3669591964950058
0,3669591966469481
0,3669591966538834
0,3669591966542000
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(wyttusciliSmy te cyfry wyniku, ktére sa dokladne).

Dotychczas znaleziono wiele metod aproksymacji rozwiazania tego
najstynniejszego rownania przestepnego, z rézna dokltadnoscia wzgledem FE.
Weiaz podawane sa nowe metody [Colwell].

Oba artykuty, z AL i niniejszy, pozwalaja ujrze¢ geniusz Newtona i sile
Principiow, dzieta bedacego niedoéciglym wzorem publikacji w dziedzinie, ktora
dzi$ mogliby$my nazwaé¢ matematyka stosowana czy fizyka teoretyczng (okropne
nazwy wskazujace na wspolczesna schizofrenie naukowa), a kiedy$ nazywalo sie
duzo wlasciwiej, mianowicie filozofiq naturalng.

Korzystajac z drugiego prawa Keplera, prostych metod geometrii klasycznej

i bardzo subtelnego argumentu topologicznego, wyprzedzajacego swoja epoke

o okoto 200 lat, Newton rozwiazal niezwykle istotny problem astronomiczny
swojej epoki. Pokazujac ograniczenia dla doktadnych obliczen liczbowych, znalazt
rozwiazanie geometryczne i analogowe oraz zaproponowat szybko zbiezna
aproksymacje numeryczng rozwiazania metoda numeryczng stosowang do dnia
dzisiejszego.

Czego juz nie wida¢ w tych artykulach, Newton konfrontowal swoje teorie

z danymi doswiadczalnymi, w tym wypadku z tablicami astronomicznymi
Astronoma Krélewskiego Johna Flamsteeda (uciekajac sie nawet do odebrania
mu sila jego niedokoniczonych jeszcze obliczen).

Jesli do tego dodac, ze pracowal samotnie, piszac gesim piérem przy $wieczce,
w barbarzynskich czasach wojen religijnych i epidemii, w ktérych los, a nawet
zycie czlowieka wisialy na wlosku (Newton byl heretykiem, m.in. nie uznawatl
Tréjcy Swietej, co bylo uznawane za przestepstwo [Jerzy Kierul: Newton)]),

to narzucajaca sie najwlasciwsza nasza reakcja musi pozostaé klasyczne
chapeau bas.
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* Wydzial Nauk Scistych i Przyrodniczych,
Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie

Jest to uproszczona wersja dowodu Hillela
Furstenberga z 1955 roku (ktéry otrzymat
nagrode Abela w roku 2020 — szczegbly

w A;é), ktérag Idris D. Mercer przedstawit
w 2009 roku na tamach czasopisma

The American Mathematical Monthly.

Jest to fakt analogiczny do klasycznych
dzialan: z prawa rozdzielnosci mnozenia
wzgledem dodawania mozemy zapisaé

(a4 b)(c+d) = ac+ ad + be + bd.
Role mnozenia przejmuje cze$¢ wspdlna
zbioréw, a role dodawania — suma
zbiorow.

Autorem drugiego dowodu jest Filip
Saidak, ktérego publikacja na ten temat
ukazata si¢ w 2006 roku réwniez

w The American Mathematical Monthly.

Liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele
Karol GRYSZKA*

Jest wiele dowoddw na to, ze zbidr liczb pierwszych jest nieskonczony. Ponizej
pragniemy przedstawi¢ malo znany dowdd, ktorego podstawa sa dzialania na
zbiorach. Jest to o tyle ciekawe, ze fakt liczbowy dowodzimy przez operacje na
zbiorach.

Definicja. Jezeli m i r sa liczbami catkowitymi oraz m > 1, to zbiér r + mZ
oznacza zbior liczb calkowitych przystajacych do » modulo m, to jest
r+mZ:={r+mk: k €Z}.
Kazdy z takich zbioréw nazwiemy zbiorem typu ciqg arytmetyczny,
w skrécie CA.
Oznaczenie. Zbiér
NW(m) :=(1+mZ)U (2+mZ) U ((m — 1) +mZ)
jest zbiorem wszystkich liczb niebedacych wielokrotnoéciami liczby catkowitej m.

Stwierdzenie 1. Przeciecie skoriczenie wielu zbioréw CA jest albo zbiorem
pustym albo zbiorem nieskonczonym.

Dowdd. Jezeli = jest elementem kazdego ze zbioréw r; + m;Z dlai=1,... k,
to x + ny réwniez jest, gdzie y = NWW(my,...,my) oraz n € Z.

Stwierdzenie 2. Jezeli A jest rodzing zbioréw, to kazde skoniczone przeciecie

skoniczonych sum zbioréw z A jest skonczong sumg skoniczonych przecieé

zbioréw z A.

Dowdd. Jest to konsekwencja réwnosci
(AUB)N(CUD)=(ANnC)U(ANnD)U(BNnC)u(CnD),

ktéra uogdlnia sie na wiecej sktadnikéw sum oraz wiegcej przecigé.

Twierdzenie. Liczb pierwszych jest nieskoniczenie wiele.

Dowdd za pomoca dziatan na zbiorach. Gdyby pi, ..., pr byly pelna listg liczb
pierwszych, to

{-1,1} =NW(p1) NNW(pa)N...NNW(pg).
Po prawej stronie zapisane jest skoniczone przeciecie skonczonych sum zbioréw
typu CA, zatem na podstawie stwierdzenia 2 jest to réwniez skonczona suma
skonczonych przecieé¢ zbioréw typu CA, czyli na podstawie stwierdzenia 1
zbiér {—1, 1} bylby suma zbioréw albo pustych, albo nieskoniczonych, co jest
oczywiscie niemozliwe.
Przedstawimy jeszcze jeden dowdd, ktéry bazuje na tylko jednym, elementarnym
fakcie.

Fakt. Dla dowolnego n > 1 liczby n oraz n + 1 sa wzglednie pierwsze.
Dowdd. Jezeli Czytelnik nie jest przekonany, to algorytm Euklidesa go przekona.
PrzejdZzmy ponownie do dowodu naszego twierdzenia.

Dowdd (jeszceze raz). Ustalmy n > 1. Liczby n oraz n + 1 sa wzglednie pierwsze,
zatem liczba
Ny =n(n+1)

posiada co najmniej dwa rézne dzielniki pierwsze. Liczby Ny oraz Na + 1 sa
wzglednie pierwsze, zatem liczba

N3 = N3(Nz 4+ 1) =n(n+ 1)[n(n+1) +1]
posiada co najmniej trzy rézne dzielniki pierwsze. Liczby N3 oraz N3 + 1 sa
wzglednie pierwsze, zatem liczba

Ny = N3(N3+1) =n(n+1)[n(n+1) +1] {n(n +1)[n(n+1)+1] + 1}

posiada co najmniej cztery rozne dzielniki pierwsze. I tak dalej,
w nieskonczono$c.
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*Instytut Matematyki Stosowanej
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

W roku 1978 Georges Perec napisal
ksiazke Zycie. Instrukcja obslugi (La vie
mode d’emploi), bazujac na
kombinatoryce i regulach szachéw. Jest to
niewatpliwie temat na kolejny artykut.

Wigner E.P., The unreasonable
effectivness of Mathematics in the
Natural Sciences, Comm. Pure Appl.
Math. 13, 1960, 1-14; polskie tlumaczenie:
Niepojeta skutecznosé matematyki

w naukach przyrodniczych, w Zagad.
Filozof. w Nauce, XIII, Osrodek Badan
Interdyscyplinarnych, Krakéw 1991, 5-18.

N. Bacaér, A Short History of
Mathematical Population Dynamics,
Springer, 2011.

U. Fory$, Matematyka w biologii, WNT,
2005.

R. Rudnicki, Modele i metody biologii
matematycznej, IM PAN, 2014.

U. Forys$ i P. Matejek, O pewnym
ciekawym zastosowaniu modelu
drapieznik—ofiara (Ai).

Martin Braun, Differential Equations
and Their Applications, Springer, 1993.

Zoolog Umberto D’Ancona (1896

Biomatematyka, instrukcja obstugi
Mirostaw LACHOWICZ*

»Na Biologie wchodzimy przez Matematyke”
(napis na plocie, w czasie remontu, z czaséw, gdy pod adresem Banacha 2 w Warszawie
miescity sie dwa wydzialy UW).

Matematyka doskonale nadaje sie do opisu zjawisk fizycznych. Tak dobrze, ze
niektérzy znani fizycy sktonni sa uznaé to za cud. Tego typu opini¢ wyrazil
laureat Nagrody Nobla z 1963 roku — Eugen Paul Wigner (1902-1995).

W artykule, ktérego polskie ttumaczenie dostepne jest w Internecie, Wigner
stwierdzil: , Stosowanie jezyka matematyki do formulowania praw fizyki jest
cudownym darem, ktorego ani nie rozumiemy, ani nan nie zastugujemy”.
Analogiczne poglady wyrazal Paul Dirac, laureat Nagrody Nobla z 1933 roku,
ozeniony z siostrag Wignera.

Czy podobng role moze odgrywaé¢ matematyka w biologii i medycynie, czy
cud, jak to cud, sie juz nie powtorzy? Czy mozna wskazaé sukcesy opisu
matematycznego w zrozumieniu zjawisk biologicznych i medycznych? Takie,
w ktérych bez ,naciagania” mozna powiedzie¢, ze bez matematyki nie mozna
by byto tych zjawisk wyjasnié¢. Przyktadéw jest wiele, nalezy je tylko wydoby¢
z przepastnej literatury przedmiotu.

Ksiazka Nicolasa Bacaéra wskazuje na postacie i ich dokonania w teorii
dynamiki populacyjnej, ktére stanowily, zdaniem autora, istotna role

w matematycznym opisie zjawisk biologicznych, poczawszy od Leonarda Pisana,
znanego jako Fibonacci (1202), po wspdlczesne (przed 2011) problemy. Wiele
zaawansowanych przyktadéw mozna znalezé w ksiazkach Urszuli Forys$ oraz
Ryszarda Rudnickiego.

Jednym z takich prostych modeli wyjasniajacych zjawisko obserwowane
w ekologii jest model Lotki—Volterry, zwany tez modelem drapieznik—ofiara.
Model ten zostal dokladnie opisany w artykule Urszuli Fory$ i Pawla Matejka.

Nie bede powtarzal tej doktadnej i przejrzystej analizy, tylko uwypukle jej
efekty potrzebne do dalszych moich rozwazan. Warto tez przejrzeé¢ paragraf 4.10
ksigzki Martina Brauna. Nalezy podkresli¢, ze jest to bardzo elegancki kawatek
jakosciowej teorii réwnan rézniczkowych.

1964) zauwazyl, ze Sprébujmy przyjrzeé sie doktadniej: ryby mozna

w czasie I wojny Swiatowe]j procent duzych ryb (tzw.
spodoustych — blaszkoskrzelnych, Elasmobranchii —
takich, jak rekiny, plaszczki i in.) znacznie wzrést

w okolicach portéw Adriatyku (Fiume, Triest, Wenecja).
Dane te w odniesieniu do portu Fiume, rodzinnego
miasta D’Ancony (obecnie Rijeka w Chorwacji; ,,fiume”
po wlosku i ,rijeka” po chorwacku znacza to samo —
rzeka), wygladaly nastepujaco:

1914 - 11,3%, 1919 - 27,3%,
1915 — 21,4%, 1920 - 16,0%,
1916 — 22,1%, 1921 — 15,9%,
1917 — 21,2%, 1922 — 14,8%,
1918 - 36,4%, 1923 — 10,7%.

Pojawil sie wiec ciekawy efekt i zarazem wyzwanie dla
naukowcéw. D’Ancona sformulowal hipoteze: Polowy
zaburzajq ,naturalng rownowage” miedzy populacjams,
powodujgc wzrost wzgledny populacji ofiar. W czasie
wojny nastgpilo zahamowanie polowdw, powodujgc
powrdt do ,naturalnej réwnowagi”. Te rozsadna hipoteze
trudno jest jednak uzasadni¢ na gruncie biologii
(ekologii).
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podzieli¢ na dwie populacje — populacje duzych ryb
drapieznych, mato przydatnych z punktu widzenia
konsumpcyjnego — i populacje zdrowych i smacznych
(przynajmniej w czasach D’Ancony) ryb, bedacych
gltéwnie przedmiotem handlu. Odnoszeg si¢ tu do
wspomnianego wyzej artykulu U. Forys i P. Matejka
oraz ksiazki Martina Brauna, do doktadnych zatozen
modelowych prowadzacych do stynnego modelu
Lotki—Volterry. Jest to typowa sytuacja drapieznik
(duze ryby) ¢ ofiara (male ryby). Odpowiednie
zmienne okreslajace zageszczenia (np. liczba osobnikéw
w jednostce objetosci) obu populacji oznaczamy
standardowo: jako P (dla drapieznika) i V' (dla ofiary).
Model to prosty, choé nieliniowy, uklad 2 réwnan
rézniczkowych zwyczajnych z dwiema niewiadomymi:
P i V. Wyjasninienie: réwnanie rézniczkowe zwyczajne
to réwnanie, w ktorym wystepuje pochodna, czyli
szybko$¢ zmiany, nieznanej (czyli szukanej) funkcji.
Powyzsze zdanie nie jest jednak definicja, bo latwo
poda¢é przykltad struktury matematycznej zawierajacej
pochodna szukanej funkcji, a nie bedacej réwnaniem
rézniczkowym zwyczajnym. Zmienna niezalezng ¢
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interpretujemy jako czas i w zwiazku z tym, zgodnie

z powszechng konwencja, pochodna oznaczamy kropka
— na czes¢ sir Isaaca Newtona (1642-1726), ktéry
wprowadzil to oznaczenie. Potrzebe uhonorowania
Josepha Louisa Lagrange’a (Giuseppe Luigi Lagrangia,
1736-1813), z oznaczeniem ,prim”, lub Gottfrieda
Leibniza (1646-1716), z % — zostawiamy na inng okazje.

Model Lotki—Volterry ma nastepujaca postac:

(1)

V=rV—-aVP,
P =—sP+bVP,
przy czym r > 0 jest wspolczynnikiem reprodukcji ofiar,
a > 0 — wspolezynnikiem okresdlajacym spotkania
pomiedzy ofiarami i drapieznikami, ktére koncza sie
zle dla ofiar, s > 0 — wspo6lczynnikiem $miertelnosci
drapieznikéw w przypadku braku jedynego pozywienia,
czyli ofiar, oraz b > 0 — wspolczynnikiem okreslajacym,
jak konsumpcja ofiar przektada si¢ na rozrodczosé
drapieznikéw (w artykule Forys i Matejka bylo ab
zamiast ,mojego” b).
Uklad okresla prawo ogdlne, ktore trzeba uzupelnié
danymi poczatkowymi (Vp, Py), dla t = 0, okreslajacymi
poczatkowy stan obu populacji.
Zbiér punktéw (V(t), P(t)), t € R (R — zbiér liczb
rzeczywistych), gdzie (V(t),P(t)) jest rozwiazaniem ,
nazywamy trajektoria lub orbita, a dla ¢ > 0 — trajektoria
(orbita) do przodu.

Bez trudu mozna zobaczy¢, ze punkty (V*, P*) =

=(0,0)i (Vi, P.) = (£, %) sq trajektoriami. Sa to
tzw. punkty rownowagi. Nie ma innych punktow
réwnowagi. Punkt (V*, P*) oznacza brak obu populacji,
a (V*,P*) odpowiada wlasnie (niezerowej) réwnowadze
pomiedzy obu populacjami. Ponadto mozna wykazaé,
ze otwarte pélproste okreslajace pélosie V=0, P > 0
oraz P =0, V > 0 sa tez trajektoriami i oznaczaja
odpowiednio brak ofiar i brak drapieznikéw. Stad
(poniewaz trajektorie nie moga sie przecinaé¢) wynika,

ze kazda trajektoria, ktéra startuje z dowolnego punktu
w I éwiartce uktadu wspdlrzednych (V, P), nie wyjdzie

z I éwiartki. Zatem rozwiazania nie straca podstawowego
sensu biologicznego.

Na tym jednak koniec — pozostatych trajektorii nie
wyznaczymy jawnymi wzorami. Na szcze$cie mozemy
przeprowadzi¢ tak zwang analize jako$ciowa, czyli bez
potrzeby rozwiazania uktadu rownan, z samej tylko
jego postaci wywnioskowaé informacje o zachowaniu
sie rozwiazan. Wskaze to istotny sposéb postepowania
w sytuacjach bardziej skomplikowanych modeli.

Elegancka analiza (szczegdlnie polecam dowdd z ksiazki
M. Brauna) mozna wykazac:

Twierdzenie. Trajektorie dla Vo > 0, Sy > 0 oraz

(VO,SO) #* (ﬁ £) sq krzywymi zamknietyms.

b’ a
Stad otrzymujemy:

I zasada Volterry. Rozwiazania odpowiadajace Vo > 0,
So > 0 oraz (VO,SO) #* (S 1) sa okresowe.

b’ a

Okresowo$¢ jest powszechnie obserwowana w przyrodzie, i nie chodzi tu o te
banalna wyznaczong kolejnymi porami roku. Okresowosé z duzymi okresami —
wielu lat — spotykana jest w ekologii (por. rozdzial 12 ksiazki J. Uchmariskiego).

Janusz Uchmanski, Klasyczna ekologia
matematyczna, PWN, 1992.

oddziatywan.
Kolejna, bardzo tatwa do wykazania, jest wlasnosé
nadajaca sens biologiczny punktowi réwnowagi (%, %)

II zasada Volterry. Jezeli (V (t), P(t)) jest
rozwigzaniem okresowym o okresie T > 0 oraz V, P sa

$rednimi
T T
V—l/v@m P—l/P@m
T ’ T ’
0 0
to ~ s ~ r
V=2, P=-.
b a

Nastepna wlasnosé (III zasada Volterry) wyjadnia

i potwierdza hipoteze D’Ancony. Jezeli w modelu
uwzglednimy nieselektywne i umiarkowane potowy, ze
wspdélezynnikiem potowu g > 0, gdzie ¢ < r (to ostatnie
oznacza, ze potéw jest umiarkowany), to uklad
zamieni sie na

V= (r— q)V—aVP,
2 .
@) P =—(s+q)P+bVP.

Analiza tego nowego uktadu jest oczywiscie
identyczna jak , wiec wiemy, ze nowym niezerowym
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Zatem istotna informacja jest to, ze model opisujacy oddzialywanie dwoch
populacji moze prowadzi¢ do rozwiazan okresowych wywotanych typem

punktem réwnowagi bedzie (S‘gq, ?) Zatem sytuacja

umiarkowanego polowu powoduje przesuniecie
punktu réwnowagi, ktéry, jak pamietamy, wyraza
odpowiednie $érednie, ,,z korzysScig dla ofiar i ze strata
dla drapieznikéw”.

ITI zasada Volterry. Nieselektywne i umiarkowane
polowy (w $redniej) dzialaja na korzys¢ ofiar i na
niekorzy$é¢ drapieznikow.

Zatem zahamowanie potowow dziata odwrotnie.
Uzasadnia to hipoteze D’Ancony. Potéw powoduje
wzrost $redniego zageszczenia ofiar 1 spadek sredniego
zageszczenia drapieznikow, dlatego tez zahamowanie
potowdéw w czasie wojny spowodowalo wzrost procentu
drapieznikow.

I1I zasada Volterry wyjadnia tez problemy ze
zwalczeniem szkodnika bawelny — Icerya Purchasi — za
pomoca DDT. Po zastosowaniu tego przerazajacego
srodka okazywalo sie, ze nastepowal wzrost populacji
szkodnika. Dzialo sie tak, gdyz szkodnik mial swojego
drapieznika — Navius Cardinalis, a DDT dzialat jak
nieselektywny poléw.



Powyzsze wyniki udalo si¢ uzyskaé bez (prawie) zadnego
odniesienia do danych eksperymentalnych. Wystarczyto
jedynie rozpoznanie sytuacji biologicznej prowadzace

do zbudowania modelu, a nastepnie jego analiza
jakosciowa. Stoi to w jawnej sprzecznosci do obecnie
panujacej mody, by model obejmowal dostepne dane
eksperymentalne. Jest to oczywiscie uklon w strone tych,
ktorzy intensywna praca te dane zgromadzili, i cheé
nawiazania z nimi kontaktu. Wisi nad tym wyzwanie
petabajtéow. To zapatrzenie na dane eksperymentalne

czesto prowadzi do strategii: niewazny model, wazne
dane. Czy nie wyglada to troche tak w obecnym
modelowaniu Covid—197

Czasami jednak warto zaufaé¢ analizie jakosciowej,
oczywiscie, gdy ma sie dobry model, a opisywana
sytuacja jest latwa do wyabstrahowania. Wydaje sie,
ze lekarz onkolog powinien bardziej zainteresowacé sig
informacja, czy dana terapia moze doprowadzi¢ do
wyzdrowienia pacjenta, niz otrzymaniem doktadnych
danych o liczebnosci komoérek nowotworowych.

7Z tego zdawal sobie sprawe Vito Volterra, stwierdzajac: Wspdlczesnie

minely liczne zludzenia co do mozliwosci dania wyjasnienia mechanicznego
Wszechswiata. Obecnie, gdy nadzieja w wyjasnienie wszystkich zjawisk fizycznych
poprzez prawa podobne do powszechnej grawitacji lub w ramach jednego
mechanizmu ulotnila sie, pojawia sie, kompensujgc ten upadajgcy gmach nadziei,
idea modeli mechanicznych, ktore nawet jezeli nie satysfakcjonujg szukajgcych
nowych zasad filozofii natury, zadowalajg prowizorycznie mniej wymagajgcych,
ktorym wystarczy pewna analogia, a szczegdlnie analogia matematyczna,
rozpraszajgca ciemnosci spowijajgce fakty natury. Model mechaniczny zjawiska
jest pewnym aparatem skonstruowanym bez przejmowania sie, czy w swojej
istocie ma jakis zwigzek z samym zjawiskiem, ale jest utworzony z tym jednym
Zgdaniem, Ze gdy zacznie dzialaé, pewne jego czesci bedg dzialacé wediug tych
samych praw, wedlug ktorych zmieniajq sie elementy zmienne zjoawiska: elementy,
ktore przyjmugje sie jako fundamentalne. Doswiadczenie uczy, e modele bedg
uzyteczne, tak jak sq uzyteczne obecnie, w nowych obszarach nauki, bardziej
niezrozumialych, w ktérych szuka sie po omacku drogi (ttum. M. L.).

Vito Volterra, Saggi scientifici, Zanichelli
1920, 20-21.

Dokladne oméwienie pogladéw Volterry
i analiz¢ jego podej$cia mozna znalezé
w ksiazce: Giorgio Israel, La visione
matematica della realta, Laterza 2003.

Warto podkreslié, ze Vito Volterra byt jednym z kilkunastu
naukowcéw (rézne dane sg podawane wedlug réznych zrédet,
ale liczba ta nie jest wigksza niz 18) wloskich uczelni (na 1251
wedlug Wikipedii wtoskiej), ktérzy nie podpisali certyfikatu
wiernosci faszyzmowi (Giuramento di fedelta al fascismo)

w roku 1931.

e Zaczal od porzadnego zrozumienia mechaniki
klasycznej, najdoskonalszego wymystu ludzkiego
umystu (hold dla Newtona!). Mechanika klasyczna
jest cze$cia matematyki, bez ktérej fizyka nie bylaby
fizyka.

o Pamietaé, ze tworzenie struktur matematycznych

opisujacych nasz dziwny swiat nie zalezy od tego,

jakiej dziedziny dotyczy dzialalno$é¢ twércza. Nie

ma wiec oddzielnych metod matematycznych

w biologii, oddzielnych w ekonomii i oddzielnych

w seksuologii pingwinéw. Jest po prostu matematyka

stosowana. Stosowana do tego, do czego zechcemy ja

zastosowac. Nie oznacza to, ze nie nalezy dokladnie
rozpoznaé procesu, ktéry modelujemy. To rozpoznanie
najczesciej wymaga wspotpracy interdyscyplinarnej,

a wiec czego$, od czego $rodowisko ogania sie jak od

ztego widma (poniewaz tatwiej okopaé si¢ w swoich

okopach). Jednym slowem, latwo nie jest i nie bedzie.

e Zaufa¢ matematyce, a nie liczbom. Nie ma
przykladéw, by matematyka zawodzila. Sg przyklady,
ze zawodza, liczby.

Zadziwiajace jest to, ze w procesach biologicznych —
naturg rzeczy bardziej skomplikowanych — uzywamy
prostszych struktur matematycznych niz te stosowane
w fizyce. Z drugiej strony zapewne w zadnym wyrafinowanym
modelu zjawiska fizycznego nie osiggniemy takiej
zgodnosci z eksperymentem jak dla prostego modelu
logistycznego (pochodzacego od P. F. Verhulsta, 1804-1849)
z roku 1838. Nawet dla tak skomplikowanego procesu,
jak denaturacja DNA, krzywe eksperymentalne maja
prawie idealny ksztalt logistyczny. Zachwyt nad tym
kolejnym ,,cudem” nie jest umniejszony faktem, ze
podobny ksztalt maja dystrybuanty rozkladu normalnego
(ktére, na mocy centralnego twierdzenia granicznego,
opisuja ,prawie wszystko”).

Jakich trzech rad udzielilbym adeptom nauk
matematycznych, ktérzy chca matematycznie
powalczy¢ a to z nowotworem, a to z Covidem—19, a to

7z Alzheimerem?

No i powodzenial!!

Odpowiedzi do z artykultu Bezwzgledne matrioszki

1. Na przyklad |||z — 5| — 10| — 3| — 2| = 1 jest takim réwnaniem.
2. Zauwazmy, ze sg to liczby o odlegtosciach 0, 4, 5, 9 od 105.
Liczby 0, 4, 5, 9 sa odlegte o % i 4% od liczby 4%. Wreszcie % i 4%
to liczby odlegte o 2 od 2%. ‘Wobec tego odpowiednim réwnaniem
jest np. |||z — 105| — 4%| — 2%\ =2.

3. a. 3376, 1683, 1678, 1668, 829. b. 11. c. —18, —33, —76.

4. Réwnanie (n + s)* = t ma dwa rozwigzania réznej parzystosci dla
t parzystego, za$ dla ¢ nieparzystego ma jedno rozwigzanie o tej

16

samej parzystosci co s. ,,Kolizja” znowu nie jest mozliwa, bo dla
t1 # t2 nie moze by¢ jednoczesnie (n + s)* =t1 1 (n + s)* = to.
Zatem liczba rozwigzan danego rownania zalezy jedynie od
parzystosci parametréw. Dla odmiu mozliwych kombinacji
parzystoéci d, ¢, b otrzymujemy: ppp, pnp — 5 rozwigzan,
ppn,pnn — 4, npp,npn — 3, nnp — 2, nnn — 1.

5. a. 2727, 1818, 1212, 808, 605, 403. b. 93, 62, 18, 5.

2 4
6.10, 2, -9, —10%, —16.



*Wydzial Matematyki i Fizyki
Stosowanej, Politechnika Rzeszowska

Uzaleznieni od cubitis magikia

z przyjemnoscia przeczytaja tekst
Michata Szurka, Opowiesci
matematyczne (WSiP, Warszawa 1987),
str. 106-119.

Kostka
Jarostaw GORNICKI*

W pudetku znalaztem kostke Rubika — szalenstwo lat osiemdziesiatych XX wieku
(,,Poradnik dla cierpiacych na Cubitis magikia”, Andrzej Pilitowski, Tomasz
Weppo, A2,). Wrécity wspomnienia, takie jak famigléwka Jana Mikusitiskiego:
z szedciu klockéw przedstawionych ponizej utozyé szescian 3 x 3.

By b E

Jeszcze trudniejsze jest ulozenie szescianu 3 x 3 z pieciu klockéw pokazanych
ponizej. Chcesz mieé taka zabawke. .. zréb to sam!

AL E

Po ¢éwiczeniach dla ciata czas na ¢wiczenie umystu. Odpowiemy na kilka pytan
dotyczacych kostki jednostkowej
]3 = {(1‘1,1‘2,1'3) : |-'17z| < %,7; = 1,2,3}

zanurzonej w przestrzeni euklidesowej R3.
Pytanie 1. Jaka jest maksymalna diugosé odcinka zawartego w kostce I3 ?

Jest to proste pytanie, na rozgrzewke. Przekatna kostki ma dtugoéé v/3.
Udowodnimy, ze ,dtuzej sie nie da”. Istotnie, jesli (x1,z2,x3) 1 (y1,¥2,¥3) sa
dwoma punktami kostki jednostkowej, to odlegto$¢ miedzy nimi wynosi

V(@ —y1)? + (w2 — 42)? + (w3 — y3)?,
a to z kolei jest nie wigksze od v/3, gdyz |z; — vi| < |@i| + |yl < 1, dlai = 1,2,3.
Analogicznie, wielka przekatna w wielowymiarowej kostce I"™ ma dlugosé /n.
Srednica kostki jednostkowej rognie nieograniczenie wraz z jej wymiarem!

Pytanie 2. Jakie jest maksymalne pole przekroju kostki I3 ?

Zacznijmy od plaszczyzn zawierajacych érodek O kostki I3. Polozenie
plaszczyzny okresla wektor do niej prostopadly, zaczepiony w punkcie O.

Ze wzgledu na symetrie rozwazymy jedynie wektory o koncach na goérnej Scianie
Fy = {(21,22,3) : |z;| < 3, i =1,2}, przy czym ograniczymy sie do ¢wiartki, na
ktérej 0 < z1, 22 < % Tu zas mamy dwa przypadki:

(1) gdy koricem wektora o jest punkt ze zbioru V = {(xl, T2, %) txp 20,
x2 20, 21 + 22 < %}, przekroj jest réwnoleglobokiem (rys. 1),

(2) gdy koricem wektora 0 jest punkt ze zbioru U = {(xh To, %) txp < %,
zy < 3, 21+ 32 > 1}, przekréj jest szesciokatem (rys. 2).

W dalszym rozumowaniu przyda sie nastepujaca

Dygresja. Jezeli mao(W) jest polem wielokata W, to pole jego rzutu prostopadlego
na plaszezyzne 7 jest réwne mo(W) - cos a, przy czym « jest miarg kata miedzy
plaszczyzng ™ a plaszezyzng wielokgta.

To oczywiste dla tréjkata, ktérego bok lezy na przecigciu ptaszczyzny m z plaszczyzna
tréojkata. Rzut prostopadty nie zmienia dlugosci tego boku, a dtugoéé¢ rzutu wysokosci
tréjkata opuszczonej na ten bok jest réwna h - cos « (rys. 3). Dowolny wielokat dzielimy
prostymi rownolegltymi do linii przecigcia ptaszczyzn, przechodzacymi przez wierzchotki
wielokata (rys. 4). Powstale trapezy dzielimy dowolng przekatna. Otrzymaliémy
skonczona liczbe trojkatow o podstawach réwnolegltych do linii przeciecia ptaszczyzn.
Po zastosowaniu wczesniejszej obserwacji do kazdego z tych trojkatéw i zsumowaniu
pél dostaniemy dowdd dygresji.
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Rys. 5

Rozwigzanie zadania F 1034.
Przyjmujemy, ze nad powierzchnig prébki
znajduje si¢ gaz doskonaly o liczbie

czasteczek w jednostce objetosci rownej n.

W jednostce czasu At do elementu S pola
powierzchni prébki dociera AN
czasteczek gazu. Gdyby wszystkie
czasteczki gazu poruszaly sie z tg sama
predkoscia ¥, to mielibysmy

AN (T) = n|v| cos(©)SAt, przy czym ©
oznacza kat, jaki U tworzy z prosta
prostopadla do powierzchni. Czasteczki
gazu poruszaja sie z predkosciami
podlegajacymi rozktadowi Maxwella
(postaé rozkladu nie bedzie nam tu
potrzebna). Aby otrzymaé odpowiedz,
musimy |¥] cos(©) wysumowaé po
wszystkich predkosciach, dla ktérych

kat © odpowiada zblizaniu si¢ czasteczki
do prébki — otrzymamy wyrazenie
postaci:

AN = avs,-nAt,

gdzie o wynika z postaci rozkltadu
Maxwella, a vy, jest pierwiastkiem ze
$redniego kwadratu predkosci;
w temperaturze T dla czasteczki
o masie m mamy mvfr = 3kT, przy czym
k oznacza stala Boltzmanna. Réwnanie
stanu gazu doskonalego dla N czasteczek
wypelniajacych objetos¢ V, pV = NkT,
prowadzi do zaleznosci:

p

kT
Ostatecznie:

3
AN = apAtSy/ T pAtS/V2rmkT.
mk

Ostatnia rownos$é¢ wynika z podstawienia
,doktadnej” wartoséci a = 1/+/67. Dla
badajacych wtasciwosci powierzchni
otrzymany wynik jest bardzo wazny —
oznacza, ze zmniejszenie cisnienia
zwigksza czas na wykonanie pomiaréw,
nim powierzchnia pokryje si¢
czasteczkami gazu powyzej dopuszczalnej
wartosci AN/S.

W przypadku (1) plaszczyzna réwnolegtoboku vivevsvy tworzy z plaszezyzna

x_3> = % kat a, taki jak wektor v = [21, x2, %] z osig 0Z o wektorze kierunkowym
k =1[0,0,34] (rys. 5). Zatem

- 1

cosa = Bl 3
- - b)

7] \/ 5+ o+ o}

a poniewaz goérna Sciana F3 jest rzutem prostopadlym réwnolegtoboku
V1VaV3Vy, wiec

1
ma(F3) = ma(Vivavavy) - cosa = ———2—— - my(V VaV3Vy).
\/ 5+ 2+ 23
Stad
\/ i + $% + x% 1
ma(Vivavava) = —————— ~ma(F3) =24/ 7 + 22 + 22
2

dla z1 > 01izs > 012+ < 5. Z ostatnich nieréwnosci wynika, ze 23 + 23 <
< % —2x129 < i, wiec

1 < may(vivavava) < V2,
gdzie dolne ograniczenie jest osiagane dla o = [O, 0, %}, a gorne ograniczenie jest
osiagane dla v = [%, 0, %] lub ¥ = [() 1 l].

)20 2

W przypadku (2) latwo obliczy¢, ze u; = (2?55:1 ) _%, %) oraz up = (—%, 22;17 %)

Rzut prostopadly szeéciokata ujususususug na $ciane F3 nie wypelni jej —
rzuty odcinkéw ujus oraz ugus ,odcinaja” dwa tréjkaty o tacznej powierzchni
(% + 2””2*1)(% + 29”1*1). Zatem

41’1 4I2
1 229—1\/1 2z;—1 1
(5 ) () e e
1 T2 1+22+23
skad
m2(u1u2113114115116) =

=1+ (221)2 + (222)2 {1 - (; T 2m2—1> (é * 2:29;1)]

41‘1

dla 1 < % ixe < % iz 4+ 20 > % Standardowa analiza funkcji dwu zmiennych
we wskazanym obszarze zapewnia, ze

3
\/; < ma(uugusugusug) < V2.
Zatem pole przekroju Q kostki I, ktéry zawiera punkt 0, spelnia nieréwnosé

1< ma(Q) < V2.

Pozostaja do rozwazenia przekroje, ktére nie przechodza przez 0. Do tego
przydatna bedzie kolejna

Dygresja. Dla niepustych, wypuktych podzbioréw A, B C R", n=1,2,3..., liczb t € R
okre$lamy dziatania Minkowskiego:

A+B={a+b:ac A Nbe B}, t-A={ta:ac A}

%
(na elementy a,b mozemy patrzeé jak na wektory Oa, (Tg) Nieréwno$cé
Brunna—Minkowskiego (1887) zapewnia, ze

{mn (Q(A + B))} = ;anm)}i + [m(B)]i),

przy czym m,, oznacza n-wymiarowa miare (mi to dltugos$é, ma to pole, ms objetosé).

Niech S bedzie dowolnym przekrojem kostki I3, a S’ przekrojem symetrycznym
wzgledem punktu 0 (plaszczyzny przekrojoéw S i S’ sa réwnolegle i ich pola sa
réwne).

Wtedy 0 € 1(S +5”) C I3, bo kostka I? jest zbiorem wypuklym. Z réwnoleglosci
S oraz S wnioskujemy, ze 1(S + 5’) jest zawarte w plaszczyZnie réwnoleglej do
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Co ciekawe, w ogdélnosci miara m.,,_1
maksymalnego przeciecia kostki
jednostkowej I™ hiperplaszczyzng

(n — 1)-wymiarows jest réwna v/2 (K. Ball,
Cube slicing in R™, Proceedings of the
American Mathematical Society (1986),
465-473). Nie wiemy jednak, jakie jest
maksymalne pole przekroju (ptaszczyznag)
kostki jednostkowej 15, 17, 19, It

Rys. 8

plaszczyzny przekroju S, i z nieréwnosci Brunna—Minkowskiego dostajemy

VimaiS) = 5 (V) + V) < \/mz (505+9)

Wobec tego

ms(S) < ms (;(S + s')) <V2.

Przekréj kostki I? plaszczyzng zawierajaca antypodyczne krawedzie ma
najwieksze pole réwne v/2.

Pytanie 3. Jakie jest maksymalne pole rzutu prostopadiego kostki I3 ?

Oznaczmy przez P plaszczyzne w przestrzeni R?, ktéra przechodzi przez punkt 0
i jest prostopadia do wektora jednostkowego U = [, ug, us]. Jesli wektor U
tworzy z osiami 0X, 0Y, 0Z katy «, 8, v, odpowiednio (rys. 6), to dlugosci
rzutéw wektora U na osie 0X, 0Y, 0Z sy réwne: |u1| = |cosal, |ua| = | cos A,
|us| = | cos~|. Zatem z twierdzenia Pitagorasa:

1 :u% —&—u% +u§ :cos2a+coszﬂ+00527.

Poniewaz rzut prostopadty kostki I® na plaszczyzne P jest zawsze rzutem
prostopadlym co najwyzej trzech écian F;, I}, I, o wspélnym wierzchotku, wiec
ma(Projp(I%)) = ma(F;) - cosa + ma(Fj) - cos B + ma(Fy) - cosy =

= cosa + cos 8 + cos 7,
gdzie Projp(F) jest rzutem figury F' na plaszczyzne P.
Dygresja. Dla liczb nieujemnych a1, as, ..., an,
(a1 +az+...+ a,,,)2 = a? + a% +. 4+ ai +2(ar1az +araz + ...+ an—1an).
Korzystajac z nieréwnosci 2a;a; < a? + a?, mamy zatem

(a1 +az+...+an)? <n(al +a5+...+a2),

skad
ar+az+...+an <vn-\/a2+al+... +ad2,
i r6wnos¢ ma miejsce, gdy a1 = a2 = ... = ap.

Korzystajac z powyzszej dygresji, mamy wiec oszacowanie

ma(Projp(I*)) < | cosal + | cos ] + | cosy] < V3,
i ograniczenie gérne jest osiagane, gdy wektor 0 lezy na prostej laczacej
érodek kostki I? z jej wierzchotkiem. Wtedy rzut prostopadly kostki I® na
plaszczyzne P jest szeSciokatem o polu v/3 (rys. 6).

Pytanie 4. Jaka jest najmniejsza liczba czworoscianow wypelniajgcych
kostke I3 ?

Gdy zbudujemy czworoécian z przekatnych wszystkich $cian bocznych kostki I°
(rys. 7), Ty = BC'A' D, to pozostale czworodciany, Ty = ABDA’, Ty = BCD(C’,
T, =C'D'A'D, Ts = A'B'C’' B, wypehia kostke I®. Czy wystarcza cztery
czworos$ciany? OdpowiedZ brzmi — nie!

Sciany czworoscianu sg tréjkatami. Powierzchnia boczna kostki I3 to szeéé
kwadratéw, wigc minimalna liczba trojkatow, ktore ja tworza, to 12. Skoro co
najwyzej trzy $ciany boczne czworoscianu moga wspottworzyé powierzchnie
boczna kostki I3, to liczba czworoscianéw wypelniajacych powierzchnie boczna
kostki I® jest > 1—32 = 4. Jednak 4 czworosciany zapelniajace powierzchnie
boczna kostki I? nie wypelnia calej kostki, gdyz maja objeto$é nie wigksza niz
4. % = % < 1. Zatem najmniejsza liczba czworoscianéw wypelniajgcych kostke I®
to pie¢ (P. S. Mara, 1976).

Zadanie. Wykazaé, ze czworoécian foremny o boku diugosci v/2 ma najwieksza
objetoéé wiréd wszystkich czworoscianéw wpisanych w kostke jednostkowa I3.

Dla jednostkowych kostek n-wymiarowych I™, nawet w niskich wymiarach,
wiele pytan jest bez odpowiedzi (C. Zong, What is known about unit cubes, Bull.
Amer. Math. Soc. (NS) 42(2005), 181-211). Zabawa klockami moze byé powazna
matematyka!
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Klub 44 M

1-44

Termin nadsytania rozwigzan: 31 XII 2021

Czolbéwka ligi zadaniowej Klub 44M
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan
zadan 817 (WT = 2,06) i 818 (WT = 2,23)
z numeru 3/2021

Pawet Burdzy Warszawa 45,41
Jakub Wegrecki Krakéw 45,17
Michal Adamaszek  Kopenhaga 44,74
Mikotaj Pater Opole 42,27
Piotr Kumor Olsztyn 38,33
Fukasz Merta Krakéw 34,61
Witold Bednarek L.6dz 34,60
Blazej Zmija Krakéw 33,78
Tomasz Czajka Santa Clara 33,74

Wreszcie — po blisko roku czekania — nowe
nazwiska w matematycznym Klubie 44 —

i to od razu dwa: panowie Pawel Burdzy

i Jakub Wegrecki. Witamy! Dla kontrastu,
pan Michat Adamaszek mija mete juz
sz6sty raz!

Zadania z matematyki nr 827, 828
Redaguje Marcin E. KUCZMA

827. Niech T,, oznacza liczbe naturalna, ktorej zapis dziesietny sktada sie
z m tréjek (np. Ty = 3333). Wyjasnié, czy istnieja takie liczby naturalne m, n,
ze suma cyfr liczby nT,, jest mniejsza niz 3m.

828. Dana jest liczba naturalna n > 2. Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste ¢

takie, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x1, ..., z, zachodzi nieréwnos¢
n n n
S lew > e )3 Ll + {ZxJ
i=1 i=1 i=1

Zadanie 828 zaproponowal pan Mikotaj Pater z Opola jako uogdlnienie znanej
nieréwnosci |2z + [2y]| = |z] + |y] + [z + y].

Rozwigzania zadan z numeru 6/2021
Przypominamy tre$¢ zadan:

823. Znalezé wszystkie tréjki liczb rzeczywistych x, y, z, spetniajace uktad réwnan

sin x siny sin z in(@ +y + 2)

= = = —sin(z +y + 2).

2 3 1 Y
824. Niech (p1, p2, ps, - . .) bedzie rosnacym ciggiem wszystkich liczb pierwszych (p1 = 2). Dlan > 1
niech ¢, oznacza liczbe wyrazéw tego ciggu, ktére sa mniejsze od n (w zwykle uzywanej notacji:
qn = m(n—1)), i niech a,, = n + pn, by, = n + q,. Udowodnié, ze kazda liczba catkowita dodatnia jest
wyrazem dokladnie jednego z ciagéw (a.), (by).

823. Oznaczmy = + y + z = s. Gdy podany uktad réwnan jest spelniony, kazde
z wyrazen X =sinx + 2sins, Y =siny + 3sins, Z =sinz+4sins ma
wartosé 0. Zatem

0=X+Y —Z=(sinz+siny) + (sins —sinz) =

94 r+y m—y+2, s—2z s+ z §— 2z =
= 2sin cos sin cos =
2 2 2 2 =z+y
. Tty x+z Y+ z
= 2sin - 2cos > cos 5 -

Stad alternatywa: liczba x 4 y jest parzysta wielokrotnoscia 7 lub jedna z liczb
T+ z, y + z jest nieparzysta wielokrotnoscia w. Wéwczas, odpowiednio, sin s
rowna sie sinz lub —siny lub —sinz. W kazdym przypadku uklad réwnan

X =Y =7 =0 wymusza réwnoé¢ sin s = sin z = siny = sinx = 0. To znaczy, ze
kazda z liczb z,y, z jest wielokrotnoscia liczby 7. Na odwrot, gdy tak jest, zadany
uktad réwnan jest spelniony.

824. Dla kilku najmniejszych liczb naturalnych zgadza sig: 1 = by, 2 = b,

3 = a1, 4 = bs. Wezmy teraz liczbe naturalng m > 3 i przypusémy, ze nie jest
ona wyrazem ciagu (a,). Istnieje wiec numer k > 1, dla ktérego ar, < m < ap41.
Pokazemy, ze

(%) jesli ar <m < agy1, to by =m.

Zgodnie z okresleniem ciagu (a,) mamy k + pp < m < (k+1) 4 pr41, czyli

P <m —k < pgy1. Jest wiec k liczb pierwszych, mniejszych od m — k, co
oznacza, 2€ Gm—k = k. Stad by,— = (m—k) + ¢m—x = m; implikacja (x) zostala
wykazana. Dowodzi ona, ze kazda liczba naturalna, nieobecna w ciagu (a, ),
znajduje sie w ciagu (by,).

Pozostaje wykazaé, ze zaden wyraz ciagu (a,) nie wystepuje w ciagu (b,). Dla
a; = 3 tak jest. Ustalmy r > 2 i wezmy pod uwage liczbe a,. Ciag (p,) jest Scisle
rosnacy, zatem ciag (a,) nie zawiera pary kolejnych liczb; stad a,—1 < a, — 1
oraz a, + 1 < a,41. Implikacja (x), zastosowana najpierw dla wartosci k = r — 1,
m = a, — 1, a nastepnie dla k = r, m = a, + 1, daje réwnodci:

ba,—r =ar—1 oraz by 41-r =a, + 1.
Tak wiec liczby a, — 1 oraz a, + 1 sa wyrazami ciagu (b,,) o dwdch kolejnych
numerach n = a, — r, n = a, + 1 — r; warto$¢ a, zostaje przez ciag (b,)
przeskoczona.

Konkluzje obu powyzszych akapitow skladaja si¢ na dowodzona teze: ciagi
(an), (by) sa wzajemnie komplementarne.
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Klub 44 F

Termin nadsytania rozwigzan: 31 XII 2021

Rys. 1

3a

Zadania z fizyki nr 724, 725
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

724. Cigzka tarcza o promieniu R stacza si¢ na dwoch nierozciagliwych niciach.
Nici sa nawiniete na tarcze, a ich wolne korice sa zamocowane (rys. 1). Podczas
ruchu tarczy nici sg caly czas napiete. W pewnej chwili predkos¢ katowa tarczy
wynosi w, kat pomiedzy ni¢mi jest wtedy rowny a. Jaka predkos¢ ma w tym
momencie srodek tarczy?

725. Przyjmijmy, ze Ziemia obiega Stonice po orbicie kotowej o promieniu
R =1 j.a. Po jakim czasie spadlaby na Stonce, gdyby nagle zostala zatrzymana?
Ziemie i Stonce potraktujmy jako punkty materialne.

Rozwigzania zadain z numeru 6/2021
Przypominamy tresé¢ zadan:

720. Satelita Ziemi o masie m = 10 kg porusza si¢ po orbicie kolowej w wysokich warstwach atmosfery
i dziata na niego sila oporu F' = 5:107" N ze strony rozrzedzonego powietrza. O ile zmieni si¢
predko$¢ satelity po wykonaniu jednego obrotu wokél Ziemi? Odleglosé satelity od Ziemi jest mata
w poréwnaniu z promieniem Ziemi. Przyjmij, ze promiefi Ziemi R = 6,4 - 10° m, przyspieszenie na
powierzchni Ziemi g = 9,8 m/sz.

721. Metalowa kula o promieniu R, natadowana tadunkiem @ oraz ladunek punktowy g umieszczony
w odleglosci a od $rodka kuli otoczone sa wspoétsrodkowa z kula metalowa warstwa sferycznag

o promieniach wewnetrznym 2a i zewnetrznym 3a (rys. 2), naladowana tadunkiem 2Q. Znalezé
potencjaly kuli oraz otaczajacej ja metalowej powloki.

720. Energia catkowita satelity na orbicie o promieniu r, poruszajacego si¢ z
predkoscia v, wynosi E = mv?/2 — GMm/r. Sita doérodkowa jest sila grawitacji
mv?/r = GMm/r?, stad E = —mv?/2 = —GMm/2r. Praca sity oporu powoduje
zmniejszenie energii satelity, przy czym rosnie jego predkosé, a promien orbity

maleje. Promien orbity okoloziemskiej réwny jest w przyblizeniu promieniowi

Rys. 2

Ziemi R, a predkos¢ satelity rowna jest w przyblizeniu pierwszej predkosci

kosmicznej v &~ /gR = 8 - 10 m/s. Spodziewamy sie, ze zmiany promienia orbity
oraz predkosci podczas jednego obrotu sa bardzo malte. Zmiana energii satelity
podczas jednego obrotu wyraza sie wzorem

AE =-GMm/2(R+ AR)+ GMm/2R = GMmAR/2(R+ AR) R.
Zakladajac, ze AR < R, mozemy napisaé —27RF = GMmAR/2R?> = mgAR/2,
stad AR = —47RF/mg ~ — 4 - 10*m, co potwierdza, ze nasze zalozenie
jest stuszne. Wyrazajac zmiane energii satelity przez jego zmiane predkosci,

dostajemy

—27RF = AE = —m(v + Av)? /2 + mv? /2 = —mvAw.

Stad szukana zmiana predkosci satelity:

721. Wewnatrz metalowej powloki nie ma pola
elektrycznego, zatem zgodnie z prawem Gaussa

na wewnetrznej powierzchni tej powtoki znajduje

sie tadunek @1 = — (@ + ¢), ktéry podobnie jak
ladunek @ na kuli jest roztozony nieréwnomiernie.

Na zewnetrznej powierzchni powloki znajduje sie
ladunek Q2 = 2Q — Q1 = 3Q + ¢. Jest on roztozony
réwnomiernie, bo potencjal powltoki jest staly, zatem
pole elektryczne na zewnatrz powtoki jest takie jak od

ladunku punktowego Q3 umieszczonego w srodku kuli.

Stad potencjal powloki wynosi

Vp = kQ2/3a = Q2/12me0a = (3Q + q)/12meqa,

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyta¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
deltalmimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez
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Av = 2rFVR/m\/g = 0,25 m/s.

gdzie g¢ jest przenikalno$cig elektryczna prézni.
Potencjal kuli o promieniu R jest suma potencjatéw

od tadunku punktowego, tadunkéw na powierzchni

kuli oraz na obu powierzchniach powloki. Najlatwiej
policzyé¢ go w érodku kuli, bo wtedy odleglosé tadunkdw
na danej powierzchni od Srodka kuli jest taka sama. Na
przyktad potencjal od tadunkéw na powierzchni kuli
wynosi Vi =Y, Q;/4meoR = Q/4meoR. Potencjal kuli

dany jest wzorem

Vk =k(Q/R+q/a+ Q1/2a+ Q2/3a),
gdzie k = 1/4meq. Ostatecznie otrzymujemy:

Vi = [3@ (2a + R) + 5qR]/247r50aR.

wspoélczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie

S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

o0sé6b, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem
Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
deltami.edu.pl.



Przy okazji zauwazmy ten sam zrédlostow
stéw meteorologia i meteor — metéoron —
unoszacy sie¢ w powietrzu.

Niebo w pazdzierniku

Prosto z nieba: Kosmiczna pogoda

Pogoda na Ziemi, a ogdélniej klimat, w oczywisty sposéb ma wplyw na nasze
zycie i dobrostan. Réwnie waznym czynnikiem (w diugich i krétkich skalach
czasowych) jest takze ,pogoda kosmiczna”, to znaczy rézne zjawiska powstajace
w przestrzeni kosmicznej, ktére maja wplyw na Ziemie i jej okolice. Pogoda
kosmiczna jest czesto bardziej subtelna niz pogoda ,meteorologiczna” —
zazwyczaj oddzialuje na systemy technologiczne, zaklécajac komunikacje, prace
satelitow i powodujac kosztowne awarie sieci energetycznych.

Wigkszos¢ zjawisk pogodowych pochodzi ze Stonca. Jego najbardziej zewnetrzna
i bardzo rozrzedzona cze$¢ atmosfery — korona sloneczna — jest ,,wydmuchiwana’
w przestrzen z predkoscia ponaddzwiekowa. W przeciwienstwie do wiatrow

na Ziemi wiatr stoneczny niesie ze soba pole magnetyczne, ktorego zrédtem

sa procesy wewnatrz i na powierzchni Storica, m.in. plamy stoneczne. Pole to
jest znacznie stabsze niz ziemskie pole magnetyczne, ale oddzialuje na Ziemie
poprzez ziemska magnetosfere rozciagajaca sie w przestrzeni kosmicznej na
bardzo duzym obszarze, co najmniej sto razy wiekszym niz rozmiar naszej
planety. Sumaryczny wplyw niewielkiego pola na rozlegla magnetosfere Ziemi
jest wiec niezaniedbywalny, a czasem moze by¢ znaczacy, jak na przyklad wtedy,
gdy wiatrowi stonecznemu towarzysza gwaltowne zjawiska elektromagnetyczne,
takie jak rozbtyski stoneczne i koronalne wyrzuty masy, czyli strumieni
goracego i gestego gazu. W wyniku ewolucji pola magnetycznego na Stoncu
dos¢ czesto dochodzi do emisji duzych ilosci energii, co skutkuje — przy
odpowiedniej orientacji Ziemi wzgledem Storica — wzbudzeniem ziemskich paséw
radiacyjnych (obszaréw ziemskiego pola magnetycznego, w ktérym poruszaja sie
wysokoenergetyczne natadowane czastki elementarne). W efekcie obserwujemy
zorze¢ polarna. Efekt wizualny to niejedyny rezultat dzialania wiatru: mimo

ze matle, pole elektryczne zérz obecne na duzym obszarze wytwarza znaczne
napiecie. To ono wladnie stanowi zagrozenie dla kluczowej infrastruktury,
zawierajacej czute elementy elektroniczne. Aby przewidzieé te niebezpieczne
momenty, nalezatoby zmierzy¢ z daleka wielkos¢ i kierunek pola magnetycznego
w nadchodzacym podmuchu wiatru stlonecznego; chmura bardzo energetycznych
czastek jest w stanie pokonaé odleglos¢ Stonce—Ziemia w ciagu okoto 1 dnial

)

W tym celu Ziemianie powinni jak najszybciej opracowaé system satelitarny
detektorow pola magnetycznego znajdujacych sie pomiedzy Ziemia a Storicem,
tak by ostrzezenie nadeszto z wyprzedzeniem co najmniej jednej godziny. Na
razie, niestety, musimy liczy¢ na tut szczedcia. Niewielkim pocieszeniem jest fakt,
ze nadchodzace maksimum sloneczne, spodziewane w 2025 roku (wiecej o cyklu
stonecznym pisaliémy w Al,), na szczeécie ma byé tagodne.

Michat BEJGER

Dziesiagty miesiac roku jest kolejnym, w ktérym dzien
szybko sie skraca. Do konca miesigca Stonce obniza
wysoko$¢ gorowania o ponad 11° i wraz z tym jego czas
przebywania nad horyzontem skraca sie o 2 godziny.
Pod koniec miesigca noc trwa juz 14 godzin. Ostatnia
niedziela pazdziernika to w tym roku jednoczesnie
ostatni dzien miesigca. Nalezy pamigta¢ wtedy o zmianie
czasu na zimowy i cofnieciu zegaréw o godzine.

W pazdzierniku ekliptyka nadal tworzy duzy kat

z widnokregiem rano i maly wieczorem. Stad ten miesiac
takze zacznie sie od znakomitej widocznosci Ksiezyca
na niebie porannym. Srebrny Glob zacznie miesiac

w gwiazdozbiorze Raka, prezentujac tarcze w fazie

30%. Do $witu zdazy si¢ on wznie$é na wysokosé 50°.
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Pierwszej nocy miesiaca Ksiezyc zajmie pozycje
w polowie drogi miedzy Polluksem, najjasniejsza gwiazda
Blizniat, a gromada otwarta gwiazd M44.

Dwa dni pézniej Ksiezyc zmniejszy faze do 13%

i przejdzie do gwiazdozbioru Lwa, dajac 3 pazdziernika
pierwsze w tym miesigcu ciekawe zakrycie. Srebrny
Glob pojawi si¢ na niebosklonie okoto 2:15 jakie$ 5°
nad Regulusem, najjasniejsza gwiazda konstelacji,

i jednoczesnie 2° na zachéd od stabszej o ponad 2™
gwiazdy 7 Leonis. Okolo godziny 5:40 Ksiezyc zakryje
te gwiazde na kilkadziesigt minut. Polska znajdzie sie
blisko péinocnej granicy zakrycia, stad na poludniu
naszego kraju gwiazda zniknie prawie na godzine,
natomiast nad morzem na niewiele ponad 30 minut.


http://www.deltami.edu.pl/2021a/01/2021-01-delta-art-12-bejger.pdf

Do nowiu Ksiezyc nie zakryje juz zadnej jasnej gwiazdy,
ale nadal warto jest wsta¢ przed switem, by cieszy¢

sie bardzo dobrze widoczna tarcza w fazie cienkiego
sierpa. Do konca okresu widocznosci Srebrny Glob
pieknie zaprezentuje swoja nocna czesé, czyli tzw.
$wiatlo popielate. W pierwszym tygodniu miesiaca,

4 pazdziernika, tarcza Ksiezyca pokaze faze 7% i o $wicie
zdazy sie wznies¢ na wysokosé 18°. Dobe pdzniej
ksiezycowy sierp zwezi si¢ do 2% i zmniejszy wysokosé
nad widnokregiem do 6°.

W pierwszej dekadzie pazdziernika promieniuja meteory
z roju Drakonidéw. Maksimum ich aktywno$ci przypada
na 8 pazdziernika, a w zwiazku z nowiem Ksiezyca

ich warunki obserwacyjne sa w tym roku znakomite.
Drakonidy lepiej obserwowa¢ wieczorem, gdyz na
poczatku nocy astronomicznej ich radiant (mieszczacy
sie w zachodnim boku trapezu stanowiacego gltowe
Smoka) wznosi sie na powyzej 60° ponad zachodni
widnokrag. W tym roku w maksimum prognozuje sie
wystapienie okoto 5 zjawisk na godzine.

Po nowiu Ksiezyc przeniesie sie na niebo wieczorne,
gdzie ze wzgledu na niskie polozenie ekliptyki jego
warunki obserwacyjne sa stabe. Mimo to warto pokusié¢
sie o odszukanie Ksiezyca 8 pazdziernika, poniewaz
tego dnia zakryje on jasna gwiazde wizualnie podwdjna
Zuben Elgenubi, czyli gwiazde Wagi oznaczana na
mapach nieba grecka litera a. Jest to szeroki uklad
podwdjny, w ktérym gwiazdy o jasnosciach +2,7 i +5,2™
dzieli dystans 231”. W pazdzierniku zaczyna si¢ trwajacy
16 miesiecy sezon zakry¢ tej pary gwiazd przez Ksigzyc.
W tym czasie dojdzie do 19 zakry¢, ale tylko dwa

z nich, ktére wystapia 2 grudnia 2021 roku i 26 stycznia
przysztego roku, da sie zaobserwowa¢ z Polski. Tym
razem do zakrycia dojdzie okolo godziny 17:30, czyli
jeszcze za dnia. Odkrycie nastapi mniej wiecej 45 minut
pézniej, gdy w wiekszosci kraju Stonce juz zajdzie, ale
niebo wciaz bedzie catkiem jasne. Dlatego do obserwacji
tego zjawiska nalezy wyposazy¢ sie w lornetke lub
teleskop. Wszystko rozegra sie niestety bardzo nisko nad
horyzontem.

Ksiezyc, w fazie 14%, w swojej wedréwee po niebie zblizy
sie 9 pazdziernika na odleglo$é¢ 3° do Wenus, ktéra pod
koniec miesiaca osiagnie swoja maksymalna elongacje
wschodnia, wynoszaca 47°. Niestety nachylenie ekliptyki
sprawia, ze planeta jest u nas widoczna bardzo stabo,
zachodzac juz godzine po Storicu. W pazdzierniku
jasnos¢ Wenus urosnie z —4,2™ do —4,4™, jej tarcza
zwickszy Srednice z 19” do 26”, faza za$ spadnie z 62%
do 48%.

Srebrny Glob przejdzie przez I kwadre 13 pazdziernika,
a nastepnie odwiedzi planety Saturn i Jowisz. W tym
miesiacu obie planety kredla swoje petle 16° od siebie
na tle gwiazdozbioru Koziorozca i obie zmieniaja
kierunek ruchu ze wstecznego na prosty, co oznacza
koniec sezonu ich najlepszej widocznosci. Obie planety
najkorzystniej jest obserwowaé wieczorem, gdy na
poczatku nocy astronomicznej przecinajg potudnik
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lokalny. Saturn w pazdzierniku $wieci blaskiem +0,5™,
przy $rednicy tarczy 17”. Jasno$é¢ Jowisza w trakcie
miesiagca zmniejszy si¢ z —2,7" do —2,5™, tarcza planety
za$ skurczy sie z 46" do 42”. Ksiezyc spotka si¢ z para
planet 14 i 15 pazdziernika, gdy najpierw przejdzie

7° od Saturna, a nastepnie 5° od Jowisza.

Dysponujac nawet niewielkim teleskopem posiadajacym
male powiekszenie, kilkadziesiat razy, mozna podjaé sie
obserwacji ksiezycow galileuszowych Jowisza. Szczegodlnie
warto przyjrzeé sie planecie 4 dnia miesigca, gdy od
zmierzchu na jej tle pokaze si¢ Ganimedes, potem
dotaczy cien Kalisto, a jeszcze pozniej cient samego
Ganimedesa. Niestety wczesniej Ganimedes zdazy zej$é
z tarczy planety. Jednak od 20:50 do 23:35 nadarza sie
naprawde rzadka okazja do podziwiania jednoczesnie
cieni Ganimedesa i Kalisto na tarczy Jowisza.

Jesienia bardzo dobrze widoczne sa dwie ostatnie planety
Uktadu Stonecznego. Neptun przeszedl przez opozycje
wzgledem Storica w potowie wrzesnia, Uran uczyni to
samo na poczatku listopada. Stad Neptuna mozna
obserwowaé przez wieksza czesé nocy, a Urana przez
calg noc. Neptun znajduje sie w odleglosci okoto 3,5° na
péinocny wschéd od gwiazdy ¢ Aqr. Uran zas utworzy
ciasna pare ze Swiecaca prawie z taka sama jasnoscia
obserwowana gwiazda o Ari, do ktérej 11 pazdziernika
zblizy si¢ na mniej niz 10’. Jasno$é Neptuna wynosi
obecnie +7,8™, Uran jest o ponad 2" ja$niejszy. Obie
planety warto obserwowac¢ na poczatku i na koncu
miesiaca. W $rodku miesiaca ich obserwacje uniemozliwi
Ksiezyc, ktéry 20 pazdziernika przejdzie przez pelnie,

a dzien wczesniej zblizy sie do Urana na mniej niz 2°.

7 ciekawszych spotkan Ksiezyca z innymi cialami
niebieskimi nalezy wymienié¢ przejscie 6° od Aldebarana
w Byku 24 pazdziernika, ostatnia kwadre 5° od
Polluksa w BliZnietach 4 dni péZniej oraz ponownie
przejscie przez Lwa 30 i 31 dnia miesiaca. Tym razem
31 pazdziernika Ksiezyc znowu zakryje gwiazde

46 Leo, przestaniajac ja okoto godziny 2. Przez
potudniowo-wschodnia Polske (na linii mniej wiecej

od Ostrawy w Czechach przez Krakéw do Tomaszowa
Lubelskiego) przejdzie poludniowa granica zakrycia. Na
poludnie od niej do zakrycia nie dojdzie, a znajdujacy
sie na niej obserwatorzy doswiadcza zakrycia brzegowego.
W zwigzku z tym w pélnocnej Polsce zakrycie potrwa
nawet 40 minut, a blisko granicy — zaledwie kilka minut.

Pod koniec miesiaca zacznie sie okres dobrej widocznosci
Merkurego. Maksymalna elongacje zachodnia, wynoszaca
18°, planeta osiagnie 25 pazdziernika. W tych dniach
Merkury o éwicie wzniesie sie na wysokos$¢ 9° ponad
wschodni widnokrag. Merkury pozostanie widoczny

do konca pierwszej dekady listopada, a na pozegnanie
czeka go koniunkcja z cienkim sierpem Ksigzyca

i powracajacym na poranne niebo Marsem. Przez caly
ten okres planeta zwiekszy jasnosé¢ od +0,2™ do —1™.
Jednoczesnie jej tarcza zmniejszy rozmiar z 8” do 5"

i zwiekszy faze z 32% do 94%.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne
Jeszcze jednego kwarka dla Mustera Marka

Liczba nowych czastek odkrytych w detektorach przy Wielkim Zderzaczu
Hadronéw w CERN-ie przekroczyla juz szesédziesiat [1]. W ciagu ostatnich
dwdéch lat pojawiaja sie liczne doniesienia o odkryciu tetrakwarkéw, czyli
oddzialujacych silnie czastek (hadronéw) zbudowanych z czterech kwarkéw
i antykwarkéw. Najnowszy, oznaczony 1., zostal zaprezentowany $wiatu
podczas lipcowej wirtualnej konferencji Europejskiego Towarzystwa
Fizycznego przez Ivana Polyakova, ktéry analizowal dane zebrane

w detektorze LHCb.

Tetrakwarki sa same w sobie niezwykte. Pierwszy tetrakwark zostal odkryty

w laboratorium KEK w Japonii w 2003 roku, a detektor LHCb ,widzial”

kilka innych. Jednak T} wyrdznia si¢ na tle swych egzotycznych wspoétbraci.
Poprzednie tetrakwarki sa prawdopodobnie stanami zwigzanymi par
kwark-antykwark. Mozna je sobie wyobraza¢ na podobienstwo czasteczki
wodoru, ktéra sktada sie z dwéch atomoéw wodoru, a kazdy z nich jest z kolei
zbudowany z protonu i elektronu. Chociaz wszystkie sktadniki czasteczki
trzymaja si¢ razem dzigki oddzialywaniom elektrostatycznym, czastki tworzace
atomy sa zwiazane silniej niz atomy tworzace czasteczke. Mozna tymczasem
przypuszczaé, ze T jest po prostu czwérka silnie oddziatujacych kwarkéw.
Byltoby to zgodne z koncepcjami teoretycznymi przedstawionymi kilka lat temu
przez Marka Karlinera (ktéry w 1968 roku jako nastolatek musial opuscié
rodzinna Polske, nie ukonczywszy szkoly podstawowej, stajac sie pozniej
jednym z nielicznych profesoréw uniwersyteckich bez kompletnej edukacji
podstawowej) [2].

Niektoére tetrakwarki sg szczegélne w ten sposéb. .. ze moga nie istnie¢. Wiaze
sie to ze sposobem, w jaki odkrywane sa nowe, krétko zyjace czastki. Kiedy
czas zycia tych czastek jest zbyt krétki, nie moga one zostaé bezposrednio
zaobserwowane w detektorach, ich istnienie stwierdza sie, analizujac tozsamosci,
energie i pedy produktéw rozpadu (pisat o tym w Al, Maciej Misiura

w kontekscie czastki Higgsa). Wlasnie w taki sposéb naukowcy analizujacy

w 2015 roku dane eksperymentu COMPASS w CERN-ie raczej niespodziewanie
zauwazyli wskazéwki $wiadczace o istnieniu tetrakwarka aq(1420) w wielokrotnie
badanym dotad zakresie mas czastek okolo péltorej masy protonu (liczba

w nawiasie okresla mase czastki w MeV /2, odrézniajac ja od innych czastek

o podobnych wlasnoéciach, oznaczanych tym samym symbolem literowym).
Jednak latem tego roku zespét badaczy z Uniwersytetu w Bonn, kierowany
przez Bernharda Ketzera, doszedl do wniosku, ze opis danych nie wymaga
przyjecia hipotezy istnienia nowej czastki. Naukowcy wykazali, ze zarejestrowany
w detektorze sygnal moze byé zinterpretowany jako rozpad znanej, nieco
1zejszej czastki a1(1260), ktérej produkty rozpadu dodatkowo oddziatuja
miedzy soba. Jeszcze w 1959 roku Lev D. Landau wykazal teoretycznie, ze
takie oddzialywanie czastek w stanie konicowym moze ,,udawaé” nowa czastke

i prowadzi¢ do blednej interpretacji danych. Sytuacja taka, ktéra dzisiaj
nazywa sie osobliwoscia Landaua, najprawdopodobniej miata miejsce w tym
przypadku.

Co ciekawe, dopiero ilos¢ i precyzja danych zbieranych przez wspolczesne
detektory czastek elementarnych pozwalaja na potwierdzenie tej koncepcji
teoretycznej sprzed ponad poétwiecza. Sadzac z nowych doniesient
konferencyjnych, jeszcze kilka odkrytych w ostatnim czasie silnie oddzialujacych
czastek moze zostaé zreinterpretowanych w ten sposob.

Krzysztof TURZYNSKI
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Czym jest symetria osiowa, zadnemu Czytelnikowi Delty ttumaczy¢ nie trzeba.
Ogranicze si¢ zatem do opisania kilku pojawiajacych sie w zadaniach olimpijskich
motywéw zwigzanych z tym rodzajem symetrii.

Motyw I: najkrétsza droga. Oto klasyczny przyktad. Mamy dane punkty A

i B oraz prosta £. Trzeba wyznaczy¢ taki punkt X € ¢, by warto$¢ wyrazenia

|AX| + |BX| byla mozliwie najmniejsza. Jest to bardzo latwe, gdy punkty A i B
leza po réznych stronach prostej £ — wtedy X jest punktem przeciecia odcinka AB
i prostej £ oraz |AX| + |BX| = |AB|. Jedli tak nie jest, to niech B’ bedzie punktem
symetrycznym do B wzgledem prostej £. Szukany punkt X jest punktem wspdlnym
odcinka AB’ i prostej £, bo |[AX|+ |BX| = |AX|+ |B'X| = |AB’|.

Motyw II: odbicia wzgledem osi symetrii. Jest jasne, ze jesli punkt X nalezy
do pewnej figury F, ktora ma o$ symetrii ¢, to punkt symetryczny do X wzgledem
prostej ¢ tez nalezy do figury F. Podam tu dwa typowe przyktady. Jesli punkt X
lezy na ramieniu kata o wierzchotku S, to punkt X', symetryczny do X wzgledem
dwusiecznej tego kata, lezy na jego drugim ramieniu, a ponadto | X S| = |X'S|. I drugi
przyktad — jesli punkt X lezy na okregu o érednicy AB, to punkt X', symetryczny
do X wzgledem prostej AB, tez lezy na tym okregu, a ponadto |[AX| = |AX]
i|BX|=|BX'|.

Motyw III: odbicia wzgledem ramion kata. Mamy dany kat ASB oraz punkty
X 1Y, przy czym polproste SY, SB, SA, SX lezag w tej kolejnosci wokét punktu S.
Niech p =[x ASB|, a = |¥XAS|, 8 =|xYBS|. Punkty X i Y odbijamy odpowiednio
wzgledem prostych AS i BS, otrzymujac X' i Y'. Wéwczas | X'SY'| = |¢ — a — B);
w szczegdlnosci jesli punkt S lezy na odcinku XY, to |[¥X'SY’| = |7 — 29|, a jesli

@ = a+ B, to punkty S, X', Y’ sg wspétliniowe.

Motyw IV: koincydencja. Gdy uda sie¢ znalez¢ w danej konfiguracji
geometrycznej takie proste £1, £o i punkty X1, X2, X', ze punkt X’ jest jednoczeénie
symetryczny do X1 wzgledem prostej ¢1 i symetryczny do X2 wzgledem prostej £2,
to mamy ,,punkt zaczepienia”, ktéry by¢ moze utatwi rozwiazanie zadania.

Zadania

1. Wewnatrz kata ostrego znajduje sie punkt M. Wyznaczy¢ takie punkty K i L,
lezace po jednym na ramionach tego kata, zeby trojkat K LM mial mozliwie
najmniejszy obwod.

2. W czworokacie wypuklym ABCD spelniony jest warunek |AB| = |BC| + |DA].
Dwusieczne katéw ABC i DAB przecinaja si¢ w punkcie P. Udowodnié, ze
|CP| = |DP|.

3. Tréjkat ABC ma kat prosty przy wierzchotku C, a wysokosé poprowadzona
z tego wierzchotka ma dtugoéé h. Punkty P i S leza na odcinku AB, a punkty @
i R odpowiednio na odcinkach BC' i CA. Udowodnié, ze |PQ| + |QR| + |RS| = 2h.

4. Dany jest czworokat wypukly ABCD. Punkt M jest érodkiem odcinka BC oraz
|xAMD| = 120°. Udowodni¢, ze |AB| + 3|BC| + |CD| > |AD|.

5. Na érednicy AB pewnego okregu wybrano dowolnie punkt M, nastepnie
narysowano cieciwe C'D, ktora przechodzi przez punkt M i przecina odcinek AB
pod katem 45°. Udowodnié, ze warto$¢ wyrazenia |CM|? + |DM|? nie zalezy od
wyboru punktu M.

6. Dany jest tréjkat ABC. Punkt P jest rzutem prostokatnym punktu B na
dwusieczng kata AC'B. Punkt M jest srodkiem odcinka AB. Majac dane a = |BC/,
b= |CA|, ¢ =|AB|, wyznaczy¢ |MP)|.

7. Na odcinkach AD i DC czworokgta ABC D leza punkty odpowiednio P i Q, przy
czym spelnione sa réwnosci [CQ| = |AB| i |AP| = |BC|. Punkt M jest srodkiem
odcinka PQ. Dowiesé, ze jesli | X AMC| = 90°, to na czworokacie ABC'D mozna
opisaé okrag.

8. Przekatne czworokata wypuktego ABCD nie sg prostopadie. Punkty A’ i C’ s
rzutami prostokatnymi punktéw odpowiednio A i C' na prostg BD, a punkty
B'i D' - punktéw B i D na prosta AC. Wykazaé, ze czworokaty ABC D
i A’B'C'D’ s podobne.

9. Dany jest prostokat ABC'D. Punkty E i F' leza odpowiednio na odcinkach BC
i CD, przy czym |xEAF| = 45° oraz |BE| = | DF|. Wykazaé, ze pole tréjkata
AFEF jest rowne sumie pdl tréjkatéw ABE i ADF.

25



»Astrofotografia, jak kazde hobby, na poczatku
moze by¢ zmudna i niewdzieczna, ale z czasem
sprawia coraz wiecej satysfakcji i przynosi sporo
radosci. Tak jak nie nalezy od razu stawac do
ultramaratonu, tak przygode z astrofotografig
najlepiej zaczac od zachwytu nocnym niebem

i prob jego uwiecznienia bez wiekszych wydatkow
- czy skomplikowanych procedur - to mozliwe

i bardzo satysfakcjonujace”

Damian Jabteka, Kosmiczne selfie, s. 6.
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