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1. Wst¦p

W niniejszej pracy zajmuj¦ si¦ analiz¡ formaln¡. Obiektem jej zainteresowania s¡ gªównie
tzw. szeregi formalne. Analiza formalna obejmuje istotny obszar matematyki - m.in. formalne
szeregi pot¦gowe, formalne szeregi Laurenta i formalne szeregi Fouriera, które znajduj¡ zasto-
sowanie w teorii równa« ró»niczkowych cz¡stkowych. W literaturze formalny szereg Laurenta
zwykle de�niuje si¦ jako odwzorowanie z Z w C (Z - zbiór liczb caªkowitych, C - zbiór liczb ze-
spolonych). De�nicja ta w pewnym sensie utrudnia zde�niowanie formalnego szeregu Fouriera,
który równie» nale»aªoby zde�niowa¢ jako pewien typ odwzorowania z Z w C. Ten fakt staª si¦
dla mnie inspiracj¡ do zde�niowania ogólnego szeregu formalnego (b¦d¡cego odwzorowaniem
z Z w C), w którym de�niujemy poj¦cie typu szeregu tak, by mo»na sformuªowa¢ de�nicje
formalnego szeregu Fouriera i formalnego szeregu Laurenta w jednolity sposób.
Badam podstawowe wªasno±ci iloczynu szeregów formalnych opieraj¡c si¦ na wynikach z [2]
a tak»e rozwa»am zagadnienie istnienia i jednoznaczno±ci szeregów odwrotnych do szeregów
formalnych. Przedstawiam rozwa»ania przestrzeni szeregów formalnych jako przestrzeni me-
trycznej. Ostatni rozdziaª jest natomiast po±wi¦cony wspomnianym wcze±niej szeregom Fo-
uriera i Laurenta - zestawiam w nim podej±cie analityczne i formalne do tych szeregów, a
tak»e pokazuj¦ pewne zastosowania ka»dego z tych sposobów (korzystaj¡c m.in. z twierdze«
udowodnionych we wcze±niejszych rozdziaªach, po±wi¦conych ogólnym szeregom formalnym).
Praca ma w caªo±ci charakter twórczy, oprócz pewnych twierdze« zaczerpni¦tych z literatury
(przy wszystkich takich twierdzeniach podane jest ich ¹ródªo).

2. Poj¦cia wst¦pne. Iloczyn szeregów formalnych

W tym rozdziale formuªuj¦ wspomnian¡ we wst¦pie ogóln¡ de�nicj¦ szeregu formalnego (SF)
oraz iloczynu szeregów formalnych, a tak»e podaj¦ pewne twierdzenia zwi¡zane z iloczynem
szeregów formalnych.
Przyjmujemy N = {1, 2, 3, ...} - zbiór liczb naturalnych. Stosujemy równie» nast¦puj¡ce ozna-
czenia:

• Z - zbiór liczb caªkowitych,
• C - zbiór liczb zespolonych.
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De�nicja 2.1. Niech X b¦dzie jakimkolwiek niepustym zbiorem. Ustalmy dowoln¡ funkcj¦
α : Z 7→ X. Oznaczmy α(n) := αn, n ∈ Z. Szeregiem formalnym typu α (α-SF) nazywamy

ka»de takie odwzorowanie f : Z 7→ C × X, »e ∀n∈Zf(n) = (afn, αn), gdzie afn ∈ C, αn ∈ X.
α-SF oznacza¢ b¦dziemy równie» jako

f =
∑
n∈Z

afnαn lub f =
+∞∑

n=−∞
afnαn

Element afn nazywamy n-tym wspóªczynnikiem szeregu f , natomiast liczb¦ n - indeksem wspóª-

czynnika afn.

Zbiór wszystkich szeregów formalnych typu α oznaczamy przez F(α).

De�nicja 2.2. • Niech f ∈ F(α). SF f+ ∈ F(α) zde�niowany jako

∀n∈Z+∪{0}f
+(n) := (afn, αn)

∀n∈Z−f+(n) := (0, αn)

nazywamy cz¦±ci¡ regularn¡ szeregu f . Piszemy
∞∑
n=0

afnαn dla oznaczenia tego szeregu.

• Niech f ∈ F(α). SF f− ∈ F(α) zde�niowany jako

∀n∈Z+∪{0}f
+(n) := (0, αn)

∀n∈Z−f+(n) := (afn, αn)

nazywamy cz¦±ci¡ zasadnicz¡ szeregu f . Piszemy
∞∑
n=1

af−nα−n dla oznaczenia tego sze-

regu.

W celu unikni¦cia nieporozumie«, ci¡gi wspóªczynników SF oznacza¢ b¦dziemy literami
alfabetu ªaci«skiego, a ci¡gi okre±laj¡ce typ szeregu - literami alfabetu greckiego. Je»eli z
kontekstu wynika, »e szereg f jest α-SF, b¦dziemy pisa¢ krócej, »e f jest SF. Podobnie, je±li

z kontekstu wiadomo, »e wspóªczynniki dotycz¡ szeregu f , to b¦dziemy pisa¢ an zamiast afn.
Je±li nie ma w¡tpliwo±ci, jakiego typu jest dany szereg f , b¦dziemy pisa¢ f ∈ F zamiast F(α).

Przykªad 2.3. W praktyce mamy do czynienia z szeregami formalnymi okre±lonych typów,
np. typu einx, xn.
Niech αn := einx. Szeregi formalne postaci

∑
n∈Z

ane
inx nazywa¢ b¦dziemy formalnymi szeregami

Fouriera. Ogóª formalnych szeregów Fouriera oznacza¢ b¦dziemy przez F(einx).
Niech αn := xn. Szeregi formalne postaci

∑
n∈Z

anx
n nazywa¢ b¦dziemy formalnymi szeregami

Laurenta. Ogóª formalnych szeregów Laurenta oznacza¢ b¦dziemy przez F(xn) (w literaturze
zwykle funkcjonuje oznaczenie L, jednak symbol F(xn) uªatwi zapis rozwa»a« w kontek±cie
ró»nych typów szeregów formalnych).
Nale»y zwróci¢ uwag¦, »e symbolom e, i, x nie przypisujemy tu jeszcze konkretnego znaczenia,
cho¢ gdy rozwa»amy te obiekty w charakterze analitycznym, a nie formalnym, symbole e, i, x
oznaczaj¡ ustalone obiekty (e - liczba Eulera, i - jednostka urojona, x - zmienna zespolona).

Na potrzeby kolejnych de�nicji ustalmy funkcj¦ α : Z 7→ X, gdzie X jest pewnym niepustym
ustalonym zbiorem.
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De�nicja 2.4. • Odwróconym SF szeregu formalnego f =
∑
n∈Z

anαn nazywamy SF

f̆ :=
∑
n∈Z

ănαn,

gdzie ăn := a−n, n ∈ Z.
• Identyczno±ciowym (jednostkowym) szeregiem formalnym nazywamy SF, którego wspóª-
czynniki dane s¡ nast¦puj¡co:

an :=

{
1, n = 0,
0, n 6= 0.

Oznaczmy go S1.
• Trywialnym (zerowym) szeregiem formalnym o wspóªczynnikach an nazywamy SF, dla
którego an = 0 dla ka»dego n ∈ Z. Oznaczmy go S0.
• Sko«czonym szeregiem formalnym nazywamy SF o wspóªczynnikach an, dla którego

∃N∈N∀n∈Z,|n|≥Nan = 0.

Zbiór wszystkich sko«czonych szeregów formalnych typu α oznacza¢ b¦dziemy przez
Ffinite(α) (ew. Ffinite, je±li wiadomo, o jaki typ szeregu chodzi).

Uwaga 2.5. Dla an ∈ C, n ∈ Z de�niujemy sum¦ niesko«czon¡
∑
n∈Z

an (równowa»nie
∞∑

n=−∞
an)

nast¦puj¡co:
∞∑

n=−∞
an :=

∞∑
n=1

a−n +

∞∑
n=0

an

o ile oba szeregi po prawej stronie s¡ zbie»ne. Warto±ci¡ tej sumy jest wtedy suma warto±ci
szeregów po prawej stronie. W przeciwnym razie mówimy, »e szereg po lewej stronie jest
rozbie»ny (zob. [2]).

De�nicja 2.6. Niech f =
∑
n∈Z

anαn ∈ F, g =
∑
n∈Z

bnαn ∈ F, c ∈ C.

• Sum¡ f + g szeregów f i g nazywamy SF f + g :=
∑
n∈Z

(an + bn)αn.

• Iloczynem staªej c ∈ C i szeregu f nazywamy SF cf :=
∑
n∈Z

(can)αn.

De�nicja 2.7. Niech f =
∑
n∈Z

anαn, g =
∑
n∈Z

bnαn ∈ F. Je»eli
∑
n∈Z

anbn ∈ C, to iloczyn

punktowy szeregów f i g okre±lamy jako

f · g :=
∑
n∈Z

anbn,

i mówimy, »e iloczyn punktowy f ·g istnieje. W przeciwnym razie mówimy, »e iloczyn punktowy
f · g nie istnieje.

De�nicja 2.8. Niech g ∈ F. Przez DP (g) oznacza¢ b¦dziemy zbiór takich f ∈ F, »e f · g
istnieje.

Z De�nicji 2.8 wynika, »e S1, S0 ∈ DP (g) oraz ∀f∈Ffinitef ∈ DP (g) dla ka»dego g ∈ F,
gdy» dla ka»dego z tych trzech SF tylko sko«czona liczba wyrazów jest ró»na od zera, wi¦c
tylko sko«czona liczba wspóªczynników szeregów (liczbowych) S1 · g, S0 · g, f · g (f ∈ Ffinite)
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jest ró»na od zera. Wynika st¡d, »e dla ka»dego g ∈ F zachodzi DP (g) 6= ∅. Jest te» jasne, »e
f · g = g · f , o ile iloczyn punktowy f · g istnieje.

De�nicja 2.9. Ustalmy k ∈ Z. k-translacj¡ szeregu formalnego nazywamy odwzorowanie
Sk : F→ F zde�niowane nast¦puj¡co:

Sk(f) :=
∑
n∈Z

an−kαn, gdzie f =
∑
n∈Z

anαn ∈ F.

De�nicja 2.10. Niech f =
∑
n∈Z

anαn ∈ F.

C(f) := {g ∈ F : Sk(ğ) ∈ DP (f) dla ka»dego k ∈ Z}.

Zauwa»my, »e

C(f) = {g ∈ F :

∞∑
m=−∞

ambk−m ∈ C dla ka»dego k ∈ Z},

gdzie bn s¡ wspóªczynnikami szeregu f i an oznaczaj¡ wspóªczynniki szeregu g.
Powy»sze de�nicje oraz Twierdzenia 2.11, 2.14, wraz z dowodami pochodz¡ z [2], w niniejszej
pracy s¡ one jednak zapisane w sposób ogólny.

Twierdzenie 2.11. Niech f =
∑
n∈Z

anαn, g =
∑
n∈Z

bnαn ∈ F(α). Wtedy f ∈ C(g) ⇐⇒ g ∈

C(f).

Dowód. Zaªó»my, »e g ∈ C(f). Wtedy, dla ka»dego k ∈ Z,

f · Sk(ğ) =
∞∑

m=−∞
ambk−m =

∞∑
m=1

a−mbk−(−m) +
∞∑
m=0

ambk−m =

∞∑
s=1

a−(s−k)b−s +
∞∑
s=0

ak+sbs =
∞∑

s=−∞
ak−sbs = g · Sk(f̆),

(podstawiaj¡c m = k − s).
Mamy teraz:

f ∈ C(g)⇔ ∀k∈ZSk(f̆) ∈ DP (g)⇔ ∀k∈ZSk(f̆) · g ∈ C⇔
⇔ ∀k∈ZSk(ğ) · f ∈ C⇔ ∀k∈ZSk(ğ) ∈ DP (f)⇔ g ∈ C(f),

co ko«czy dowód.

De�nicja 2.12. Niech f =
∑
n∈Z

anαn, g =
∑
n∈Z

bnαn ∈ F. Iloczynem szeregów f i g nazywamy

szereg (o ile istnieje)

fg =
∞∑

k=−∞
ckαk, gdzie ck =

∞∑
m=−∞

ambk−m ∈ C, k ∈ Z.

Zauwa»my, »e w powy»szej de�nicji iloczynu SF wymagamy, by szeregi byªy tego samego
typu.
Równowa»n¡ de�nicj¡ zbioru C(f), f ∈ F jest:

C(f) = {g ∈ F : fg ∈ F}.

Przykªad 2.13. �atwo sprawdzi¢, »e
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• S1S1 = S1,
• dla ka»dego f ∈ F: fS1 = f , fS0 = S0.

Twierdzenie 2.14. Niech f, g, h ∈ F. Wtedy:

(1) C(f) 6= ∅,
(2) f ∈ C(g)⇒ cf ∈ C(g) dla ka»dego c ∈ C,
(3) f, g ∈ C(h)⇒ (f + g) ∈ C(h).

Dowód. (1) Niech f ∈ Ffinite. Wtedy oczywi±cie Sk(f̆) · g ∈ C, k ∈ Z, zatem f ∈ C(g),
wi¦c C(g) 6= ∅.

(2) Poniewa» Sk(c̆f) = cSk(f̆), zatem Sk(f̆) · g ∈ C implikuje Sk(c̆f) · g = cSk(f̆) · g ∈ C,
co ko«czy dowód.

(3) Niech s =
∑
n∈Z

anαn, t =
∑
n∈Z

dnαn, u =
∑
n∈Z

knαn ∈ F(α). Zaªó»my ponadto, »e istniej¡

iloczyny punktowe s · u, t · u. Wtedy

s · u+ t · u =

∞∑
m=−∞

ankn +

∞∑
m=−∞

dnkn =

∞∑
m=−∞

(an + dn)kn = (s+ t) · u ∈ C.

Mamy zatem (przy zaªo»eniu f, g ∈ C(h)), dla ka»dego k ∈ Z,

Sk( ˘f + g) · h = Sk(f̆) · h+ Sk(ğ) · h ∈ C.
Z tego wynika, »e f + g ∈ C(h), co ko«czy dowód.

Powy»sze twierdzenie pokazuje, »e

• istnienie iloczynu fg implikuje istnienie iloczynu gf ,
• istnienie iloczynu fg implikuje istnienie iloczynu cfg (c ∈ C),
• istnienie iloczynów fh, gh implikuje istnienie iloczynu (f + g)h.

To, »e te warunki mo»na wzmocni¢, jest pokazane w Twierdzeniu 2.15:

Twierdzenie 2.15. Niech f, g, h ∈ F. Wtedy:

(1) je±li f ∈ C(g), to g ∈ C(f) oraz fg = gf ,
(2) f ∈ C(g) implikuje cf ∈ C(g) oraz c(fg) = (cf)g, gdzie c ∈ C,
(3) g, h ∈ C(f) implikuje g + h ∈ C(f) oraz (g + h)f = gf + hf .

Dowód. Oznaczmy wspóªczynniki szeregu f przez an, szeregu g przez bn, szeregu h przez
dn. Implikacje dotycz¡ce istnienia iloczynów uwzgl¦dnionych w twierdzeniu s¡ bezpo±rednim
wnioskiem z Twierdzenia 2.11. Pozostaje jeszcze udowodni¢, »e przy zaªo»eniu istnienia odpo-
wiednich iloczynów, zachodzi fg = gf , c(fg) = (cf)g, (f + g)h = fh+ gh.

(1) Zauwa»my, »e
∞∑

m=−∞
ambn−m =

∞∑
s=−∞

bsan−s (podstawiaj¡c s = n − m), co ko«czy

dowód.
(2) Równo±¢ c(fg) = (cf)g wynika bezpo±rednio z de�nicji mno»enia szeregu formalnego

przez staª¡.

(3) Zachodzi f(g+h) = fg+fh oraz (f +h)g = fg+hg, gdy»
∞∑

m=−∞
am(bn−m+dn−m) =

∞∑
m=−∞

ambn−m+
∞∑

m=−∞
amdn−m oraz

∞∑
m=−∞

(bm+dm)an−m =
∞∑

m=−∞
bman−m+

∞∑
m=−∞

dman−m,

co ko«czy dowód.
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Iloczyn szeregów formalnych nie jest ª¡czny (ma to znacz¡ce konsekwencje w kontek±cie
problemu szeregów odwrotnych szeregów formalnych) - zostanie to pokazane w nast¦pnym
podpunkcie.
Nale»y zaznaczy¢, »e dla f, g, h ∈ F(α), f, g ∈ C(h) nie implikuje fg ∈ C(h). Przykªadowo,
przyjmuj¡c h = S1, zaªo»enie f, g ∈ C(h) speªniaj¡ dowolne szeregi f, g ∈ F(α), ale iloczyn fg
mo»e nie istnie¢.
Z powy»szych rozwa»a« wynika, »e dziaªanie mno»enia szeregów formalnych jest przemienne
i rozdzielne wzgl¦dem dodawania, czyli speªnia cz¦±¢ wªasno±ci analogicznych do mno»enia i
dodawania np. liczb rzeczywistych, o ile przyjmiemy, »e rozwa»ane iloczyny istniej¡.

Uwaga 2.16. Dla ka»dego f ∈ F, ˘̆
f = f . Istotnie, zauwa»my, »e a

˘̆
f
n = af−(−n) = afn.

Twierdzenie 2.17. Istniej¡ takie f, g ∈ F, »e f 6= S0, g 6= S0 i f ∈ C(g) oraz fg = S0.

Dowód. Niech f =
∑
n∈Z

anαn, gdzie an = c ∈ C, n ∈ Z i g =
∑
n∈Z

dnαn, gdzie dn = 1
2|n|+1 dla

n 6= 0 i d0 = −1. Wtedy dla ka»dego k ∈ Z zachodzi
∞∑

m=−∞
amdk−m = c

∞∑
m=−∞

dk−m = c
∑
s∈Z

ds

(podstawiaj¡c s = k −m)
Zauwa»my teraz, »e

∞∑
s=−∞

ds = −1 +
∞∑
n=1

(ds + d−s) = −1 +
∞∑
n=1

(
1

2|n|+1
+

1

2|−n|+1
) =

−1 + 2
∞∑
n=1

1

2n+1
= −1 +

∞∑
n=1

1

2n
= −1 + 1 = 0, zatem

∞∑
m=−∞

cmdk−m = c
∑
s∈Z

ds = 0, wi¦c

fg = S0, co ko«czy dowód.

3. Odwrotne szeregi formalne

Ustalmy funkcj¦ α : Z 7→ X i - jak poprzednio - przyjmijmy F = F(α).

De�nicja 3.1. Niech f ∈ F b¦dzie ustalone. Szeregiem odwrotnym do szeregu f nazywamy
(o ile istnieje) taki szereg f−1 ∈ F(α), »e ff−1 = S1.
O ile ff−1 = S1, to f

−1f = S1 (tw. 2.15).

Uwaga 3.2. Niech f =
∑
n∈Z

anαn, f
−1 =

∑
n∈Z

bnαn i ff
−1 =

∑
n∈Z

knαn. Wtedy k0 =
∞∑

m=−∞
amb−m =

1 i, dla ka»dego s ∈ Z ró»nego od 0, ks =
∞∑

m=−∞
ambs−m = 0.

Poka»emy teraz, »e dla danego szeregu f mo»e zaj±¢ jedna z trzech sytuacji:

(1) nie istnieje szereg g ∈ F taki, »e gf = S1 lub
(2) istnieje dokªadnie jeden szereg g ∈ F taki, »e gf = S1, lub
(3) istneje wiele szeregów g ∈ F takich, »e gf = S1.
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Istotnie, rozwa»my nast¦puj¡ce przykªady:

Przykªad 3.3. Niech c ∈ C\{0} i niech f =
∑
n∈Z

cnαn, gdzie cn = c dla ka»dego n ∈ Z, b¦dzie

danym SF. Zaªó»my, »e istnieje szereg f−1 =
∑
n∈Z

dnαn. Wtedy

∞∑
m=−∞

cmd−m = c

∞∑
m=−∞

d−m = c

∞∑
k=−∞

dk = 1,

czyli
∞∑

k=−∞
dk = 1

c 6= 0. Dla ka»dego n ∈ Z \ {0} zachodzi równie»

∞∑
m=−∞

cmdn−m = c

∞∑
m=−∞

dn−m = c

∞∑
t=−∞

dt = 0,

gdzie t = n−m, czyli
∞∑

t=−∞
dt = 0.

Otrzymana sprzeczno±¢ dowodzi, »e je±li cn = c 6= 0, n ∈ Z, to szereg f =
∑
n∈Z

cnαn nie posiada

szeregu odwrotnego.

Przykªad 3.4. Niech f =
∑
n∈Z

cnαn ∈ F(α) i cn = c0 + nr dla ka»dego n ∈ Z, gdzie c0, r ∈ C.

Wtedy szereg f−1 nie istnieje.
Zaªó»my nie wprost, »e szereg f−1 istnieje (oznaczmy wspóªczynniki tego szeregu przez dn).
Zachodzi

ff−1 =
∑
n∈Z

knαn, gdzie kn =

∞∑
m=−∞

dmcn−m.

Oczywi±cie k0 = 1 i kn = 0 dla ka»dego n ∈ Z \ {0}.
Zauwa»my, »e

kn+1 − kn =
∞∑

m=−∞
dm(cn−m+1 − cn−m) = r

∞∑
m=−∞

dm, czyli

∞∑
m=−∞

dm =
kn+1 − kn

r
dla ka»dego n ∈ Z

Z tego wynika, »e
∞∑

m=−∞
dm = k1−k0

r = −1
r 6= 0 oraz

∞∑
m=−∞

dm = k2−k1
r = 0. Otrzymana

sprzeczno±¢ dowodzi, »e szereg f−1 nie istnieje.

Przykªad 3.5. Niech f =
∑
n∈Z

cnαn i cn = c0q
n (oczywi±cie musi zachodzi¢ q 6= 0) dla ka»dego

n ∈ Z, gdzie c0, q ∈ C. Wtedy nie istnieje szereg f−1:
Zaªó»my nie wprost, »e szereg f−1 istnieje (oznaczmy jego wspóªczynniki przez dn). Oznaczmy

ff−1 =
∑
n∈Z

knαn, gdzie kn =

∞∑
m=−∞

dmcn−m ∈ C.
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Zauwa»my, »e

kn+1 − kn =

∞∑
m=−∞

dm(cn−m+1 − cn−m) = (q − 1)

∞∑
m=−∞

dmcn−m = (q − 1)kn, czyli

kn+1 = qkn, wi¦c k1 = qk0, czyli 0 = q · 1, wi¦c q = 0.

Z zaªo»enia jednak q 6= 0. Otrzymali±my sprzeczno±¢, czyli szereg odwrotny do f nie istnieje.

Przykªad 3.6. Udowodnimy, »e ka»dy szereg formalny f =
∑
n∈Z

anαn, dla którego an 6= 0⇐⇒

n = N , gdzie N jest ustalon¡ liczb¡ caªkowit¡, posiada dokªadnie jeden szereg odwrotny. Jest
on dany wzorem g =

∑
n∈Z

bnαn, dla którego bn 6= 0 ⇐⇒ n = −N , b−N = 1
aN

. Zauwa»my, »e

dla ka»dego n ∈ Z
∞∑

m=−∞
ambn−m = aNbn−N

Mamy te» aNbn−N = 1 (n = 0) i aNbn−N = 0 (n 6= 0). Z tego wynika, »e f ∈ C(g) oraz
fg = S1.

Przykªad 3.7. Rozwa»my szereg formalny f =
∑
n∈Z

anαn, gdzie

an =

{
1, n ≥ 0
0, n < 0.

Zaªó»my, »e szereg g =
∑
n∈Z

bnαn jest szeregiem odwrotnym szeregu f . Wtedy

∞∑
m=0

b−m = 1,

∞∑
m=0

bn−m = 1, n 6= 0.

Zauwa»my, »e je»eli fg = S1, to wszystkie powy»sze szeregi s¡ zbie»ne, zatem

bn =



∞∑
m=0

bn−m −
∞∑
m=0

bn−1−m = 0, n ∈ Z \ {0, 1}
∞∑
m=0

b1−m −
∞∑
m=0

b−m = −1, n = 1

∞∑
m=0

b−m −
∞∑
m=0

b−1−m = 1, n = 0.

Z tego wynika, »e je±li f posiada co najwy»ej jeden szereg odwrotny. Nale»y jeszcze sprawdzi¢,
czy rzeczywi±cie fg = S1. Istotnie, ªatwo zaobserwowa¢, »e∑

m∈Z
amb−m = 1

∑
m∈Z

ambn−m = 0 (n 6= 0)

To dowodzi, »e szereg f posiada dokªadnie jeden szereg odwrotny. Nale»y zaznaczy¢, »e nie
implikuje to faktu, »e szereg g posiada dokªadnie jeden szereg odwrotny.
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Przykªad 3.8. Rozwa»my szereg formalny f =
∑
n∈Z

anαn, gdzie

an =

 1, n = 0
−1, n = 1
0, n /∈ {0, 1}.

Szereg g =
∑
n∈Z

bnαn jest szeregiem odwrotnym szeregu f wtedy i tylko wtedy, gdy

∞∑
m=−∞

ambn−m =

{
1, n = 0
0, n 6= 0,

co jest równowa»ne zale»no±ci

bn − bn−1 =

{
1, n = 0
0, n 6= 0.

Speªnia j¡ szereg o wspóªczynnikach

bn =

{
c, n ≥ 0
c− 1, n < 0,

dla dowolnego c ∈ C, co dowodzi, »e szereg f posiada niesko«czenie wiele szeregów odwrotnych.

Udowodnimy teraz, przy pomocy zagadnienia szeregów odwrotnych do szeregów formal-
nych, »e mno»enie SF nie jest dziaªaniem ª¡cznym.

Twierdzenie 3.9. Mno»enie szeregów formalnych nie jest dziaªaniem ª¡cznym.

Dowód. Zaªó»my nie wprost, »e iloczyn SF jest ª¡czny, tzn. je±li gh ∈ C(f), to fg ∈ C(h) i
f(gh) = (fg)h dla ka»dych f, g, h ∈ F.
Wyka»emy teraz dwie wªasno±ci wynikaj¡ce z zaªo»onej ª¡czno±ci mno»enia szeregów formal-
nych:

(1) Niech g ∈ F(α). Je±li dla pewnego f ∈ F(α), f 6= S0, zachodzi fg = S0, to g
−1 nie

istnieje.
Zaªó»my, »e istnieje szereg g−1. Pomnó»my wi¦c równo±¢ fg = S0 przez g−1. Otrzyma-
my fgg−1 = S0g

−1 (zauwa»my, »e fgg−1 = f(gg−1) = f ∈ F), czyli fS1 = S0g
−1, a

st¡d f = S0, co jest sprzeczne z zaªo»eniem f 6= S0. Otrzymana sprzeczno±¢ dowodzi,
»e g−1 nie istnieje.

(2) Dla ka»dego f ∈ F, je»eli istnieje szereg f−1, to jest on jest okre±lony jednoznacznie.
Zaªó»my nie wprost, »e istniej¡ szeregi g1, g2 ∈ F takie, »e g1 6= g2 oraz fg1 = fg2 = S1.
Wtedy f(g1 − g2) = S0. Z zaªo»enia mamy g1 − g2 6= S0, wi¦c z (1) wynika, »e nie
istnieje szereg f−1, co dowodzi tezy.

Otrzymali±my sprzeczno±¢, bo wcze±niej podali±my przykªad szeregu, którego szereg odwrotny
nie jest okre±lony jednoznacznie. Otrzymana sprzeczno±¢ dowodzi, »e iloczyn szeregów formal-
nych nie jest ª¡czny.

Brak wªasno±ci ª¡czno±ci dziaªania mno»enia szeregów formalnych oraz niejednoznaczno±¢
okre±lenia szeregu odwrotnego bardzo utrudniaj¡ rozwa»anie zagadnienia szeregów odwrotnych
szeregów formalnych - nie mo»na np. jednoznacznie przyporz¡dkowa¢ danemu szeregowi f je-
go szeregu odwrotnego f−1, co czyni problem znalezienia warunku koniecznego/dostatecznego
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istnienia f−1 oraz wzoru na wspóªczynniki f−1 bardzo zªo»onym. Stwarza to tak»e komplika-
cje w próbie zde�niowania zªo»enia formalnych szeregów Laurenta (w literaturze znale¹li±my
jedynie zde�niowane zªo»enie formalnego szeregu Laurenta i formalnego szeregu pot¦gowego
[2]), gdy» wyst¦powaªyby w nim wyra»enia postaci f−n := (f−1)n := f−1 · ... · f−1 (n czyn-
ników), a szereg f−1 nie musi by¢ okre±lony jednoznacznie. Trudno te» jest zde�niowa¢ iloraz
szeregów formalnych, gdy» niemo»liwym w tej sytuacji jest zastosowanie "klasycznej" de�nicji
f
g = fg−1 (gdzie f, g ∈ F, g−1 ∈ F, f ∈ C(g−1)).

Mo»na jednak sformuªowa¢ pewne twierdzenia, jakie musz¡ speªnia¢ w pewnych przypadkach
szeregi odwrotne szeregów formalnych:

Twierdzenie 3.10. Niech f =
∑
n∈Z

cnαn ∈ F i zaªó»my, »e istnieje f−1 =
∑
n∈Z

dnαn (przy czym

dla ka»dego n ∈ Z, cn, dn ∈ R) oraz istniej¡ n,m ∈ Z, n 6= m, dla których cn, cm 6= 0. Je»eli,
dla ka»dego n ∈ Z, cn ≥ 0, to istnieje takie m ∈ Z, »e dm < 0.

Dowód. Z de�nicji szeregu f−1 wynika, »e
∞∑

m=−∞
cmd−m = 1 i, dla ka»dego n ∈ Z \ {0},

∞∑
m=−∞

cmdn−m = 0. Zaªó»my, »e dla ka»dego n ∈ Z zachodzi dn ≥ 0. Wtedy, aby zachodziªa

druga z przytoczonych w poprzednim zdaniu równo±ci, dla ka»dego m ∈ Z musi zachodzi¢
cm = 0 lub dn−m = 0. Zauwa»my jednak, »e je±li cm 6= 0, to dla ka»dego n ∈ Z zachodzi
dn−m = 0, czyli dla ka»dego k ∈ Z \ {−m} dk = 0. Poniewa» jednak istniej¡ dwie ró»ne liczby
caªkowite n,m, dla których cm 6= 0, wi¦c dk = 0 dla ka»dego k ∈ (Z \ {−m1}) ∪ (Z \ {−m2}),
czyli dk = 0 dla ka»dego k ∈ Z, wi¦c f−1 = S0, co jest niemo»liwe. Otrzymana sprzeczno±¢
dowodzi, »e istnieje takie m ∈ Z, »e dm < 0.

Uwaga 3.11. Je»eli dwa szeregi formalne f, g s¡ ró»nych typów, ale maj¡ takie same wspóª-
czynniki, to je»eli szereg o wspóªczynnikach bn jest szeregiem odwrotnym do f (niekoniecznie
jedynym), to szereg o wspóªczynnikach bn (ale tego typu, co szereg g) jest szeregiem odwrotnym
do g (niekoniecznie jedynym). Podobna wªasno±¢ dotyczy tak»e innych operacji arytmetycz-
nych na szeregach formalnych, np. dodawania, mno»enia, gdy» np. iloczyn szeregów formalnych
zale»y jedynie od wspóªczynników szeregów, nie od ich typu (co wynika bezpo±rednio z de�nicji
iloczynu SF).

Uwaga 3.12. Niech f =
∑
n∈Z

cnαn b¦dzie SF i niech k ∈ Z, g ∈ C(f). Oznaczmy gk := Sk(ğ).

Zachodzi fg =
∑
n∈Z

(f · gn)αn (gdzie · oznacza iloczyn punktowy dwóch SF).

Uwaga 3.13. Alternatywna de�nicja szeregu odwrotnego. Oznaczmy wspóªczynniki szeregu
f−1 przez dn, przy zaªo»eniu, »e f−1 istnieje, a szeregu f przez cn. Zauwa»my, »e zachodzi:
∞∑

m=−∞
cmd−m = f−1 · f0 = 1,

∞∑
m=−∞

cmdn−m = f−1 · fn = 0 (dla ka»dego n ∈ Z \ {0}). Szereg

f−1 mo»emy zatem zde�niowa¢ nast¦puj¡co:
szereg g ∈ F nazywamy szeregiem odwrotnym do szeregu f ∈ F(α), o ile istnieje szereg
formalny speªniaj¡cy poni»sze warunki:

• g · f0 = g · f̆ = 1,
• dla ka»dego n ∈ Z \ {0}: g · fn = 0.
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Mo»na udowodni¢ równie» pewne twierdzenia zwi¡zane z szeregami odwrotnymi szeregów
formalnych, nie znaj¡c bezpo±redniej postaci szeregu f−1 dla danego szeregu f . Poni»ej przed-
stawiam przykªad takiego twierdzenia.

Twierdzenie 3.14. Niech f =
∑
n∈Z

cnαn ∈ F, g =
∑
n∈Z

dnαn ∈ F i gf = S1 (tzn. g jest

szeregiem odwrotnym do f). Zaªó»my ponadto, »e istnieje granica lim
n→∞

n∑
s=1

k∑
m=−k

dmcs−m oraz

granica podwójna lim
n,k→∞

n∑
s=1

k∑
m=−k

dmcs−m. Wtedy

lim
n,k→∞

n∑
s=1

k∑
m=−k

dmcs−m = 0

oraz

lim
k→∞

lim
n→∞

n∑
s=1

k∑
m=−k

dmcs−m = 0.

Dowód. Z de�nicji szeregu odwrotnego do szeregu formalnego mamy

lim
k→∞

n∑
s=1

k∑
m=−k

dmcs−m =

n∑
s=1

(

∞∑
m=−∞

dmcs−m) = 0

Z tego wynika, »e

lim
n→∞

lim
k→∞

n∑
s=1

k∑
m=−k

dmcs−m = 0

Z zaªo»e« twierdzenia granica lim
k→∞

n∑
s=1

k∑
m=−k

dmcs−m oraz istnieje lim
n,k→∞

n∑
s=1

k∑
m=−k

dmcs−m.

Z powy»szych rozwa»a«, na mocy Twierdzenia 2.13 z [3] wynika, »e

lim
n,k→∞

n∑
s=1

k∑
m=−k

dmcs−m = 0

oraz

lim
k→∞

lim
n→∞

n∑
s=1

k∑
m=−k

dmcs−m = 0,

co ko«czy dowód.

4. Szeregi formalne: uj¦cie metryczne

Celem niniejszego paragrafu jest przedstawienie SF jako przestrzeni metrycznej. Poka»emy,
»e zastosowanie takiego spojrzenia na przestrze« SF do szukania szeregów odwrotnych jest
bardzo utrudnione z powodu struktury algebraicznej szeregów formalnych.
Z literatury znamy metryk¦ dord (np. [2]). Poni»ej konstruujemy i rozwa»amy inn¡ metryk¦ w
przestrzeni SF, w pewnym sensie analogiczn¡ do metryki stosowanej m.in. w przestrzeniach
funkcji ograniczonych oraz omawiamy pewne podobie«stwa i ró»nice tej metryki i metryki
dord, rozwa»aj¡c obie z nich pod k¡tem podobnych wªasno±ci.
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4.1. Metryka d(f, g) = 1− 1

2supn∈Z |an−bn|
.

Uwaga 4.1. Przyjmowa¢ b¦dziemy 2∞ =∞, 1
2∞ = 2−∞ = 0.

Lemat 4.2. Dane s¡ ci¡gi (zawieraj¡ce równie» wyrazy o indeksach ujemnych) (xn)n∈Z,
(yn)n∈Z, (zn)n∈Z o wyrazach zespolonych. Zachodzi wtedy

sup
n∈Z
|xn − yn| ≤ sup

n∈Z
|xn − zn|+ sup

n∈Z
|zn − yn|.

Dowód. Zauwa»my, »e

sup
n∈Z
|xn − zn|+ sup

n∈Z
|zn − yn| = sup

n∈Z
(|xn − zn|+ |zn − yn|) ≥ sup

n∈Z
|xn − yn|,

co ko«czy dowód.

Lemat 4.3. Niech x, y, z ∈ [0,+∞) ∪ {∞} i niech x+ y ≥ z. Zachodzi 1− 1
2x −

1
2y ≥ −

1
2z .

Dowód. Rozwa»my nast¦puj¡ce przypadki:

(1) x, y, z <∞:
Przeksztaª¢my nierówno±¢ 1− 1

2x −
1
2y ≥ −

1
2z równowa»nie:

1− 1

2x
− 1

2y
≥ − 1

2z
,

2x2y − 2y − 2x ≥ −2x+y−z,

(2x − 1)2y − 2x ≥ −2x+y−z.

Zauwa»my, »e (2x − 1)2y − 2x ≥ 2x − 1 − 2x = −1, natomiast x + y − z ≥ 0, wi¦c
−2x+y−z ≤ −1, co ko«czy t¦ cz¦±¢ dowodu.
Je±li x = +∞ lub y = +∞ lub z = +∞, to lemat jest prawdziwy w oczywisty sposób:

(2) x, y, z <∞:
Nierówno±¢ 1− 1

2x −
1
2y ≥ −

1
2z sprowadza si¦ do to»samo±ci 1 ≥ 0.

(3) x, y =∞, z <∞:
Nierówno±¢ 1− 1

2x −
1
2y ≥ −

1
2z sprowadza si¦ do postaci 1 ≥ − 1

2z , której prawdziwo±¢
jest oczywista.

(4) x, y <∞, z =∞ - sprzeczno±¢ z zaªo»eniem x+ y ≥ z.
(5) x =∞, y, z <∞ (analogicznie rozpatrujemy przypadek y =∞, x, z <∞):

Nierówno±¢ 1− 1
2x −

1
2y ≥ −

1
2z sprowadza si¦ do postaci 1− 1

2y ≥ −
1
2z ; lewa strona tej

nierówno±ci jest nieujemna, a prawa- niedodatnia, co ko«czy t¡ cz¦±¢ dowodu.
(6) x, z =∞, y <∞ (analogicznie rozpatrujemy przypadek y, z =∞, x <∞):

Nierówno±¢ 1− 1
2x −

1
2y ≥ −

1
2z sprowadza si¦ do postaci 1− 1

2y ≥ 0, której prawdziwo±¢
jest oczywista, bo y ≥ 0.

Ustalmy pewien dowolny, ustalony zbiór X, funkcj¦ α : X 7→ C; przyjmowa¢ b¦dziemy
równie» F = F(α).
Rozwa»my przestrze« metryczn¡ (F, d), gdzie d : F×F 7→ R+∪{0} jest metryk¡ dan¡ wzorem

d(f, g) := 1− 1

2
sup
n∈Z
|an−bn|

, gdzie an, bn − wspóªczynniki szeregów odpowiednio f i g.

Przestrze« (F, d) jest faktycznie przestrzeni¡ metryczn¡, gdy» dla ka»dych f, g, h ∈ F:
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(1) d(f, g) = 0⇐⇒ 2
sup
n∈Z
|an−bn|

= 1⇐⇒ sup
n∈Z
|an−bn| = 0⇐⇒ ∀n∈Zan−bn = 0⇐⇒ f = g,

(2) d(f, g) = d(g, f), poniewa» dla ka»dych an, bn ∈ C, |an − bn| = |bn − an|,
(3) d(f, g) ≤ d(f, h) + d(h, g), na mocy Lematu 4.2 i Lematu 4.3,

czyli d speªnia aksjomaty metryki na F.

W dalszych rozwa»aniach, o ile nie powoduje to nieporozumie«, przez metryk¦ d rozumie¢
b¦dziemy metryk¦ zde�niowan¡ powy»ej. W nast¦pnym podrozdziale wszystkie rozwa»ania
b¦d¡ si¦ natomiast koncentrowaªy wokóª metryki dord.

Uwaga 4.4. Zauwa»my, »e na przestrzeni F nie mo»emy zde�niowa¢ metryki analogicznej
do klasycznej metryki supremalnej. Istotnie, oznaczmy wspóªczynniki szeregu formalnego f
przez an, a szeregu formalnego g przez bn. Oczywi±cie mo»na tak dobra¢ szeregi f, g, by
sup
n∈Z
|an − bn| = +∞ (np. niech wspóªczynniki szeregu f b¦d¡ równe an = n, a szeregu g:

bn = 2n), zatem funkcja dsup(f, g) = sup
n∈Z
|an − bn| nie speªnia de�nicji metryki na F, gdy»

metryka nie mo»e przyjmowa¢ warto±ci niesko«czonej.

De�nicja 4.5. Dany jest ci¡g (fn)n∈N, gdzie fn =
∑
k∈Z

ak,nαk ∈ F. Szereg g =
∑
k∈Z

bkαk ∈ F

nazywamy granic¡ ci¡gu (fn), gdy

∀ε>0∃N∈N∀n>Nd(fn, g) < ε.

O ci¡gu (fn)n∈N mówimy wtedy, »e jest zbie»ny do szeregu formalnego g.

Twierdzenie 4.6. Niech (fn) = (
∞∑

k=−∞
ak,nαk). Je»eli lim

n−→∞
fn = g =

∞∑
k=−∞

bkαk, to

∀k ∈ Z lim
n−→∞

ak,n = bk.

Dowód. Zachodzi lim
n−→∞

fn = g =
∞∑

k=−∞
bkαk ∈ F wtedy i tylko wtedy, gdy

∀ε>0∃N∈N∀n>N1− 1

2supk∈Z |ak,n−bk|
< ε, czyli

∀ε>0∃N∈N∀n>N sup
k∈Z
|ak,n − bk| < log2

1

1− ε
.

Dla ka»dego 1 > ε > 0, log2
1

1−ε > 0 oraz dla ka»dego ε > 0 α = 1− 1
2ε > 0 speªnia równanie

ε = log2
1

1−α . Z tego wynika, »e je»eli

∀ε>0∃N∈N∀n>N1− 1

2supk∈Z |ak,n−bk|
< ε, to

∀ε>0∃N∈N∀n>N sup
k∈Z
|ak,n − bk| < ε.

St¡d
∀ε>0∃N∈N∀n>N∀k∈Z|ak,n − bk| < ε, czyli

lim
n−→∞

fn = lim
n−→∞

(

∞∑
k=−∞

ak,nαk) = g =

∞∑
k=−∞

dkαk implikuje

∀k ∈ Z lim
n−→∞

ak,n = bk,
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co ko«czy dowód.

Twierdzenie odwrotne do powy»szego nie zachodzi. Istotnie, to »e ∀k ∈ Z lim
n−→∞

ak,n = bk

(czyli ∀k∈Z∀ε>0∃N∈N∀n>N |ak,n−bk| < ε) nie implikuje ∀ε>0∃N∈N∀n>N∀k∈Z|ak,n−bk| < ε, wi¦c

w szczególno±ci nie musi zachodzi¢ ∀ε>0∃N∈N∀n>N1− 1

2
supk∈Z |ak,n−bk|

< ε, ani ∀ε>0∃N∈N∀n>N1−
1

2
supk∈Z |ak,n−bk|

< ε (por. pierwsza cz¦±¢ powy»szego dowodu). Rozwa»my przykªadowo ci¡g sze-

regów formalnych (fn =
∑
m∈Z

an,mαm)n∈N, gdzie

an,m =

{
1, |m| ≥ n
0, |m| < n.

Dla ka»dego m ∈ Z, lim
n→∞

an,m = 0, jednak d(fn, S0) = 1 − 1
21

= 1
2 dla ka»dego n ∈ N, zatem

ci¡g (fn) nie jest zbie»ny do S0.

Uwaga 4.7. Z powy»szych rozwa»a« wynika, »e je»eli dla ka»dego k ∈ Z, ak,n → bk, to fn → g
lub ci¡g (fn) nie posiada granicy (w metryce d).

Uwaga 4.8. Niech (Sn) oznacza ci¡g szeregów cz¦±ciowych szeregu f , tzn. dla f =
∑
n∈Z

anαn

oraz dla ka»dego m ∈ N ∪ {0},

Sm :=
∑
n∈Z

a(m)
n αn, gdzie

a(m)
n :=

{
an, |n| < m
0, |n| ≥ m.

Zauwa»my, »e niekoniecznie lim
n→∞

Sn = f . Istotnie, ustalmy f =
∑
m∈Z

amαm, gdzie am = 1,

m ∈ Z. Wtedy d(Sn, f) = 1 dla ka»dego n ∈ N.
Z powy»szego twierdzenia wynika jednak nast¦puj¡cy fakt: je»eli Sn to ci¡g szeregów cz¦±cio-
wych szeregu f , to lim

n→∞
Sn = f lub ci¡g Sn nie posiada granicy.

Twierdzenie 4.9. Niech (Sm)m∈N∪{0} oznacza ci¡g szeregów cz¦±ciowych szeregu f ∈ F.
Wtedy lim

m→∞
Sm = f wtedy i tylko wtedy, gdy lim

m→∞
δn = 0 (gdzie δn = sup

n∈Z,|n|>m
|an|, an to

wspóªczynnik szeregu f , n ∈ N).

Dowód. Oznaczmy wspóªczynniki szeregu Sm przez bm,n. Wtedy

d(Sm, f) = sup
n∈Z
|bn,m − an|.

Zauwa»my, »e

|bn,m − an| =
{

0, n ≤ m
|an|, n > m.

Z tego wynika, »e

d(Sm, f) = sup
n∈Z,|n|>m

|an| = δn.

Z de�nicji granicy ci¡gu SF wynika, »e Sm → f wtedy i tylko wtedy, gdy d(Sm, f)→ 0, czyli
lim
m→∞

δm = 0, co ko«czy dowód.
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De�nicja 4.10. Dany jest ci¡g (fn)n∈N, gdzie fn =
∑
k∈Z

ak,nαk ∈ F). Ci¡g (fn) nazywamy

ci¡giem Cauchy'ego, gdy

∀ε>0∃N∈N∀n,m>N1− 1

2supk∈Z |ak,n−ak,m|
= d(fn, fm) < ε.

Uwaga 4.11. Analogicznie do dowodu Twierdzenia 4.6 mo»na udowodni¢, »e je»eli ci¡g SF-

ów (fn =
∞∑

m=−∞
am,nαm) jest ci¡giem Cauchy'ego, to dla ka»dego m ∈ Z, ci¡g (am,n)n∈Z jest

ci¡giem Cauchy'ego, tj. dla ka»dego ε > 0 istnieje taka liczba N ∈ N, »e dla dowolnych s, t > N
|am,s − am,t| < ε.

Uwaga 4.12. Je»eli ci¡g (fn), fn =
∞∑

m=−∞
am,nαm, jest ci¡giem Cauchy'ego, to dla ka»dego

m ∈ Z, ci¡g am,n (ze wzgl¦du na n) jest ci¡giem Cauchy'ego, zatem dla ka»dego m ∈ Z, ci¡g
am,n (ze wzgl¦du na n) jest zbie»ny. Nie dowodzi to jednak zbie»no±ci ci¡gu (fn), a co za tym
idzie - zupeªno±ci przestrzeni (F, d). W dalszej cz¦±ci tego rozdziaªu poka»emy jednak innym
sposobem, »e przestrze« (F, d) jest zupeªna.

Uwaga 4.13. Zauwa»my, »e z dowodu Twierdzenia 4.6 wynika, »e stwierdzenie

(1) ∀ε>0∃N∈N∀n>N1− 1

2
sup
k∈Z
|ak,n−bk|

< ε jest równowa»ne stwierdzeniu

(2) ∀ε>0∃N∈N∀n>N sup
k∈Z
|ak,n − bk| < ε.

Analogicznie mo»na sprawdzi¢, »e

(1) ∀ε>0∃N∈N∀n,m>N1− 1

2
sup
k∈Z
|ak,n−ak,m|

< ε wtedy i tylko wtedy, gdy

(2) ∀ε>0∃N∈N∀n,m>N sup
k∈Z
|ak,n − ak,m| < ε

(gdzie ak,n ∈ C dla ka»dego k ∈ Z, n ∈ N).

Twierdzenie 4.14. ([1], Tw. 7.8), Ci¡g funkcji (fn) okre±lonych na zbiorze E o warto±ciach
zespolonych, jest na tym zbiorze jednostajnie zbie»ny wtedy i tylko wtedy, gdy

∀ε>0∃N∈N∀m,n≥N,x∈E |fn(x)− fm(x)| ≤ ε.

W dowodzie twierdzenia o zupeªno±ci przestrzeni (F, d) post¦powa¢ b¦dziemy podobnie, jak
w dowodzie Twierdzenia 7.15 z [1], jednak rozwa»a¢ b¦dziemy nieco inny typ funkcji (szereg
formalny ustalonego typu to w istocie funkcja f : Z 7→ C):

Twierdzenie 4.15. Przestrze« metryczna (F, d) (gdzie d(f, g) = 1− 1

2
sup
n∈Z

|an−bn| ) jest zupeªna.

Dowód. Niech (fn =
∑
k∈Z

fn,kαk)n∈N b¦dzie ci¡giem Cauchy'ego. Wtedy

∀ε>0∃N∈N∀n,m>Nd(fn, fm) < ε, zatem, na mocy uwagi 4.13,

∀ε>0∃N∈N∀n,m>N sup
k∈Z
|ak,n − ak,m| < ε, zatem

∀ε>0∃N∈N∀n,m>N∀k∈Z|ak,n − ak,m| < ε.

Poniewa» szereg formalny to funkcja z Z w C, to ci¡g (fn) mo»na traktowa¢ jako ci¡g funkcji
(fn) argumentu k ∈ Z (ak,n := f(n, k)). Z dowodu Twierdzenia 4.6 oraz de�nicji jednostajnej



16

zbie»no±ci ci¡gu funkcyjnego bezpo±rednio wynika, »e ci¡g (fn) jest zbie»ny wtedy i tylko
wtedy, gdy ci¡g (fn,k) jest zbie»ny jednostajnie ze wzgl¦du na k. Wiemy, »e

∀ε>0∃N∈N∀n,m>N∀k∈Z|ak,n − ak,m| < ε,

zatem, na mocy Twierdzenia 4.14, istnieje funkcja f : Z 7→ C, do której ci¡g (fn,k) jest
jednostajnie zbie»ny, zatem ci¡g (fn) jest zbie»ny, co ko«czy dowód.

4.2. Metryka dord. Zde�niujmy najpierw poj¦cie rz¦du szeregu formalnego oraz metryk¦ dord:

De�nicja 4.16. [2] Niech f =
∑
n∈Z

anαn ∈ F. Rz¦dem szeregu f 6= S0 nazywamy liczb¦

ord(f) := min{|n| : an 6= 0}.
Przyjmujemy ord(S0) = +∞.

W przestrzeni szeregów formalnych mo»na okre±li¢ metryk¦ dord jako dord(f, g) = 2−ord(f−g)

dla ka»dych f, g ∈ F. Dowód, »e tak zde�niowana funkcja dord speªnia aksjomaty metryki
znajduje si¦ np. w [2]. W ksi¡»ce [2] metryka dord jest zde�niowana na zbiorze formalnych
szeregów Laurenta. Wszelkie jej wªasno±ci s¡ jednak takie same, jak wªasno±ci metryki dord
zde�niowanej na F (metryka zde�niowana powy»ej nie zale»y od typu rozwa»anych szeregów).
Dla metryki dord zachodzi mocniejsza wersja Twierdzenia 4.6:

Twierdzenie 4.17. Niech (fn), fn =
∑
m∈Z

an,mαm b¦dzie ci¡giem SF i niech g =
∑
m∈Z

bmαm ∈

F. Wtedy je»eli lim
n→∞

fn = g (w metryce dord), to dla ka»dego m ∈ Z istnieje takie N ∈ N, »e
dla ka»dego n > N an,m = bm.

Dowód. Na mocy de�nicji granicy w przestrzeni metrycznej, dla ka»dego ε > 0 istnieje N ∈ N
takie, »e dla ka»dego n > N , 2−ord(fn−g) < ε, czyli ord(fn − g) > M , gdzie M = − log2 ε.
Z tego wynika, »e, dla ka»dego m ≤M , an,m−bm = 0. Poniewa» dla ka»dego ε ∈ (0, 1) istnieje
takie α > 0, »e − log2 ε = α, zatem dla ka»dego m ∈ Z mo»na dobra¢ odpowiednie M , a co z
tego wynika, odpowiednie ε i N , zatem dla ka»dego m ∈ Z istnieje takie N ∈ N, »e dla ka»dego
n > N an,m − bm = 0.

Uwaga 4.18. Zachodzi równie» twierdzenie odwrotne do powy»szego twierdzenia. Istotnie,
zaªó»my, »e dla ka»dego m ∈ Z istnieje takie N ∈ N, »e dla ka»dego n > N , an,m − bm = 0.
Oznaczmy t¦ liczb¦ przez N(m). Zauwa»my, »e dla danego k ∈ Z i n > max|s|<k,s∈ZN(s),
ord(fn−g) ≥ k. Oznaczmy przezK(n) maksymaln¡ warto±¢ k, dla której dana liczba n speªnia
nierówno±¢ n > max|s|<k,s∈ZN(s). Wtedy ord(fn−g) ≥ K(n). Gdy n d¡»y do niesko«czono±ci,
to K(n) oczywi±cie równie» d¡»y do niesko«czono±ci, zatem lim

n→∞
ord(fn − g) = +∞ oraz

lim
n→∞

d(fn, g) = 0. Z tego wynika, »e

∀ε>0∃N∈N∀n>Nd(fn, g) < ε,

co ko«czy dowód.

Uwaga 4.19. Analogicznie do dowodu Twierdzenia 4.6 mo»na udowodni¢, »e je»eli ci¡g SF

(fn =
∞∑

m=−∞
am,nαm)n∈N jest ci¡giem Cauchy'ego, to dla ka»degom ∈ Z, ci¡g am,n (ze wzgl¦du

na n) jest ci¡giem Cauchy'ego w przestrzeni metrycznej (F, dord).

Przestrze« (F, dord) jest zupeªna. Fakt ten ªatwo wynika z dowodu Proposition 6.6.5 w [2].
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De�nicja 4.20. Szereg f ∈ F nazywa¢ b¦dziemy szeregiem sko«czonym z lewej strony, je»eli
istnieje taka liczba caªkowita N , »e dla ka»dego n ∈ Z, wspóªczynniki an szeregu f s¡ równe
0, o ile n < N .

Zauwa»my, »e ka»dy szereg f sko«czony z lewej strony (ró»ny od S0) mo»emy zapisa¢ w
postaci S−N (g) (tj. f = S−N (g)), N ∈ N, dla pewnego szeregu g o wspóªczynnikach bn takich,
»e bn = 0 dla ka»dego n < 0 i b0 6= 0. .

De�nicja 4.21. Szeregiem S-O szeregu f = S−N (g) (przy oznaczeniach z obserwacji powy»ej)
sko«czonego z lewej strony nazywamy szereg fo = SN (g−1), gdzie g−1 jest szeregiem odwrot-
nym do g o wspóªczynnikach o indeksach ujemnych równych 0 i wspóªczynniku o indeksie 0
ró»nym od 0 (tj. gg−1 = S1 oraz, oznaczaj¡c wspóªczynniki szeregu g−1 przez cn, cn = 0 dla
ka»dego n < 0 oraz c0 6= 0). Tak zde�niowany szereg g−1 jest okre±lony jednoznacznie na mocy
twierdzenia o istnieniu, jednoznaczno±ci i postaci szeregu odwrotnego do formalnego szeregu
pot¦gowego (Theorem 1.1.9, [2]) i uwagi 3.11).

Twierdzenie 4.22. Je»eli szereg g jest szeregiem S-O szeregu f sko«czonego z lewej strony
(tj. f = S−N (g), N ∈ N), to fg = S1.

Dowód. Oznaczmy wspóªczynniki szeregu g przez an, szeregu g−1 przez bn, szeregu gg−1

przez cn, szeregu S−N (g) przez xn, szeregu SN (g−1) przez yn, a szeregu (S−N (g))(SN (g−1))
przez kn. Wtedy xn = an+N , yn = bn−m, zatem

kn =
∑
m∈Z

xmyn−m =
∑
m∈Z

am+Nbn−N−m.

Wiemy jednak, »e je»eli dla pewnego n, an 6= 0 (lub bn 6= 0), to n ≥ 0, zatem

kn =
∑
m∈Z

am+Nbn−N−m =

n−N∑
m=−N

am+Nbn−N−m =

n∑
s=0

asbn−s

(podstawiaj¡c s = m+N).
Mamy teraz

cn =
∑
m∈Z

ambn−m =

n∑
m=0

ambn−m.

Z tego wynika, »e cn = kn dla ka»dego n ∈ Z, zatem
(S−N (g))(SN (g−1)) = gg−1 = S1, co ko«czy dowód.

Poni»ej przedstawiam twierdzenie, które zdecydowanie utrudnia próby poszukiwania sze-
regów odwrotnych do danego SF, korzystaj¡c z metryki dord. Uniemo»liwia ono obliczanie
szeregu odwrotnego do szeregu f , który nie jest sko«czony z lewej strony, jako granicy ci¡gu
szeregów S-O szeregów cz¦±ciowych Sn szeregu f .

Twierdzenie 4.23. Niech (Sn)n∈N b¦dzie ci¡giem szeregów cz¦±ciowych szeregu f ∈ F (por.
uwaga 4.8). Niech S−1

n , n ∈ N oznacza szereg S-O szeregu Sn, o ile istnieje. Je±li istnieje szereg
odwrotny do f oraz istnieje granica lim

n→∞
S−1
n = g ∈ F (w metryce dord) i fg = S1, to f jest

sko«czony z lewej strony.

Dowód. W dowodzie stosujemy oznaczenia z de�nicji szeregu sko«czonego z lewej strony
i szeregu S-O. Istnieje co najmniej jeden szereg odwrotny do szeregu f , wi¦c f 6= S0, zatem
istnieje takieM ∈ N, »e dla ka»dego n > M , Sn 6= S0. Dalsze cz¦±ci dowodu rozwa»a¢ b¦dziemy
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rozwa»a¢ tylko dla n > M . Oznaczmy Sn = S−N(n)(gn) (−N(n)-translacja szeregu gn, N(n) ∈
N, gn to dla ka»dego n ∈ N szereg formalny o wspóªczynnikach o indeksach ujemnych równych 0
oraz wspóªczynniku o indeksie 0 ró»nym od 0). Wtedy S−1

n = SN(n)(g
−1), zatem szereg S−1

n ma
niezerowe wspóªczynniki tylko dla n > N(n) (oczywi±cie niektóre wspóªczynniki o indeksach
n > N(n) równie» mog¡ wynosi¢ 0). Z tego wynika, »e ord(S−1

n ) ≥ N(n). �atwo sprawdzi¢, »e
je»eli szereg f nie jest sko«czony z lewej strony, to lim

n→∞
N(n) =∞, czyli lim

n→∞
ord(S−1

n ) =∞,

zatem lim
n→∞

dord(S
−1
n , S0) = 0, zatem lim

n→∞
S−1
n = S0. Niemo»liwym jest jednak, by fS0 = S1.

Otrzymana sprzeczno±¢ dowodzi, »e szereg f jest sko«czony z lewej strony, co ko«czy dowód.

Uwaga 4.24. Zauwa»my, »e nie istnieje analogiczny dowód dla metryki d z poprzedniego
podrozdziaªu, gdy» wtedy lim

n→∞
N(n) =∞ nie implikuje lim

n→∞
d(S−1

n , S0) = 0.

Uwaga 4.25. Zbie»no±¢ ci¡gu SF w metryce d nie implikuje zbie»no±ci w metryce dord. Istot-
nie, ustalmy ci¡g szeregów formalnych (fn =

∑
m∈Z

cn,mαm), gdzie cn,m = 1
n , m ∈ Z, n ∈ N.

• Poka»emy, »e w metryce d ci¡g fn jest zbie»ny do S0:
Zauwa»my, »e sup

m∈Z
|cn,m − 0| = 1

n , zatem d(fn, g) = 1− 1
21/n

oraz lim
n→∞

d(fn, g) = 0.

• Udowodnimy, »e w metryce dord ci¡g (fn) jest rozbie»ny:
Zaªó»my nie wprost, »e g =

∑
m∈Z

amαm jest granic¡ ci¡gu (fn). Rozpatrzmy nast¦puj¡ce

przypadki:
(1) nie istnieje takie n ∈ N, »e a0 = 1

n :
Wtedy dla ka»dego n ∈ N, d(fn, g) = 1, gdy» ord(fn, g) = 0, zatem ci¡g (fn) nie
jest zbie»ny do g.

(2) a0 = 1
N dla pewnego N ∈ N. Wtedy

ord(fn, g) =

{
0, n 6= N
N, n = N.

Zatem dla ka»dego n > N , d(fn, g) = 2−ord(fn,g) = 20 = 1. Z tego wynika, »e ci¡g
(fn) nie jest zbie»ny do g.

Otrzymali±my sprzeczno±¢, co dowodzi, »e ci¡g (fn) jest rozbie»ny.

Uwaga 4.26. Zbie»no±¢ ci¡gu SF w metryce dord nie implikuje zbie»no±ci tego samego ci¡gu
w metryce d. Istotnie, ustalmy ci¡g szeregów formalnych (fn =

∑
m∈Z

cn,mαm), gdzie dla ka»dego

m ∈ Z, n ∈ N,

cn,m =

{
1, |m| ≥ n
0, |m| < n.

• Udowodnimy, »e w metryce dord ci¡g fn jest zbie»ny do S0:
Zauwa»my, »e ord(fn − S0) = ord(fn) = n, czyli 2−(ord(fn−g)) = 2−n. Oczywi±cie ci¡g
(2−n)n∈N d¡»y do zera przy n→∞, zatem

∀ε>0∃N∈N∀n>Nd(fn, g) = 2−n < ε, co ko«czy t¦ cz¦±¢.

• Udowodnimy, »e w metryce d ci¡g (fn) jest rozbie»ny:
Dla ka»dego m ∈ Z, lim

n→∞
cn,m = 0, zatem mocy Twierdzenia 4.6 i uwagi 4.7, ci¡g (fn)
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jest zbie»ny do S0 lub nie posiada granicy. Mamy teraz

d(fn, g) = 1− 1

2
sup
m∈Z
|cn,m−0| = 1− 1

21
=

1

2
, zatem granic¡ ci¡gu (fn) nie jest S0.

Z tego wynika, »e ci¡g (fn) jest rozbie»ny.

5. Klasyczne i formalne szeregi Laurenta i Fouriera oraz ich zastosowania

Przypomnimy teraz de�nicj¦ formalnego szereg Fouriera i formalnego szereg Laurenta z
przykªadu 2.3:

De�nicja 5.1. Formalnym szeregiem Laurenta (FSL) nazywamy szereg formalny typu αn :=
xn, n ∈ Z.
Formalnym szeregiem Fouriera (FSF) nazywamy szereg formalny typu αn := einx, n ∈ Z.

Wyst¦puje pewna ró»nica mi¦dzy powy»sz¡ de�nicj¡ a najcz¦±ciej u»ywan¡ w literaturze
de�nicj¡ formalnego szeregu Laurenta. Zwykle de�niuje si¦ szereg Laurenta jako ka»de od-
wzorowanie z Z w C (np. [2]). W teorii równa« ró»niczkowych cz¡stkowych u»ywa si¦ jednak
formalnych szeregów Fouriera

∑
n∈Z

cne
inx, cn ∈ C, n ∈ Z. W ±wietle ogólnie stosowanej de�nicji

formalnego szeregu Laurenta ka»de odwzorowanie Z w C jest szeregiem Laurenta, natomiast
formalny szereg Fouriera równie» nale»aªoby zde�niowa¢ jako odwzorowanie z Z w C. To mo»e
stwarza¢ pewne nie±cisªo±ci, które nie wyst¦puj¡ w De�nicji 5.1.
Zauwa»my, »e przy powy»szej de�nicji formalnego szeregu Fouriera i Laurenta, wszystkie de-
�nicje oraz twierdzenia zawarte we wcze±niejszej cz¦±ci pracy mo»na stosowa¢ do przestrzeni
formalnych szeregów Fouriera i formalnych szeregów Laurenta.
W przypadku klasycznych szeregów Laurenta i Fouriera symbol

∑
oznacza "zwykªe" sumo-

wanie, w przeciwie«stwie do szeregów formalnych, gdzie symbol ten nie ma ±ci±le okre±lonego
znaczenia.

5.1. O pewnych zastosowaniach klasycznych szeregów Laurenta i Fouriera. Zagad-
nienie rozwijania funkcji w szeregi Fouriera i Laurenta b¦dzie gªównym tematem tej cz¦±ci
pracy. W kolejnym podrozdziale poka»emy przykªady zastosowania pewnych twierdzenia ana-
lizy formalnej i u»yjemy formalnej interpretacji szeregów Fouriera i Laurenta.
Zacznijmy od podstawowych twierdze« zwi¡zanych z rozwijaniem funkcji w szeregi Fouriera i
Laurenta (pochodz¡ one z prac [5], [7], [8]):

De�nicja 5.2. Szeregiem Fouriera funkcji 2π-okresowej f : C 7→ C w postaci zespolonej
nazywamy, o ile istnieje, szereg

∑
n∈Z

cne
inx, gdzie

cn =
1

2π

π∫
−π

f(t)eintdt.

Uwaga 5.3. Wyst¦puje pewna ró»nica mi¦dzy szeregiem Fouriera de�niowanym w literatu-
rze (np. [1], De�nicja 8.9) a szeregiem z powy»szej de�nicji. Jest ona spowodowana ró»ny-

mi de�nicjami sumy
∞∑

n=−∞
(czyli

∑
n∈Z

). W de�nicji znajduj¡cej si¦ np. w [1] przyjmuje si¦

∑
n∈Z

cne
inx := lim

N→∞

N∑
n=−N

cne
inx. Jednak zgodnie z de�nicj¡ stosowan¡ w analizie formalnej
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(np. [2], [8], por. uwaga 2.5) nale»aªoby zapisa¢
∑
n∈Z

cne
inx :=

∞∑
n=0

cne
inx +

∞∑
n=1

c−ne
−inx =

lim
N→∞

N∑
n=0

cne
inx+ lim

N→∞

N∑
n=1

c−ne
−inx. Je±li istniej¡ granice lim

N→∞

N∑
n=0

cne
inx i lim

N→∞

N∑
n=1

c−ne
−inx,

to istnieje granica lim
N→∞

N∑
n=−N

cne
inx, natomiast implikacja w drug¡ stron¦ nie zachodzi (istot-

nie, ustalmy takie cn, n ∈ Z oraz x ∈ C, »e cneinx = 1, n ≥ 0, cne
inx = −1, n < 0. Wtedy

lim
N→∞

N∑
n=−N

cne
inx = 1, ale ci¡gi (

N∑
n=0

cne
inx)N∈N∪{0} i (

N∑
n=1

c−ne
−inx)N∈N s¡ rozbie»ne). To

pokazuje, »e obie interpretacje szeregu
∑
n∈Z

cne
inx de�niuj¡ szeregi o tych samych wspóªczyn-

nikach, oraz - o ile w ±wietle obu de�nicji s¡ zbie»ne - zbie»ne do tej samej sumy. Mog¡ jednak
istnie¢ takie x ∈ C, dla których, w zale»no±ci od de�nicji sumy

∑
n∈Z

, szereg
∑
n∈Z

cne
inx mo»e

by¢ zbie»ny lub rozbie»ny. Dlatego szereg Fouriera traktowany w sposób formalny (czyli szereg∑
n∈Z

cne
inx oznacza szereg formalny typu einx o wspóªczynnikach cn, n ∈ Z) jest niezale»ny od

de�nicji sumowania od −∞ do ∞, ró»nice pojawiaj¡ si¦ jedynie przy rozwa»aniu zbie»no±ci
danego szeregu.
Nale»y zaznaczy¢, »e szereg

∑
n∈Z

cne
inx, przy przyjmowanej w caªej pracy (por. uwaga 2.5),

de�nicji sumy po n ∈ Z, nie jest równowa»ny postaci trygonometrycznej szeregu Fouriera
a0
2 +

∞∑
n=1

(an cosnx + bn sinnx) - w przeciwie«stwie do szeregu rozwa»anego przy drugiej z

przytoczonych de�nicji sumy niesko«czonej. To oznacza, »e zbie»no±¢ szeregu w postaci trygo-
nometrycznej nie jest równowa»na zbie»no±ci szeregu

∑
n∈Z

cne
inx (przykªad potwierdzaj¡cy ten

fakt znajduje si¦ w dalszej cz¦±ci tego rozdziaªu, po tej uwadze).

W rozdziale tym u»ywa¢ b¦dziemy de�nicji
∞∑
n=0

cne
inx+

∞∑
n=1

c−ne
−inx, gdy» jest ona stosowana

w teorii szeregów Laurenta i analizie formalnej (która jest tematem niniejszej pracy). Dlatego
pisz¡c, »e szereg

∑
n∈Z

cne
inx jest zbie»ny, mam na my±li wªa±nie tak¡ zbie»no±¢.

Przykªad 5.4. Rozwa»my nast¦puj¡cy szereg S: 1
2 +

∞∑
n=1

sinnx (czyli szereg Fouriera w po-

staci trygonometrycznej a0
2 +

∞∑
n=1

(an cosnx + bn sinnx), dla którego a0 = 1, an = 0 (n ∈ N),

bn = 1 (n ∈ N)). Aby zapisa¢ ten szereg w postaci
∑
n∈Z

cne
inx, ustalmy c0 = a0

2 = 1
2 ,

cn = an−ibn
2 = 1

2 , c−n = an+ibn
2 = 1

2 . Wtedy szereg
∑
n∈Z

1
2e
inx jest równowa»ny szeregowi

S, o ile zde�niujemy
∑
n∈Z

cne
inx := lim

N→∞

N∑
n=−N

cne
inx (por. [5], strona 3). Zauwa»my, »e sze-

reg S jest zbie»ny dla x = 0, zatem szereg
∑
n∈Z

1
2e
inx jest zbie»ny dla x = 0 (dla de�nicji
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sumowania
∑
n∈Z

cne
inx := lim

N→∞

N∑
n=−N

cne
inx, z równowa»no±ci postaci trygonometrycznej i wy-

kªadniczej szeregu Fouriera). Jednak je»eli zde�niujemy
∑
n∈Z

1
2e
inx = 1

2(
∞∑
n=0

einx +
−∞∑
n=1

e−inx,

szereg
∑
n∈Z

1
2e
inx b¦dzie rozbie»ny dla x = 0 (wtedy einx = 1 dla ka»dego n ∈ Z). To pokazuje,

»e zbie»no±ci szeregu Fouriera w ±wietle obu de�nicji sumowania po n ∈ Z nie s¡ równowa»ne.

De�nicja 5.5. Szeregiem Laurenta funkcji f : C 7→ C w pier±cieniu P = {z ∈ C : r < |z| < R}
nazywamy, o ile istnieje, szereg

∑
n∈Z

anx
n taki, »e

an =
1

2πi

∮
γ

f(z)dz

zn+1

gdzie γ ⊂ P jest dowoln¡ krzyw¡ zamkni¦t¡ (musi by¢ ona jednak poªo»ona w caªo±ci w
obszarze zbie»no±ci danego szeregu Laurenta (por. twierdzenie o zbie»no±ci szeregu Laurenta
w dalszej cz¦±ci tego rozdziaªu) i zorientowan¡ dodatnio wzgl¦dem swojego wn¦trza.

Uwaga 5.6. Pisz¡c w powy»szych de�nicjach, »e szereg Laurenta/Fouriera istnieje, mam na
my±li mo»liwo±¢ obliczenia wspóªczynników an/cn (czyli istnienie i zbie»no±¢ caªek, którymi
te wspóªczynniki si¦ wyra»aj¡), a nie - zbie»no±¢ danego szeregu.

Uwaga 5.7. Szereg Laurenta nie jest okre±lony w punkcie x = 0. Dlatego pisz¡c, »e szereg
Laurenta jest zbie»ny w obszarze P ⊂ C, mam na my±li, »e szereg ten jest zbie»ny w obszarze
P \ {0}.

Uwaga 5.8. Nie mo»na stwierdzi¢, »e je»eli szereg L(x) jest szeregiem Laurenta funkcji f w
pewnym pier±cieniu P , to jest on szeregiem Laurenta tej funkcji w pier±cieniu P ′ nie b¦d¡cym
podzbiorem pier±cienia P . Istotnie, rozwa»my funkcj¦ f(z) = 1

z−1 , z ∈ C \ {1}. Zauwa»my, »e

w pier±cieniu 0 < |z| < 1

1

z − 1
= − 1

1− z
=
∞∑
n=0

−zn,

natomiast w pier±cieniu 1 < |z| <∞,

1

z − 1
= − 1/z

1− 1/z
=

−∞∑
n=1

z−n.

Powy»szy przykªad uzasadnia, »e de�nicja szeregu Laurenta funkcji f musi uwzgl¦dnia¢ pier-
±cie«, w którym t¦ funkcj¦ rozwijamy - nie mo»na jednoznacznie mówi¢ o szeregu Laurenta
funkcji f (trzeba uwzgl¦dni¢ równie», na jakim pier±cieniu rozwijamy t¦ funkcj¦ w szereg Lau-
renta).

Przed rozpocz¦ciem dalszych rozwa»a« warto równie» zbada¢ kwesti¦ zbie»no±ci szeregu Fo-
uriera i Laurenta (warunek zbie»no±ci szeregu Laurenta pochodzi z [8], warunek dla szeregu
Fouriera formuªujemy poni»ej):

Twierdzenie 5.9. Dany szereg Laurenta
∑
n∈Z

anx
n, x ∈ C jest

• zbie»ny, dla |x| ∈ (r,R),
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• rozbie»ny, dla |x| /∈ [r,R],

gdzie r := lim sup
n→∞

|a−n|1/n, 1/R := lim sup
n→∞

|an|1/n.

Twierdzenie 5.10. Dany szereg Fouriera
∑
n∈Z

cne
inx jest

• zbie»ny dla x ∈ C takiego, »e Im(x) ∈ (− lnR,− ln r),
• rozbie»ny dla x ∈ C takiego, »e Im(x) /∈ (− lnR,− ln r),

gdzie r := lim sup
n→∞

|c−n|1/n, 1/R := lim sup
n→∞

|cn|1/n.

Dowód. Zauwa»my, »e szereg Fouriera mo»emy zapisa¢ w nast¦puj¡cy sposób:∑
n∈Z

cne
inx =

∑
n∈Z

cn(eix)n

Zbie»no±¢ szeregu Fouriera mo»na zatem bada¢ poprzez analiz¦ zbie»no±ci otrzymanego sze-
regu Laurenta "nowej" zmiennej t = eix i przeksztaªcaj¡c równowa»nie otrzymany warunek
zbie»no±ci tak, by zale»aª on jawnie od zmiennej x. Zapiszmy x w postaci x = a+ bi, a, b ∈ R.
Mamy:

|t| = |eix| = |eia−b| = | cos a+ i sin a||e−b| = e−b

Nierówno±¢ R > e−b > r jest równowa»na nierówno±ci b ∈ (− lnR,− ln r). Korzystaj¡c z
twierdzenia o zbie»no±ci szeregu Laurenta otrzymujemy, »e szereg f =

∑
n∈Z

cne
inx ∈ F jest

• zbie»ny, dla x ∈ C takiego, »e Im(x) ∈ (− lnR,− ln r),
• rozbie»ny, dla Im(x) /∈ (− lnR,− ln r),

co ko«czy dowód.

Uwaga 5.11. Zauwa»my, »e powy»sze twierdzenia nie rozstrzygaj¡ kwestii zbie»no±ci szeregu
Laurenta (Fouriera) na brzegach maksymalnego obszaru, wewn¡trz którego jest on zbie»ny.

Uwaga 5.12. Szereg Fouriera, w odró»nieniu od szeregu Laurenta, jest zbie»ny nie w pier-
±cieniu koªowym, a w pasie równolegªym do osi Re(x). Z tego wynika w szczególno±ci, »e
ka»dy szereg Fouriera f jest zbie»ny dla ka»dego x ∈ R lub jest rozbie»ny dla ka»dego
x ∈ R. Nale»y jednak zaznaczy¢, »e wªasno±¢ ta zachodzi tylko dla de�nicji sumy po n ∈ Z:∑
n∈Z

cne
inx :=

∞∑
n=0

cne
inx+

−1∑
n=−∞

, natomiast nie zachodzi dla de�nicji typowej dla "klasycznych"

szeregów Fouriera (por. uwaga 5.3, przykªad 5.4).

Uwaga 5.13. Z Twierdzenia 5.9 wynika, »e je»eli szereg Laurenta jest zbie»ny w punkcie x ∈ C
le»¡cym wewn¡trz obszaru zbie»no±ci tego szeregu, to jest on w tym punkcie bezwzgl¦dnie
zbie»ny. Fakt ten wynika bezpo±rednio z twierdzenia o zbie»no±ci szeregu Laurenta: warto±ci
r,R zale»¡ jedynie od warto±ci bezwzgl¦dnych wspóªczynników an (nie od ich znaków), co
wi¦cej, |xn| = |x|n dla ka»dego x ∈ C \ {0}, n ∈ Z.

Uwaga 5.14. Z Twierdzenia 5.10 wynika, »e

• je»eli 0 ∈ (− lnR,− ln r), to szereg Fouriera jest bezwzgl¦dnie zbie»ny w ka»dym punk-
cie le»¡cym wewn¡trz obszaru zbie»no±ci tego szeregu,
• je»eli 0 /∈ (− lnR,− ln r), to szereg Fouriera nie jest bezwzgl¦dnie zbie»ny w »adnym
punkcie le»¡cym wewn¡trz obszaru zbie»no±ci tego szeregu.
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Fakt ten wynika bezpo±rednio z twierdzenia o zbie»no±ci szeregu Fouriera: warto±ci r,R zale»¡
jedynie od warto±ci bezwzgl¦dnych wspóªczynników cn (nie od ich znaków), natomiast dla
ka»dego x ∈ C, Im(|x|) = 0.

Przykªad 5.15. Rozwa»my szereg f =
∑
n∈Z

a|n|einx, gdzie a ∈ R+. Zbadajmy jego zbie»no±¢.

Na mocy powy»szego twierdzenia wystarczy zbada¢ przypadek x = bi, b ∈ R (na mocy uwagi
5.12 zbie»no±¢ szeregu Fouriera dla x = bi jest równowa»na zbie»no±ci tego szeregu dla x =
bi+ c, gdzie c jest dowoln¡ liczba rzeczywist¡). Mamy

R = ( lim
n→∞

(a|n|)
1
n )−1 =

1

a

r = lim
n→∞

(a|−n|)
1
n = a

Z tego wynika, »e dla a > 1 szereg f jest rozbie»ny dla ka»dego x ∈ C. Dla a = 1 szereg f
mo»e by¢ zbie»ny co najwy»ej dla x = ln a = ln 1 = 0. Wtedy mamy f(0) =

∑
n∈Z

e0 =
∑
n∈Z

1 -

szereg ten jest rozbie»ny. Dla a < 1 szereg f jest zbie»ny dla x
i ∈ (− ln 1

a ,− ln a), trzeba jeszcze

zbada¢ jego zbie»no±¢ dla x = −i ln a oraz x = −i ln 1
a = i ln a. Dla x = −i ln a mamy∑

n∈Z
a|n|ein·(−i ln a) =

∑
n∈Z

an+|n| =

∞∑
n=0

a2n +

∞∑
n=1

1

Szereg o wyrazach a2n jest zbie»ny (szereg geometryczny o ilorazie nale»¡cym do przedziaªu
(0, 1)), jednak szereg o wyrazie ogólnym 1 jest rozbie»ny. Zbadajmy teraz przypadek x = i ln a.
Mamy ∑

n∈Z
a|n|ein·(i ln a) =

∑
n∈Z

a|n|−n =

∞∑
n=0

1 +

∞∑
n=1

a2n.

Szereg o wyrazach a2n jest zbie»ny (szereg geometryczny o ilorazie nale»¡cym do przedzia-
ªu (0, 1)), jednak szereg o wyrazie ogólnym 1 jest rozbie»ny. Podsumowuj¡c, szereg f =∑
n∈Z

a|n|einx, gdzie a ∈ R+ jest

• rozbie»ny dla ka»dego x ∈ C dla a ≥ 1,
• zbie»ny dla x ∈ C takiego, »e Im(x) ∈ (− ln 1

a ,− ln a) dla a < 1.

Przykªad 5.16. Rozwa»my szereg f =
∑
n∈Z

aneinx, gdzie a ∈ R+. Zbadajmy jego zbie»no±¢.

Na mocy powy»szego twierdzenia wystarczy zbada¢ przypadek x = bi, b ∈ R (na mocy uwagi
5.12 zbie»no±¢ szeregu Fouriera dla x = bi jest równowa»na zbie»no±ci tego szeregu Fouriera
dla x = bi+ c, gdzie c jest dowoln¡ liczb¡ rzeczywist¡). Mamy

R = ( lim
n→∞

(an)
1
n )−1 =

1

a

r = lim
n→∞

(a−n)
1
n =

1

a
Z tego wynika, »e szereg ten mo»e by¢ zbie»ny co najwy»ej dla x = i ln a (na mocy powy»szego
twierdzenia). Zauwa»my teraz, »e∑

n∈Z
anein·i ln a =

∑
n∈Z

en ln a−n ln a =
∑
n∈Z

1.
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Szereg ten jest rozbie»ny, zatem szereg f =
∑
n∈Z

aneinx, gdzie a ∈ R+ jest rozbie»ny dla ka»dego

x ∈ C.

W kolejnym podpunkcie podajemy przykªad zastosowania omówionych wy»ej szeregów -
stosujemy szeregi Fouriera i Laurenta do udowodnienia pewnego twierdzenia z rachunku caª-
kowego.

5.1.1. Szereg Fouriera jako zªo»enie szeregu Laurenta i funkcji wykªadniczej. W niniejszym
paragra�e przedstawimy interpretacj¦ szeregu Fouriera jako swego rodzaju zªo»enia szeregu
Laurenta i funkcji eksponencjalnej oraz korzy±ci pªyn¡ce z prowadzenia rozwa»a« z takiego
punktu widzenia - nowy sposób obliczania pewnego typu caªek. Powy»szy dowód zwi¡zany ze
zbie»no±ci¡ szeregów Fouriera przedstawia szereg Fouriera jako "zªo»enie" szeregu Laurenta i
funkcji eix. Interpretacja szeregu Fouriera jako zªo»enia formalnego szeregu Laurenta i funkcji
eksponencjalnej pozwala na udowodnienie nast¦puj¡cego twierdzenia - stanowi on przykªad
zastosowania szeregów Fouriera i Laurenta w rachunku caªkowym:

Twierdzenie 5.17. Niech f(z) b¦dzie funkcj¡ 2π-okresow¡ okre±lon¡ na zbiorze C, dla której
istnieje jej szereg Laurenta zbie»ny w pier±cieniu P1 = {z : |z| ∈ (Rl2, R

l
1)} i szereg Fouriera

zbie»ny w pasie P2 = {z : Im(z) ∈ (− lnRf2 ,− lnRf1 )}. Wtedy, dla ka»dego n ∈ Z

∮
γ

f( ξi )

ξn+1
dξ =

1

2eπ

eπ∫
e−π

f(s)

sin
ds,

gdzie γ ⊂ P1 jest krzyw¡ zamkni¦t¡ zorientowan¡ dodatnio wzgl¦dem swojego wn¦trza. (w
szczególno±ci ∮

γ

f(
ξ

i
)dξ =

1

2eπ

eπ∫
e−π

f(s)ds

s−i
.

Dowód. Zauwa»my, »e je»eli dla x ∈ P1, f(x) =
∑
n∈Z

anx
n, to f(eix) =

∑
n∈Z

ane
inx (dla

eix ∈ P1, oznaczmy zbiór x speªniaj¡cych ten warunek przez P ′1, wtedy P ′1 = {x ∈ C :
Im(x) ∈ (− lnRl1,− lnRl2)}), co oznacza, »e funkcja f(eix) posiada szereg Fouriera zbie»ny w
ka»dym punkcie zbioru P1∩P ′1, a wspóªczynniki Fouriera funkcji f(eix) s¡ równe odpowiednim
wspóªczynnikom Laurenta funkcji f(x) w pier±cieniu P1. Nale»y zaznaczy¢, »e szereg Fouriera
funkcji f(eix) istnieje i jest jednoznaczny na caªym zbiorze C (w naszych rozwa»aniach nie
jest potrzebne zaªo»enie o jego zbie»no±ci), dlatego dopóki nie zakªadamy zbie»no±ci szeregu
Fouriera funkcji f(eix), nie musimy si¦ ogranicza¢ w jego rozwa»aniu do zbioru P1 ∩P ′1. Niech
x = −it = t

i , gdzie t ∈ R+, i
2 = −1. Wspóªczynniki Fouriera funkcji f(et) s¡ wi¦c równe odpo-

wiednim wspóªczynnikom Laurenta funkcji f(x) = f( ti ), e
t ∈ R, wi¦c wspóªczynniki Fouriera

funkcji f(et) mo»emy obliczy¢ nast¦puj¡co:

cn =
1

2π

π∫
−π

f(eξ)

einξ
dξ =

1

2eπ

eπ∫
e−π

f(s)

sin
ds
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(dokonuj¡c podstawienia s = eξ, ds = eξdξ) natomiast wspóªczynniki Laurenta funkcji f( ti )
mo»emy obliczy¢ nast¦puj¡co:

an =

∮
γ

f( ξi )dξ

ξn+1
.

Z powy»szych rozwa»a« wiemy, »e an = cn, zatem∮
γ

f( ξi )dξ

ξn+1
=

1

2eπ

eπ∫
e−π

f(s)ds

sin
,

co ko«czy dowód.

5.2. O pewnych zastosowaniach szeregów Laurenta i Fouriera rozwa»anych w sensie

formalnym. W niniejszym paragra�e przedstawimy pewne zastosowania szeregów formal-
nych. Poka»emy na przykªadach zalety stosowania twierdze« udowodnionych dla "ogólnych
szeregów formalnych" do badania funkcji rozwijalnych w szeregi Fouriera lub Laurenta; zasto-
sujemy niektóre twierdzenia udowodnione we wcze±niejszej cz¦±ci pracy (dotycz¡cej "ogólnych"
szeregów formalnych).

5.2.1. Obroty szeregów formalnych i ich zastosowanie. W poni»szym paragra�e sformuªuje-
my poj¦cie obrotu szeregu formalnego i poka»emy zastosowanie tego poj¦cia w dowodzeniu
jednoznaczno±ci rozwi¡zania pewnego ukªadu równa« funkcyjnych. Nie b¦dziemy szczegóªowo
rozwa»a¢ tego poj¦cia, poka»emy jednak, »e samo zde�niowanie obrotu szeregu formalnego
zdecydowanie pomo»e w udowodnieniu pewnego przykªadowego twierdzenia.

De�nicja 5.18. Obrotem szeregu formalnego wzgl¦dem ci¡gu a = (an)n∈Z, gdzie an ∈ C
dla ka»dego n ∈ Z nazywamy odwzorowanie φa : F 7→ F zde�niowane φa(

∑
n∈Z

anαn) =∑
n∈Z

(eianan)αn.

Zauwa»my, »e w powy»szej de�nicji wprowadzamy ci¡g jako funkcj¦ zmiennej caªkowitej,
nie tylko naturalnej.
W powy»szej de�nicji przyjmujemy, w przeciwie«stwie do przykªadu 2.3, »e litery e, i odpo-
wiadaj¡ konkretnym warto±ciom (staªej Eulera i jednostce urojonej).

Twierdzenie 5.19. Dana jest funkcja f : R 7→ C, 2π-okresowa, dla której istnieje odpowia-
daj¡cy jej szereg Fouriera (niekoniecznie musi by¢ on zbie»ny) i ci¡g a = (an)n∈Z. Istnieje co
najwy»ej jedna funkcja g : R 7→ C, 2π-okresowa, dla której istnieje odpowiadaj¡cy jej szereg
Fouriera (niekoniecznie zbie»ny) taka, »e dla ka»dego n ∈ Z,

π∫
−π

g(x)einxdx = eian
π∫
−π

f(x)einxdx .

Dowód. Twierdzenie to wynika w oczywisty sposób z nast¦puj¡cych faktów (wynikaj¡ one
bezpo±rednio z de�nicji szeregu Fouriera funkcji f i jego obrotu wzgl¦dem ci¡gu):

(1) dla ka»dej pary (f, a) (gdzie f ∈ F, a = (an)n∈Z) szereg φa(f) jest okre±lony jedno-
znacznie;
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(2) dla ka»dej funkcji g : R 7→ C rozwijalnej w szereg Fouriera, szereg Fouriera funkcji g
jest okre±lony jednoznacznie.

Powy»szy dowód pokazuje, jak oczywistym staªo si¦ podane twierdzenie dzi¦ki wprowadze-
niu poj¦cia obrotu szeregu formalnego. Zauwa»my, »e dzi¦ki zde�niowaniu szeregu formalnego
mo»emy pomin¡¢ kwesti¦ zbie»no±ci szeregu Fouriera danej funkcji i rozszerzy¢ klas¦ funkcji,
których dotyczy twierdzenie.

De�nicja 5.20. Dana jest funkcja f : R 7→ C, 2π-okresowa, dla której istnieje odpowiadaj¡cy
jej szereg Fouriera (niekoniecznie musi by¢ on zbie»ny) i ci¡g a = (an)n∈Z. Je»eli istnieje funkcja
g : R 7→ C, 2π-okresowa, dla której istnieje odpowiadaj¡cy jej szereg Fouriera (niekoniecznie
zbie»ny) taka, »e dla ka»dego n ∈ Z,

π∫
−π

g(x)einxdx = eian
π∫
−π

f(x)einxdx,

to funkcj¦ g nazywamy funkcj¡ f obrócon¡ wzgl¦dem ci¡gu a = (an) i pisa¢ b¦dziemy g(x) =
φa(f(x)).

5.2.2. Zastosowanie twierdze« zwi¡zanych z szeregami odwrotnymi do szeregów formalnych.

Twierdzenie 5.21. Niech szeregi
∑
n∈Z

anz
n,
∑
n∈Z

bnz
n b¦d¡ szeregami Laurenta pewnych funkcji

f, g : C 7→ C w pier±cieniu {z ∈ C : r < |z| < R}. Wtedy, o ile szereg
∞∑

m=−∞
ambn−m jest

zbie»ny,
∞∑

m=−∞
ambn−m =

1

2πi

∮
γ

f(z)g(z)dz

zn+1

dla ka»dego n ∈ Z.

Powy»sze twierdzenie pochodzi z [2] (strona 128).

Uwaga 5.22. Twierdzenie mo»na zapisa¢ równie» w innej postaci. Niech LP (f) oznacza for-
malny szereg Laurenta, którego wspóªczynniki s¡ równe odpowiednim wspóªczynnikom Lau-
renta funkcji f w pier±cieniu P = {z ∈ C : r < |z| < R}, r,R ∈ R+. Wtedy, je»eli dla danych
funkcji istnieje iloczyn formalny LP (f)LP (g) (zde�niowany we wcze±niejszej cz¦±ci pracy dla
ogólnych szeregów formalnych), to LP (fg) = LP (f)LP (g). Z tego twierdzenia wynika równie»
nast¦puj¡cy wniosek:
Niech f b¦dzie funkcj¡, dla której istnieje odpowiadaj¡cy jej szereg Laurenta (niekoniecznie
zbie»ny) w pier±cieniu P = {z ∈ C : r < |z| < R}, r,R ∈ R+, tak¡, »e w pier±cieniu P funkcji
1
f (kreska uªamkowa oznacza dzielenie, nie funkcj¦ odwrotn¡) mo»na przyporz¡dkowa¢ szereg

Laurenta (niekoniecznie zbie»ny). Wtedy

LP (
1

f
) = (LP (f))−1,

gdzie (LP (f))−1 oznacza szereg odwrotny do LP (f) (zde�niowany we wcze±niejszej cz¦±ci pracy
dla ogólnych szeregów formalnych).

W poni»szym przykªadzie znajduj¡ si¦ problemy, w których rozwi¡zaniu zastosujemy twier-
dzenia z cz¦±ci pracy dotycz¡cej ogólnych szeregów formalnych:
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Przykªad 5.23. Nie istnieje taka funkcja f : C 7→ C, »e jej rozwini¦ciem Laurenta w pier±cie-
niu {z ∈ C : |z| < 1} jest szereg

∑
n∈Z

czn (c ∈ C \ {0}).

Dowód. Rozwa»my funkcj¦ f(z) = 1 − z (z ∈ C) (oczywi±cie jej rozwini¦ciem Laurenta
na caªym zbiorze C jest 1 − z. Z przykªadu 3.8 wynika, »e szereg formalny 1 − z posiada
niesko«czenie wiele szeregów odwrotnych. Dane s¡ one ogólnym wzorem

∑
n∈Z

bnz
n, gdzie

bn =

{
c, n ≥ 0
c− 1, n < 0

(c to dowolna liczba zespolona). �atwo jednak sprawdzi¢, »e dla z ∈ (−1, 1) szereg
∑
n∈Z

anz
n =

∞∑
n=0

zn jest zbie»ny do (1− z)−1, zatem rozwini¦ciem Laurenta funkcji (1− z)−1 w pier±cieniu

{z ∈ C : |z| < 1} jest
∞∑
n=0

zn (czyli
∑
n∈Z

bnz
n dla c = 0). Gdyby natomiast szereg o wspóªczynni-

kach bn dla c 6= 0 byª szeregiem Laurenta pewnej funkcji, to funkcj¡ t¡ musiaªaby by¢ funkcja
1

1−z (por. uwaga 5.22), a to jest niemo»liwe. Z tego wynika, »e szereg o wspóªczynnikach bn
nie jest szeregiem Laurenta »adnej funkcji f dla |z| < 1, a poniewa» szereg Laurenta sumy
funkcji na danym pier±cieniu P jest sum¡ szeregów Laurenta tych funkcji na pier±cieniu P ,

szereg
∑
n∈Z

bnz
n −

∞∑
n=0

zn =
∑
n∈Z

czn nie jest szeregiem Laurenta »adnej funkcji f : C 7→ C dla

|z| < 1, co ko«czy dowód.
Wniosek: Nie istnieje funkcja f : C 7→ C rozwijalna w szereg Laurenta w pier±cieniu
P = {z ∈ C : |z| < 1} oraz krzywa zamkni¦ta γ ⊂ P zorientowana dodatnio wzgl¦dem
swego wn¦trza, takie »e dla ka»dych n,m ∈ C,∮

γ

f(z)dz

zn+1
=

∮
γ

f(z)dz

zm+1
6= 0.

Nale»y zaznaczy¢, »e w podobny sposób mo»na udowodni¢ analogiczne twierdzenie dla szere-
gów Fouriera.

Uwaga 5.24. Powy»szy dowód mo»na upro±ci¢, uwzgl¦dniaj¡c fakt, »e szereg
∑
n∈Z

czn, gdzie

c ∈ C \ {0} jest rozbie»ny dla ka»dego z 6= 0 (natomiast dla z = 0 nie jest w ogóle okre±lony),
jednak powy»szy dowód pokazuje sposób, który mo»na potencjalnie zastosowa¢ do innych
szeregów, które niekoniecznie s¡ rozbie»ne w ka»dym punkcie (nie trzeba bra¢ pod uwag¦
kwestii zbie»no±ci szeregu).

Przykªad 5.25. Dana jest funkcja f : C 7→ C rozwijalna w szereg Laurenta w pier±cieniu P1

(taka, »e nie zachodzi f ≡ 0) oraz funkcja 1
f (gdzie kreska uªamkowa oznacza dzielenie) jest

rozwijalna w szereg Laurenta w pier±cieniu P2 (P1 ∩P2 6= ∅). Wtedy je»eli dla ka»dego n ∈ Z,∮
γ1

f(z)dz

zn+1
,

∮
γ1

dz

f(z)zn+1
∈ R

oraz ∮
γ1

f(z)dz

zn+1
≥ 0
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(gdzie γ1 ⊂ P1∩P2 jest krzyw¡ zamkni¦t¡ zorientowan¡ dodatnio wzgl¦dem swojego wn¦trza),
przy czym dla co najmniej dwóch ró»nych n,m ∈ Z mo»na zast¡pi¢ znak ≥ znakiem >, to
istnieje takie N ∈ Z, »e ∮

γ1

dz

f(z)zn+1
< 0.

Dowód. Twierdzenie to wynika bezpo±rednio ze wzoru na wspóªczynniki szeregu Laurenta
danej funkcji oraz Twierdzenia 3.10.
Nale»y zaznaczy¢, »e w ten sam sposób mo»na udowodni¢ analogiczne twierdzenie dla szeregów
Fouriera.
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