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1. WSTEP

W niniejszej pracy zajmuje si¢ analiza formalng. Obiektem jej zainteresowania sg gltéwnie

tzw. szeregi formalne. Analiza formalna obejmuje istotny obszar matematyki - m.in. formalne
szeregi potegowe, formalne szeregi Laurenta i formalne szeregi Fouriera, ktére znajduja zasto-
sowanie w teorii rownan rézniczkowych czastkowych. W literaturze formalny szereg Laurenta
zwykle definiuje sie jako odwzorowanie z Z w C (Z - zbior liczb catkowitych, C - zbior liczb ze-
spolonych). Definicja ta w pewnym sensie utrudnia zdefiniowanie formalnego szeregu Fouriera,
ktory réwniez nalezatoby zdefiniowaé jako pewien typ odwzorowania z Z w C. Ten fakt stal sie
dla mnie inspiracja do zdefiniowania ogolnego szeregu formalnego (bedacego odwzorowaniem
z Z w C), w ktorym definiujemy pojecie typu szeregu tak, by mozna sformutowa¢ definicje
formalnego szeregu Fouriera i formalnego szeregu Laurenta w jednolity sposob.
Badam podstawowe wlasnosci iloczynu szeregow formalnych opierajac sie na wynikach z [2]
a takze rozwazam zagadnienie istnienia i jednoznacznodci szeregéw odwrotnych do szeregéw
formalnych. Przedstawiam rozwazania przestrzeni szeregéw formalnych jako przestrzeni me-
trycznej. Ostatni rozdzial jest natomiast poswiecony wspomnianym wczedniej szeregom Fo-
uriera i Laurenta - zestawiam w nim podejscie analityczne i formalne do tych szeregéow, a
takze pokazuje pewne zastosowania kazdego z tych sposobow (korzystajac m.in. z twierdzen
udowodnionych we wczesniejszych rozdzialtach, poswieconych ogolnym szeregom formalnym).
Praca ma w calosci charakter tworczy, oprécz pewnych twierdzen zaczerpnietych z literatury
(przy wszystkich takich twierdzeniach podane jest ich zrodto).

2. POJECIA WSTEPNE. ILOCZYN SZEREGOW FORMALNYCH

W tym rozdziale formutuje wspomniana we wstepie ogolng definicje szeregu formalnego (SF)
oraz iloczynu szeregéw formalnych, a takze podaje pewne twierdzenia zwiazane z iloczynem
szeregoéw formalnych.

Przyjmujemy N = {1,2,3,...} - zbior liczb naturalnych. Stosujemy rowniez nastepujace ozna-
czenia:

e 7 - zbiér liczb catkowitych,
o C - zbior liczb zespolonych.
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Definicja 2.1. Niech X bedzie jakimkolwiek niepustym zbiorem. Ustalmy dowolng funkcje
a: Z — X. Oznaczmy «(n) := an, n € Z. Szeregiem formalnym typu « (a-SF) nazywamy
kazde takie odwzorowanie f : Z — C x X, ze Vpezf(n) = (aﬂ,an), gdzie al € C, an € X.
a-SF oznaczaé bedziemy réwniez jako

+oo
f= Zaflan lub f = Z alay,

nez n=—00

Element af; nazywarmy n-tym wspoélczynnikiem szeregu f, natomiast liczbe n - indeksem wspo6t-

czynnika afl.

Zbior wszystkich szeregow formalnych typu « oznaczamy przez F(a).
Definicja 2.2. e Niech f € F(a). SF 1 € F(«a) zdefiniowany jako
Voezrogoy /T (n) = (al, an)
Vnez- (1) := (0, an)

o0
nazywamy czescia regularng szeregu f. Piszemy > aflozn dla oznaczenia tego szeregu.
n=0
e Niech f € F(a). SF f~ € F(«) zdefiniowany jako

vnEZ*U{O}f—i_(n) = (07 aTL)
vnEZ* f+(n) = (afu Ckn)

o0
nazywamy czescia zasadnicza szeregu f. Piszemy al n0—n dla oznaczenia tego sze-

regu. =t
W celu unikniecia nieporozumien, ciagi wspdtczynnikéw SF oznaczaé bedziemy literami
alfabetu taciriskiego, a ciagi okredlajace typ szeregu - literami alfabetu greckiego. Jezeli z
kontekstu wynika, ze szereg f jest a-SF, bedziemy pisaé¢ krocej, ze f jest SF. Podobnie, jesli
z kontekstu wiadomo, ze wspédlczynniki dotycza szeregu f, to bedziemy pisaé¢ a, zamiast a%.
Jesli nie ma watpliwodci, jakiego typu jest dany szereg f, bedziemy pisa¢ f € F zamiast F(«).

Przyklad 2.3. W praktyce mamy do czynienia z szeregami formalnymi okreslonych typow,

np. typu e, . A

Niech a,, := €. Szeregi formalne postaci Y ane'™* nazywaé bedziemy formalnymi szeregami
nez

Fouriera. Ogot formalnych szeregéw Fouriera oznaczaé¢ bedziemy przez F(e'™*).

Niech a, := z™. Szeregi formalne postaci ) a,x™ nazywaé¢ bedziemy formalnymi szeregami
nez
Laurenta. Ogol formalnych szeregéw Laurenta oznacza¢ bedziemy przez F(z™) (w literaturze

zwykle funkcjonuje oznaczenie L, jednak symbol F(z™) utatwi zapis rozwazan w kontekscie
roznych typow szeregéow formalnych).

Nalezy zwréci¢ uwage, ze symbolom e, ¢, x nie przypisujemy tu jeszcze konkretnego znaczenia,
choé¢ gdy rozwazamy te obiekty w charakterze analitycznym, a nie formalnym, symbole e, i, x
oznaczaja ustalone obiekty (e - liczba Eulera, i - jednostka urojona, x - zmienna zespolona).

Na potrzeby kolejnych definicji ustalmy funkcje a : Z — X, gdzie X jest pewnym niepustym
ustalonym zbiorem:.



Definicja 2.4. e Odwroconym SF szeregu formalnego f = > anay nazywamy SF

nez
f = Z énana
nez
gdzie G, == a_p,n € Z.
e Identycznosciowym (jednostkowym) szeregiem formalnym nazywamy SF, ktérego wspol-
czynniki dane sa nastepujaco:

_J 1 n=0,
=100, n#o.
Oznaczmy go Si.

e Trywialnym (zerowym) szeregiem formalnym o wspoltczynnikach a,, nazywamy SF, dla
ktérego a, = 0 dla kazdego n € Z. Oznaczmy go Sp.
e Skoriczonym szeregiem formalnym nazywamy SF o wspétczynnikach a,,, dla ktérego
INeNVnez jnj>Nan = 0.
Zbior wszystkich skonczonych szeregéw formalnych typu « oznaczaé bedziemy przez
F tinite(a) (ew. F inite, jesli wiadomo, o jaki typ szeregu chodzi).

o0

Uwaga 2.5. Dla a,, € C, n € Z definiujemy sume nieskoriczona > a, (r6wnowaznie Y  ay)
nez n=-—00
nastepujaco:
o o0 o
YORTEED STENS 3
n=—00 n=1 n=0

o ile oba szeregi po prawej stronie sa zbiezne. Wartoécia tej sumy jest wtedy suma wartosci
szeregbw po prawej stronie. W przeciwnym razie méwimy, ze szereg po lewej stronie jest
rozbiezny (zob. [2]).

Definicja 2.6. Niech f = Y apa, €F, g= > bya, €F, ce€C.
nez nez

e Suma f + g szeregow f i g nazywamy SF f+ g := > (an + by)ay,.
nez
e Tloczynem statej ¢ € C i szeregu f nazywamy SF cf := > (can)ou,.
nez

Definicja 2.7. Niech f = Y apan,g = > byay, € F. Jezeli > anb, € C, to iloczyn
ne’l ne’l ne”l
punktowy szeregow f i g okreslamy jako

f : g = Z anbn7
neEZ
i méwimy, ze iloczyn punktowy f-g istnieje. W przeciwnym razie mowimy, ze iloczyn punktowy
f - g nie istnigje.
Definicja 2.8. Niech g € F. Przez DP(g) oznacza¢ bedziemy zbior takich f € F, ze f - g
istnieje.
Z Definicji 2.8 wynika, ze S1, So € DP(g) oraz Vyer,,,..[ € DP(g) dla kazdego g € F,

gdyz dla kazdego z tych trzech SF tylko skoniczona liczba wyrazow jest rézna od zera, wiec
tylko skoriczona liczba wspotczynnikow szeregow (liczbowych) St - g, So - g, f -9 (f € Finite)
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jest rozna od zera. Wynika stad, ze dla kazdego g € F zachodzi DP(g) # 0. Jest tez jasne, ze
f-g=g-f,oileiloczyn punktowy f - g istnieje.

Definicja 2.9. Ustalmy k € Z. k-translacja szeregu formalnego nazywamy odwzorowanie
Sk : F — F zdefiniowane nastepujaco:

Sk(f) = Zan_kan, gdzie f = Zanan cF.
neL nez

Definicja 2.10. Niech f = ) apay, € F.
nez

C(f):={g €F:Sk(g) € DP(f) dla kazdego k € Z}.

Zauwazmy, ze

o
C(f)={geF: Z ambi—m € C dla kazdego k € Z},
m=—0oQ
gdzie b, sa wspélczynnikami szeregu f i a, oznaczaja wspotczynniki szeregu g.
Powyzsze definicje oraz Twierdzenia 2.11, 2.14, wraz z dowodami pochodza z [2], w niniejsze]
pracy sg one jednak zapisane w sposob ogdélny.

Twierdzenie 2.11. Niech f = ) anan, g = Y. bpay € F(a). Witedy f € C(g) < g €

nez neL
c(f)-
Dowod. Zalozmy, ze g € C(f). Wtedy, dla kazdego k € Z,
FoSe@ =D ambem=Y_ tmbp_(cm)+ Y Gmbem =
m=—00 m=1 m=0
Z a—(s—k)bfs + Z Ap+sbs = Z ag—sbs =g Sk‘(f)a
s=1 s=0 §=—00

(podstawiajac m = k — s).
Mamy teraz:

v ¥

f€Clg) & ViezSk(f) € DP(9) © ViezSi(f) -9 € C &
& VikezSk(9) - f € C & ViernSk(g) € DP(f) & g € C(f),
co konczy dowdd.
Definicja 2.12. Niech f = > anan, g = ). bpay, € F. lloczynem szeregéw f i g nazywamy
nez ne”z
szereg (o ile istnieje)

oo

fg= Z cpoy, gdzie ¢ = Z ambe_m € C, k € Z.

k=—o00 m=—00
Zauwazmy, ze w powyzszej definicji iloczynu SF wymagamy, by szeregi byly tego samego

typu.
Rownowazna definicja zbioru C(f), f € F jest:

C(f)={9€F: fgeF}
Przyktad 2.13. Latwo sprawdzié, ze



o 5151 =51,
e dla kazdego f € F: fS1 = f, fSo = So.

Twierdzenie 2.14. Niech f,g,h € F. Wtedy:

(1) C(f) #0,
(2) fGC(g):>cf€C( ) dla kazdego c € C,
C(h

3) f,9€Ch) = (f+9g) € C(h).

Dowod. (1) Niech f € Ffinite. Wtedy oczywiscie Sk(f) g€ C, ke€Z,zatem f € C(g),
wiec C(g) # 0.
(2) Poniewaz Sy(cf) = ¢Si(f), zatem Si(f) - g € C implikuje Sp(cf) - g = e¢Sp(f) - g € C,
co koniczy dowdd.

(3) Niech s = > anan, t = > dpan, u= > knay, € F(a). Zalézmy ponadto, ze istnieja
nez nez neZ
iloczyny punktowe s - u, t - u. Wtedy

o0 o0 o0

s-u-+t-u= Z anky + Z dpk, = Z (an, + dp)kn = (s+1t)-ueC.

m=—0oQ m=—0oQ m=—0oQ

Mamy zatem (przy zalozeniu f,g € C(h)), dla kazdego k € Z,
Sk(f+9)-h=5Sk(f) - h+ Sk -heC.
Z tego wynika, ze f 4+ g € C'(h), co konczy dowdd.

Powyzsze twierdzenie pokazuje, ze
e istnienie iloczynu fg implikuje istnienie iloczynu gf,
e istnienie iloczynu fg implikuje istnienie iloczynu cfg (c € C),
e istnienie iloczynoéw fh, gh implikuje istnienie iloczynu (f + g)h.

To, ze te warunki mozna wzmocnié, jest pokazane w Twierdzeniu 2.15:

Twierdzenie 2.15. Niech f,g,h € F. Wtedy:
(1) jesli f € C(g), to g € C(f) oraz fg=gf,
(2) f e C(g) implikuje cf € C(g) oraz c(fg) = (cf)g, gdzie c € C,
(3) g,h € C(f) implikuje g+ h € C(f) oraz (9+h)f =gf + hf.

Dowé6d. Oznaczmy wspotczynniki szeregu f przez a,, szeregu g przez b,, szeregu h przez
d,- Implikacje dotyczace istnienia iloczynéw uwzglednionych w twierdzeniu sa bezpodrednim
wnioskiem z Twierdzenia 2.11. Pozostaje jeszcze udowodnié, ze przy zalozeniu istnienia odpo-
wiednich iloczynoéw, zachodzi fg = gf, c¢(fg) = (cf)g, (f +g)h = fh+ gh.

o0 o0
(1) Zauwazmy, ze > ambp—m = >, bsan—s (podstawiajac s = n — m), co koriczy

dowod. - T

(2) Rownosé ¢(fg) = (cf)g wynika bezposrednio z definicji mnozenia szeregu formalnego
przez stala.

(3) Zachodzi f(g+h) = fg+ fhoraz (f+h)g = fg+hg,gdyz > am(bp-m+dn—m)=

00 00 00 m:;ooo 00

Z Wby —m+ Z Ay —m OTAZ Z (bm+dm)an—m = Z b Gy —m+ Z A p—m,
m=—oo m=—00 m=—00 m=—oco m=—oco
co konczy dowdd.
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loczyn szeregéw formalnych nie jest taczny (ma to znaczace konsekwencje w kontekscie
problemu szeregéow odwrotnych szeregéw formalnych) - zostanie to pokazane w nastepnym
podpunkcie.
Nalezy zaznaczy¢, ze dla f,g,h € F(«), f,g € C(h) nie implikuje fg € C(h). Przyktadowo,
przyjmujac h = Si, zatozenie f, g € C'(h) speliaja dowolne szeregi f, g € F(«), ale iloczyn fg
moze nie istniec.
7 powyzszych rozwazan wynika, ze dzialanie mnozenia szeregéw formalnych jest przemienne
i rozdzielne wzgledem dodawania, czyli spetnia czeéé¢ wtasnosei analogicznych do mnozenia i
dodawania np. liczb rzeczywistych, o ile przyjmiemy, ze rozwazane iloczyny istniejg.

Uwaga 2.16. Dla kazdego f € F, f = f. Istotnie, zauwazmy, ze afl = a{(_n) = afl.

Twierdzenie 2.17. Istniejq takie f,g € F, ze f # Sy, g # So @ f € C(g) oraz fg = Sp.

Dowé6d. Niech f = > apan, gdzica, =c€C,neZig= > dyay, gdzie d, =
nez nez
n#01dy=—1. Wtedy dla kazdego k € Z zachodzi

dla

_1
2In[+1

[e.e]

Z amAp—m = C i di—m :chs

m=—o00 m=—00 SEZL
(podstawiajac s = k —m)
Zauwazmy teraz, ze

%) o > 1 1
Yods=—1+4) (dytdy)=—1+ Z(zlnm + o) =
n=1 n=1

S§=—00

ZOO 1 Z"" 1
—1+2 W:_l"_ 27:_1+1:O, zatem
n=1 n=1
oo

Z Cmli—m = chS =0, wiec

m=—o00 SEL

fg = So, co konczy dowdd.

3. ODWROTNE SZEREGI FORMALNE
Ustalmy funkcje a: Z — X i - jak poprzednio - przyjmijmy F = F(a).

Definicja 3.1. Niech f € F bedzie ustalone. Szeregiem odwrotnym do szeregu f nazywamy
(o ile istnieje) taki szereg f~! € F(a), ze ff~! = Si.
Oile ff~1 =81, to f71f =51 (tw. 2.15).

[o.¢]
Uwaga 3.2. Niech f = Y apan, [ = Y bpani ff1 =3 kpon. Wtedy ko = Y. amb_m =
ne”L nez neL m=—00
o0
11, dla kazdego s € Z r6znego od 0, ks = > ambs—m = 0.
m=—o00

Pokazemy teraz, ze dla danego szeregu f moze zajs¢ jedna z trzech sytuacji:
(1) nie istnieje szereg g € F taki, ze gf = S7 lub
(2) istnieje doktadnie jeden szereg g € F taki, ze gf = S1, lub
(3) istneje wiele szeregéow g € F takich, ze gf = 5.



Istotnie, rozwazmy nastepujace przyktady:

Przyktad 3.3. Niech ¢ € C\ {0} i niech f = ) cpan, gdzie ¢, = ¢ dla kazdego n € Z, bedzie

nez
danym SF. Zalézmy, 7e istnieje szereg f~! = 3 dpay,. Wtedy
nez
o0 oo o0
Z Cmd—_m = ¢C Z d_m =c Z dp =1,
m=—00 m=—00 k=—0o0

czyli Y. dj =1 #0.Dlakazdego n € Z\ {0} zachodzi réwniez

k=—o00
oo

Z Cmp—m = C i dpm = C i dy =0,

m=—00 m=—00 t=—00

oo
gdziet =n—m, czyli Y. d; =0.
t=—00
Otrzymana sprzecznos$é dowodzi, ze jesli ¢, = ¢ # 0, n € Z, to szereg f = > ¢y, nie posiada
nEZ
szeregu odwrotnego.

Przyktad 3.4. Niech f = Y ¢ a, € F(a) i ¢, = ¢o + nr dla kazdego n € Z, gdzie ¢y, r € C.
nes

Wtedy szereg f~! nie istnieje.

Zalozmy nie wprost, ze szereg f~! istnieje (oznaczmy wspotczynniki tego szeregu przez d,).

Zachodzi

ff_1 = Z knon,, gdzie k, = i dmCn_m.-

nez m=-—00
Oczywiscie kg = 11 k, = 0 dla kazdego n € Z \ {0}.
Zauwazmy, ze

kn+1 —k, = Z dm(cn7m+1 - Cnfm) =r Z A, czyli

m=—0o0 m=—00

Z dm = Fut = Kn dla kazdego n € Z
r

m=—00

o0 o0
: ~ _ ki—ko _ —1 _ ko—k1 _
7 tego wynika, ze ), dp = B0 = — # Ooraz ), dp = 2 = 0. Otrzymana
m=—00 m=—o00
sprzeczno$é dowodzi, ze szereg f~! nie istnieje.

Przyktad 3.5. Niech f = > chay, i ¢, = coq™ (oczywiscie musi zachodzié ¢ # 0) dla kazdego
nez
n € Z, gdzie ¢y, q € C. Wtedy nie istnieje szereg f~1:

Zatézmy nie wprost, ze szereg f~! istnieje (oznaczmy jego wspotczynniki przez d,,). Oznaczmy

FITH =" koo, gdzie k, = f: dimCp—m € C.

neZ m=—00



Zauwazmy, ze
[e.e] oo
kn+1 — kn = Z A (Cn—m+1 — Cn—m) = (¢ — 1) Z dmCn—m = (¢ — Vky, czyli
m=—0oQ m=—0oQ
kni1 = qky, wiec k1 = gkg, czyli 0 =¢q -1, wiec ¢ = 0.
7 zalozenia jednak ¢ # 0. Otrzymalismy sprzecznosé¢, czyli szereg odwrotny do f nie istnieje.

Przyktad 3.6. Udowodnimy, ze kazdy szereg formalny f = > anay,, dla ktorego a,, # 0 <

nez
n = N, gdzie N jest ustalona liczba catkowita, posiada doktadnie jeden szereg odwrotny. Jest
on dany wzorem g = > byay, dla ktorego b, # 0 <= n = —N, b_y = % Zauwazmy, ze
nez

dla kazdego n € Z

o

Z Ambn—m = anb,—N

m=—o00

Mamy tez anb,—ny =1 (n = 0) i anby,—ny = 0 (n # 0). Z tego wynika, ze f € C(g) oraz
fg=>51.
Przyktad 3.7. Rozwazmy szereg formalny f = > apan, gdzie

nez
B 1, n>0
9= 0, n<o.

Zalozmy, ze szereg g = > bpa, jest szeregiem odwrotnym szeregu f. Wtedy
nez

(e 9]

D bm=1,
m=0

oo
an_mzl, n # 0.
m=0
Zauwazmy, ze jezeli fg = S, to wszystkie powyzsze szeregi sg zbiezne, zatem

S by — > bpoiom =0, neZ\{0,1}
m=0

m=0

bn: Zbl—m_ Zb_m:—]_, n=1
m;O Tgézo
b — > b =1, n=0.
m=0 m=0

7 tego wynika, ze jesli f posiada co najwyzej jeden szereg odwrotny. Nalezy jeszcze sprawdzic,
czy rzeczywiscie fg = 5. Istotnie, tatwo zaobserwowad, ze

Z amb_m =1

meZ

Z ambp—m =0 (n #0)

meZ
To dowodzi, ze szereg f posiada dokladnie jeden szereg odwrotny. Nalezy zaznaczyé¢, ze nie
implikuje to faktu, ze szereg g posiada dokladnie jeden szereg odwrotny.



Przyktad 3.8. Rozwazmy szereg formalny f = > apan, gdzie

nez
1, n=>0
ap = -1, n=1

0, n¢{0,1}.

Szereg g = Y bpay, jest szeregiem odwrotnym szeregu f wtedy i tylko wtedy, gdy

nez
> 1, n=0
mZoo Ambn—m = { 0, n#0,

co jest rownowazne zaleznodci

1, n=0
e
Spetnia ja szereg o wspoétczynnikach
b — 46 n=>0
"l e—-1, n<O,

dla dowolnego ¢ € C, co dowodzi, ze szereg f posiada nieskoriczenie wiele szeregéw odwrotnych.

Udowodnimy teraz, przy pomocy zagadnienia szeregéw odwrotnych do szeregdéw formal-
nych, ze mnozenie SF nie jest dziataniem acznym.

Twierdzenie 3.9. Mnozenie szereqgéw formalnych nie jest dziataniem tgcznym.

Dowod. Zalozmy nie wprost, ze iloczyn SF jest taczny, tzn. jesli gh € C(f), to fg € C(h) i
f(gh) = (fg)h dla kazdych f,g,h € F.
Wykazemy teraz dwie wtasnosci wynikajace z zatozonej tgczno$ci mnozenia szeregéw formal-
nych:
(1) Niech g € F(a). Jesli dla pewnego f € F(a), f # So, zachodzi fg = So, to g~' nie
1stnieje.
Zalozmy, ze istnieje szereg g~ 1. Pomnézmy wiec réwnosé fg = Sg przez g~ !. Otrzyma-
my fgg~' = Sog~! (zauwazmy, ze fgg~' = f(gg~') = f € F), czyli fS1 = Sog™', a
stad f = Sp, co jest sprzeczne z zalozeniem f # Sy. Otrzymana sprzecznosé dowodzi,
ze g~ ! nie istnieje.
(2) Dla kazdego f € F, jezeli istnieje szereg f~, to jest on jest okreslony jednoznacznie.
Zalézmy nie wprost, ze istnieja szeregi g1, g2 € F takie, ze g1 # g2 oraz fg1 = fg2 = 51.
Wtedy f(g1 — g2) = So. Z zalozenia mamy g; — g2 # So, wiec z (1) wynika, ze nie
istnieje szereg f~1, co dowodzi tezy.
Otrzymali$émy sprzecznosé, bo wezedniej podalismy przyktad szeregu, ktérego szereg odwrotny
nie jest okreslony jednoznacznie. Otrzymana sprzecznosé dowodzi, ze iloczyn szeregoéw formal-
nych nie jest taczny.

Brak wtasnodci tacznosci dziatania mnozenia szeregéw formalnych oraz niejednoznacznosé
okreglenia szeregu odwrotnego bardzo utrudniaja rozwazanie zagadnienia szeregéw odwrotnych
szeregoéw formalnych - nie mozna np. jednoznacznie przyporzadkowaé danemu szeregowi f je-
go szeregu odwrotnego f~!, co czyni problem znalezienia warunku koniecznego/dostatecznego
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istnienia, f~! oraz wzoru na wspoétczynniki f~! bardzo zlozonym. Stwarza to takze komplika-
cje w probie zdefiniowania ztozenia formalnych szeregéow Laurenta (w literaturze znalezliSmy
jedynie zdefiniowane ztozenie formalnego szeregu Laurenta i formalnego szeregu potegowego
[2]), gdyz wystepowatyby w nim wyrazenia postaci f~" := (f~1)" := f=1. ... f~! (n czyn-
nikéw), a szereg f~! nie musi by¢ okreglony jednoznacznie. Trudno tez jest zdefiniowaé iloraz
szeregow formalnych, gdyz niemozliwym w tej sytuacji jest zastosowanie "klasycznej" definicji
L= g (gdzie f,g€F, g7  €F, f€C(g7")).

Mozna jednak sformutowaé pewne twierdzenia, jakie musza spelia¢ w pewnych przypadkach
szeregi odwrotne szeregéw formalnych:

Twierdzenie 3.10. Niech f = Y cha, € F i zatézmy, Ze istnieje f~1 = 3 dpay, (pray czym
neEL nez
dla kazdego n € Z, ¢y, dy € R) oraz istniejg n,m € Z, n # m, dla ktérych c,,cp # 0. Jezeli,
dla kazdego n € Z, ¢, > 0, to istnieje takie m € Z, ze dp, < 0.
oo
Dowéd. 7Z definicji szeregu f~! wynika, ze Y. cpd_p = 11, dla kazdego n € Z \ {0},

m=—0oQ
o0

> emdp—m = 0. Zalozmy, ze dla kazdego n € Z zachodzi d,, > 0. Wtedy, aby zachodzita

m=—0oQ

druga z przytoczonych w poprzednim zdaniu réwnosci, dla kazdego m € Z musi zachodzié
¢m = 0 lub dy—p, = 0. Zauwazmy jednak, ze jesli ¢, # 0, to dla kazdego n € Z zachodzi
dp—m = 0, czyli dla kazdego k € Z\ {—m} di = 0. Poniewaz jednak istnieja dwie rozne liczby
catkowite n,m, dla ktorych ¢, # 0, wiec d = 0 dla kazdego k € (Z\ {—m1}) U(Z \ {—ma}),
czyli dj, = 0 dla kazdego k € Z, wiec f~! = Sy, co jest niemozliwe. Otrzymana sprzecznosé
dowodzi, ze istnieje takie m € Z, ze d,, < 0.

Uwaga 3.11. Jezeli dwa szeregi formalne f, g sa r6znych typéw, ale maja takie same wspo6t-
czynniki, to jezeli szereg o wspolczynnikach by, jest szeregiem odwrotnym do f (niekoniecznie
jedynym), to szereg o wspolczynnikach b, (ale tego typu, co szereg g) jest szeregiem odwrotnym
do g (niekoniecznie jedynym). Podobna wlasnosé dotyczy takze innych operacji arytmetycz-
nych na szeregach formalnych, np. dodawania, mnozenia, gdyz np. iloczyn szeregéw formalnych
zalezy jedynie od wspolczynnikow szeregow, nie od ich typu (co wynika bezposrednio z definicji
iloczynu SF).

Uwaga 3.12. Niech f = ) ¢y, bedzie SF i niech k € Z, g € C(f). Oznaczmy gx := Sk(g).
neL
Zachodzi fg = > (f - gn)om (gdzie - oznacza iloczyn punktowy dwoch SF).
nez

Uwaga 3.13. Alternatywna definicja szeregu odwrotnego. Oznaczmy wspotczynniki szeregu
f~! przez d,, przy zalozeniu, ze f~! istnieje, a szeregu f przez c,. Zauwazmy, ze zachodzi:
o0 oo
ooemdem=f"tfo=1, Y cmdp—m=Ff"1fn=0(dlakazdego n € Z\ {0}). Szereg
m=—00 m=—o00
f~! mozemy zatem zdefiniowaé nastepujaco:
szereg g € F nazywamy szeregiem odwrotnym do szeregu f € F(«), o ile istnieje szereg
formalny speliiajacy ponizsze warunki:
*g-fo=yg-f=1,
o dla kazdego n € Z\ {0}: g- fn = 0.
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Mozna udowodnié¢ réwniez pewne twierdzenia zwigzane z szeregami odwrotnymi szeregdw
formalnych, nie znajac bezposredniej postaci szeregu f~! dla danego szeregu f. Ponizej przed-
stawiam przyktad takiego twierdzenia.

Twierdzenie 3.14. Niech f = > chan € F, g = > dyay, € F i gf = S1 (tzn. g jest
neZ neZ
n k
szeregiem odwrotnym do f). Zalézmy ponadto, Ze istnieje granica le S > dmCs—m oraz
n=00 s=1m=—k

n k
granica podwdjna lm > > dpncs_p. Wiedy

n,k—00 g—1 m——k

n k
im > Y dmCsom =0
n,k—00
s=1m=—k

n k
kl;rgo nh_)noloz Z dmCs—m = 0.

s=1m=—k

oraz

Dowdd. 7 definicji szeregu odwrotnego do szeregu formalnego mamy

n k n o0
kli}r{)loz Z AnCo—m = Z( Z dmCs—m) =0

s=1m=—k s=1 m=—o0

7 tego wynika, ze

n k
nh_{réo khﬁrgloz Z dmCs—m = 0

s=1m=—k
n k n k
Z zatozen twierdzenia granica lim Y > dpcs—p oraz istnieje lim > > dpcs—m-
k=00 s=1 p—_k n,k—00 s=1 yp—_k

7 powyzszych rozwazan, na mocy Twierdzenia 2.13 z [3] wynika, ze

n k
lim E E dmCs—m = 0
n,k—00
s=1m=—k

oraz

n k
lim lim Z § dmCs—m = 0,
k—o00 n—00

s=1m=—k

co koriczy dowdd.

4. SZEREGI FORMALNE: UJECIE METRYCZNE

Celem niniejszego paragrafu jest przedstawienie SF jako przestrzeni metrycznej. Pokazemy,

ze zastosowanie takiego spojrzenia na przestrzen SF do szukania szeregdéw odwrotnych jest
bardzo utrudnione z powodu struktury algebraicznej szeregéw formalnych.
Z literatury znamy metryke dy-q (np. [2]). Ponizej konstruujemy i rozwazamy inna metryke w
przestrzeni SF, w pewnym sensie analogiczng do metryki stosowanej m.in. w przestrzeniach
funkcji ograniczonych oraz omawiamy pewne podobieristwa i réznice tej metryki i metryki
dord, rozwazajac obie z nich pod katem podobnych wtasnosci.
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4.1. Metryka d(f,g) =1 — L

Uwaga 4.1. Przyjmowac bedziemy 2°° = oo, 2%,0 =27 =0.

Lemat 4.2. Dane sy ciagi (zawierajace rowniez wyrazy o indeksach ujemnych) (z,)nez,
(Yn)nez, (2n)nez 0 wyrazach zespolonych. Zachodzi wtedy
Sup|$n A—yn|f§sup\xn/ Zn|%’sup|zn ynL
nel neZ neEL
Dowoéd. Zauwazmy, ze
Sup [zn, — 2p| + sup [2n — Yn| = sup(|zn — 20| + |20 — Yul) = sup|zn — yul,
nez nez nez ne”
co konczy dowdd.
Lemat 4.3. Niech z,y,z € [0, +00) U {oo} i niech z +y > 2. Zachodzi 1 — 7 — > 2i
Dowodd. Rozwazmy nastepujace przypadki:
(1) z,y,z < o0:

Przeksztalémy nieréwnosé 1 — % — 27 > — 2= rbwnowaznie:
1 1 1
2¢ 2y T 277
2TY _9Y _ 9T > _QTTY—Z
(2% —1)2V — 2% > 27 HY—2,
Zauwazmy, ze (27 — 1)2Y — 2% > 2% — 1 — 2% = —1, natomiast x + y — z > 0, wiec

—2%Y=2 < 1, co koniczy te czeéé dowodu.
Jesli x = 400 lub y = +00 lub z = 400, to lemat jest prawdziwy w oczywisty sposob:

(2) z,y,z < oc0:
Nierownosé¢ 1 — —I

(3) z,y =00, z < o0:
Nierownosé 1 — 2% - 2%, > —2% sprowadza sie do postaci 1 > —
jest oczywista.

(4) z,y < 00, z = 00 - sprzeczno$é z zatozeniem x + y > z.

(5) x =00, y,2 < © (analogicznie rozpatrujemy przypadek y = oo, x, 2 < 00):
Nieréwnosé 1 — 2% — 55 > —i sprowadza sie do postaci 1 — iy > — 22, lewa strona tej
nieréwnosci jest nieuJemna a prawa- niedodatnia, co konczy ta czesé dowodu.

(6) T,z =00,y < oo (analogicznie rozpatrujemy przypadek Y, z =00, T < 00):

Nlerownosc 1— 7 — i > —5 sprowadza sie do postaci 1 — 57 > 0, ktorej prawdziwosé
Jjest oczywista, bo Y 2 0.

2% > —2% sprowadza sie do tozsamosci 1 > 0.

2z , ktorej prawdziwosé

Ustalmy pewien dowolny, ustalony zbiér X, funkcje a : X — C; przyjmowaé¢ bedziemy
rowniez F = F(a).

Rozwazmy przestrzen metryczng (F,d), gdzie d : F x F — R4 U{0} jest metryka dana wzorem

d(fvg>:::

e p—— gdzie ay, b, — wspdlczynniki szeregéw odpowiednio f i g.
n— Un
2neZ

Przestrzen (I, d) jest faktycznie przestrzenia metryczna, gdyz dla kazdych f, g, h € F:



13

sup |an—bn|
(1) d(f,g) =0 <= 2ncz =1<=supla,—by| =0 <= Vpezan,—b, =0 f =g,
ne”Z
(2) d(f,g) =d(g, f), poniewaz dla kazdych ay,, b, € C, |a, — by| = |bn — anl,
(3) d(f,g) <d(f,h)+d(h,g), na mocy Lematu 4.2 i Lematu 4.3,
i

czyli d spelnia aksjomaty metryki na F.

W dalszych rozwazaniach, o ile nie powoduje to nieporozumien, przez metryke d rozumieé
bedziemy metryke zdefiniowana powyzej. W nastepnym podrozdziale wszystkie rozwazania
beda sie natomiast koncentrowaly wokét metryki dypq.

Uwaga 4.4. Zauwazmy, ze na przestrzeni F nie mozemy zdefiniowa¢ metryki analogicznej
do klasycznej metryki supremalnej. Istotnie, oznaczmy wspédtczynniki szeregu formalnego f
przez a,, a szeregu formalnego g przez b,. Oczywiscie mozna tak dobraé¢ szeregi f,g, by

sup |a, — b,| = 400 (np. niech wspolczynniki szeregu f beda réwne a, = n, a szeregu g:

nez

b, = 2n), zatem funkcja dgyp(f, g) = sup |a, — by| nie spetnia definicji metryki na I, gdyz
nez

metryka nie moze przyjmowac¢ wartodci nieskonczonej.

Definicja 4.5. Dany jest ciag (fn)nen, gdzie fr, = > agnon € F. Szereg g = > bray, € F
keZ kEeZ

nazywamy granicg ciagu (fn), gdy
ve>OE|N€an>Nd(fn,g) < €.
O ciagu (fn)neny mowimy wtedy, ze jest zbiezny do szeregu formalnego g.
oo

Twierdzenie 4.6. Niech (fn) =( > agpoy). Jezeli h_n>1 fn=9= > brag, to

k=—0o0 k=—o0
Vk € Z lim ay, = by.
n—-:o0

o0
Dowoéd. Zachodzi lim f, =g= > bray € F wtedy i tylko wtedy, gdy
n—-—:uoo

k=—o00
1

——— < ¢, czyli
2SUPkc7, lak,n—bkl ’ Y

Ve>0INenVnsn1 —

Ves0INenYn>N sup |ag, — by| < logy 1
keZ -

Dla kazdego 1>e>0,logy 17— > 0 oraz dla kazdego € > 0 @ = 1 — 5z > 0 spelnia réwnanie
€ = log, 1_a. 7 tego wynika, ze Jezeh

Ves0dnenVns>n1 — <€, to

98UPez |ak,n—bk]

Ves0INenYns N sup |ag, — b| < .

kEZ
Stad
Ves0INeNYn>NVrezlarn — bk < €, czyli
o
Jim f, = ”@w(kz A mtk) = g = kZ de implikuje
=—00 =—0Q

Vk € Z lim Akp = b,
n—so0
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co koniczy dowdd.

Twierdzenie odwrotne do powyzszego nie zachodzi. Istotnie, to ze Vk € Z lim ay, = by
n—=o0

(czyli ViezVes0INenVn>N|arn —bi| < €) nie implikuje Ves0InenYn>NVrez|arn —bi| < €, wiee
w szczegblnodei nie musi zachodzié VesoInvenVasn1— 5 7 <6 ani VesodnenVasn1l—

supkez lag,n

1 . L, . . .

Fhez [ah =R < € (por. pierwsza czes¢ powyzszego dowodu). Rozwazmy przyktadowo ciag sze-
c C,n

regow formalnych (f, = > anmoum)nen, gdzie
meZ

Dla kazdego m € Z, lim ay, ., = 0, jednak d(f,,So) =1 — 2% = % dla kazdego n € N, zatem
n—oo

ciag (fn) nie jest zbiezny do Sp.

Uwaga 4.7. Z powyzszych rozwazai wynika, ze jezeli dla kazdego k € Z, aj , — by, to f, = g
lub ciag (f,) nie posiada granicy (w metryce d).

Uwaga 4.8. Niech (S,,) oznacza ciag szeregow czesciowych szeregu f, tzn. dla f = Y apay

nez
oraz dla kazdego m € NU {0},
Sy = Z aﬁlm)an, gdzie
nez
gm) . § an In| <m
no 0, |n|>m.
Zauwazmy, ze niekoniecznie lim S, = f. Istotnie, ustalmy f = >  amouy,, gdzie a, = 1,

m € Z. Wtedy d(Sp, f) =1 dla kazdego n € N.
Z powyzszego twierdzenia wynika jednak nastepujacy fakt: jezeli S, to ciag szeregdéw czescio-

wych szeregu f, to lim S, = f lub ciag S,, nie posiada granicy.
n—oo

Twierdzenie 4.9. Niech (Sm)meNu{O} oznacza cigg szereqéw czeSciowych szerequ f € F.

Wtedy lim S,, = f wtedy i tylko wtedy, gdy lim &, = 0 (gdzie 6, = sup |an|, an to
m— 00 m— 00 neZ,|n|>m
wspotczynnik szerequ f, n € N).

Dowo6d. Oznaczmy wspolezynniki szeregu Sy, przez by, ,. Wtedy

d(Sm, ) = sup |bpm — anl.
nez

Zauwazmy, ze
|0, n<m
|b”’m_a”’_{ lan|, n>m.
Z tego wynika, ze
d(Sm, f) = sup |ap| = on.

neZ,|n|>m
Z definicji granicy ciagu SF wynika, ze S,,, — f wtedy i tylko wtedy, gdy d(Sp,, f) — 0, czyli

lim 9, =0, co koniczy dowdd.
m—oQ
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Definicja 4.10. Dany jest ciag (fn)nen, gdzie f,, = Y arnpop € F). Ciag (f,) nazywamy
keZ
ciggiem Cauchy’ego, gdy
1

2SUPkez, ‘ak,nfak,ml B

d(fn, fm) < €.

v€>OE|N€an,m>N1 -

Uwaga 4.11. Analogicznie do dowodu Twierdzenia 4.6 mozna udowodnié, ze jezeli ciag SF-
oo
ow (fn =D amnam) jest ciagiem Cauchy’ego, to dla kazdego m € Z, ciag (amn)nez jest

m=—o00
ciagiem Cauchy’ego, tj. dla kazdego € > 0 istnieje taka liczba N € N, ze dla dowolnych s,t > N
lam,s — am | < €.

Uwaga 4.12. Jezeli ciag (fn), fn = D, Gmnam, jest ciagiem Cauchy’ego, to dla kazdego
m=—o00

m € Z, ciag am.n (ze wzgledu na n) jest ciggiem Cauchy’ego, zatem dla kazdego m € Z, ciag

am,n (ze wzgledu na n) jest zbiezny. Nie dowodzi to jednak zbieznosci ciggu (fy,), a co za tym

idzie - zupelnosci przestrzeni (IF,d). W dalszej czesci tego rozdziatlu pokazemy jednak innym

sposobem, ze przestrzen (IF,d) jest zupelna.

Uwaga 4.13. Zauwazmy, ze z dowodu Twierdzenia 4.6 wynika, ze stwierdzenie
(1) VesoInenVnsnl — m < € jest rownowazne stwierdzeniu
okEZ "
(2) Ves0INeNn>nsup |ag, — b| < e.
keZ

Analogicznie mozna sprawdzié, ze
(1) ve>03N6an,m>N1 — m <€ Wtedy i tylko Wtedy, gdy

ok€EZ

(2) ve>OE|N€an,m>N 5];up |akz,n - ak,m| <e€
EZL

(gdzie ay,, € C dla kazdego k € Z, n € N).

Twierdzenie 4.14. ([1|, Tw. 7.8), Ciag funkcji (f,) okreslonych na zbiorze E o wartosciach
zespolonych, jest na tym zbiorze jednostajnie zbiezny wtedy 1 tylko wiedy, gdy

Ve>03NENvm,n2N,mEE‘fn(x> - fm(l')’ <e

W dowodzie twierdzenia o zupetosci przestrzeni (F, d) postepowaé bedziemy podobnie, jak
w dowodzie Twierdzenia 7.15 z [1], jednak rozwaza¢ bedziemy nieco inny typ funkcji (szereg
formalny ustalonego typu to w istocie funkcja f : Z — C):

Twierdzenie 4.15. Przestrzen metryczna (F,d) (gdzie d(f,g) = 1 — —r—p7) jest zupelna.

onEL

Dowéd. Niech (f, = > fnr0k)nen bedzie ciagiem Cauchy’ego. Wtedy
kezZ

Ves0INeNYnm>NA(fn, fm) < € zatem, na mocy uwagi 4.13,

Ve>0INeNYnm>N SUp [agn — apm| < €, zatem
kez

Ves0INeNYnm>NYiez| @k n — Qrm| < €.

Poniewaz szereg formalny to funkcja z Z w C, to ciag (f,) mozna traktowa¢ jako ciag funkeji
(fn) argumentu k € Z (ay, := f(n,k)). Z dowodu Twierdzenia 4.6 oraz definicji jednostajnej
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zbieznosci ciagu funkcyjnego bezposrednio wynika, ze ciag (f,) jest zbiezny wtedy i tylko
wtedy, gdy ciag (fnk) jest zbiezny jednostajnie ze wzgledu na k. Wiemy, ze

Ves0INeNYn,m>NVkez| @k n — akm| < €,

zatem, na mocy Twierdzenia 4.14, istnieje funkcja f : Z — C, do ktorej ciag (fnr) jest
jednostajnie zbiezny, zatem ciag (f,) jest zbiezny, co koriczy dowod.

4.2. Metryka d,.q4. Zdefiniujmy najpierw pojecie rzedu szeregu formalnego oraz metryke do4:

Definicja 4.16. [2| Niech f = > anay, € F. Rzedem szeregu f # Sp nazywamy liczbe
nez

ord(f) := min{|n| : a,, # 0}.
Przyjmujemy ord(Sp) = +oo.

W przestrzeni szeregow formalnych mozna okreslic metryke dyr.q jako dopq(f, g) = 2-°r4/~9)
dla kazdych f,g € F. Dowodd, ze tak zdefiniowana funkcja d,.q spetnia aksjomaty metryki
znajduje sie np. w [2]. W ksiazce [2] metryka dy.q jest zdefiniowana na zbiorze formalnych
szeregow Laurenta. Wszelkie jej wlasnosci sa jednak takie same, jak wlasnoéci metryki dypg
zdefiniowanej na F (metryka zdefiniowana powyzej nie zalezy od typu rozwazanych szeregow).
Dla metryki dy.q zachodzi mocniejsza wersja Twierdzenia 4.6:

Twierdzenie 4.17. Niech (fy), fn = Y. Gnmm bedzie ciqgiem SF i niech g = > bpam, €
meZ meZ
F. Wtedy jezeli li_)rn fn =g (w metryce dorq), to dla kazdego m € 7Z istnieje takie N € N, ze
n o0

dla kazdego n > N aypm = bpy.

Dowo6d. Na mocy definicji granicy w przestrzeni metrycznej, dla kazdego € > 0 istnieje N € N
takie, ze dla kazdego n > N, 27"%n=9) < ¢ czyli ord(f, — g) > M, gdzie M = —logy €.

Z tego wynika, ze, dla kazdego m < M, ap m — by, = 0. Poniewaz dla kazdego € € (0, 1) istnieje
takie a > 0, ze —logy € = «, zatem dla kazdego m € Z mozna dobra¢ odpowiednie M, a co z
tego wynika, odpowiednie € i N, zatem dla kazdego m € Z istnieje takie N € N, ze dla kazdego
n >N apm — by =0.

Uwaga 4.18. Zachodzi réwniez twierdzenie odwrotne do powyzszego twierdzenia. Istotnie,
zalézmy, ze dla kazdego m € Z istnieje takie N € N, ze dla kazdego n > N, apnm — by, = 0.
Oznaczmy te liczbe przez N(m). Zauwazmy, ze dla danego k € Z i n > max|g<p sez N (8),
ord(fn—g) > k. Oznaczmy przez K(n) maksymalng wartosé k, dla ktorej dana liczba n spelnia
nieréwno$é¢ n > maxjs <k, sez N (s). Wtedy ord(f,—g) > K(n). Gdy n dazy do nieskoriczonogci,

to K(n) oczywiscie rowniez dazy do nieskoniczonosci, zatem lim ord(f, — g) = +oo oraz
n—oo

lim d(f,,g) = 0. Z tego wynika, ze
n—oo

Ves0INenVnsNd(fn, 9) <€
co konczy dowdd.

Uwaga 4.19. Analogicznie do dowodu Twierdzenia 4.6 mozna udowodnié, ze jezeli ciag SF
o0
(fa="2_ Gmnm)nen jest ciagiem Cauchy’ego, to dla kazdego m € Z, ciag am, ,, (ze wzgledu
m=—00

na n) jest ciagiem Cauchy’ego w przestrzeni metrycznej (F, dyrq).

Przestrzen (F, dyrq) jest zupelna. Fakt ten tatwo wynika z dowodu Proposition 6.6.5 w [2].
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Definicja 4.20. Szereg f € F nazywac bedziemy szeregiem skoriczonym z lewej strony, jezeli
istnieje taka liczba catkowita N, ze dla kazdego n € Z, wspolczynniki a,, szeregu f sa réwne
0,o0ilen < N.

Zauwazmy, ze kazdy szereg f skoriczony z lewej strony (rozny od Sp) mozemy zapisa¢ w
postaci S_n(g) (tj- f = S-n(g)), N € N, dla pewnego szeregu g o wspotczynnikach by, takich,
ze b, = 0 dla kazdego n < 01 by #0. .

Definicja 4.21. Szeregiem S-O szeregu f = S_n(g) (przy oznaczeniach z obserwacji powyzej)
skoficzonego z lewej strony nazywamy szereg f, = Sy (g™ 1), gdzie g~1 jest szeregiem odwrot-
nym do g o wspoélczynnikach o indeksach ujemnych réwnych 0 i wspdtczynniku o indeksie 0
roznym od 0 (tj. gg~' = Sy oraz, oznaczajac wspotezynniki szeregu g~ ! przez ¢, ¢, = 0 dla
kazdego n < 0 oraz ¢y # 0). Tak zdefiniowany szereg g ! jest okreslony jednoznacznie na mocy
twierdzenia o istnieniu, jednoznacznosci i postaci szeregu odwrotnego do formalnego szeregu
potegowego (Theorem 1.1.9, [2]) i uwagi 3.11).

Twierdzenie 4.22. Jezeli szereq g jest szeregiem S-O szeregu f skoriczonego z lewej strony
(tj. f =S_n(g9), N €N), to fg = 51.
Dow6d. Oznaczmy wspotczynniki szeregu ¢ przez a,,, szeregu g~' przez b, szeregu gg~

przez c,, szeregu S_n(g) przez x,, szeregu Sy (g7 !) przez y,, a szeregu (S_y(9))(Sn(g™1))
przez k. Wtedy x, = aptnN, Yn = bn—m, zatem

kp = Z TmYn—m = Z am+an—N—m-

meZ mEeZ

1

Wiemy jednak, ze jezeli dla pewnego n, a,, # 0 (lub b, # 0), to n > 0, zatem

n—N n
kpn = g aeranfom = E am+anfN7m = E asbp—s
MEZ m=—N s=0

(podstawiajac s = m + N).
Mamy teraz

n
Cn = § ambn—m = § Ambn—m.
m=0

MEZ
7 tego wynika, ze ¢, = k, dla kazdego n € Z, zatem

(S—n(9))(Sn(g™") = gg~" = S1, co koriczy dowdd.

Ponizej przedstawiam twierdzenie, ktoére zdecydowanie utrudnia préby poszukiwania sze-
regdw odwrotnych do danego SF, korzystajac z metryki d,.q. Uniemozliwia ono obliczanie
szeregu odwrotnego do szeregu f, ktory nie jest skoriczony z lewej strony, jako granicy ciagu
szeregow S-O szeregow czesciowych S, szeregu f.

Twierdzenie 4.23. Niech (Sp)nen bedzie ciggiem szeregow czesSciowych szeregu f € F (por.

wwaga 4.8). Niech S;;*, n € N oznacza szereg S-O szeregu Sy, o ile istnieje. Jesli istnieje szereg

odwrotny do f oraz istnieje granica lim S;' = g € F (w metryce dyq) i fg = S1, to f jest
n—00

skoticzony z lewej strony.

Dowod. W dowodzie stosujemy oznaczenia z definicji szeregu skorniczonego z lewej strony

i szeregu S-O. Istnieje co najmniej jeden szereg odwrotny do szeregu f, wiec f # Sp, zatem
istnieje takie M € N, ze dla kazdegon > M, S, # Sp. Dalsze czesci dowodu rozwazaé bedziemy
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rozwazac tylko dla n > M. Oznaczmy S, = S_n(n)(gn) (—N(n)-translacja szeregu g, N(n) €
N, g, to dla kazdego n € N szereg formalny o wspoétczynnikach o indeksach ujemnych réwnych 0
oraz wspolczynniku o indeksie 0 réznym od 0). Wtedy S,/ = Sy, (971), zatem szereg S, ' ma
niezerowe wspoétczynniki tylko dla n > N(n) (oczywiscie niektore wspotczynniki o indeksach
n > N(n) rowniez moga wynosi¢ 0). Z tego wynika, ze ord(S;,}) > N(n). Latwo sprawdzi¢, ze
jezeli szereg f nie jest skoniczony z lewej strony, to nh_{I;o N(n) = oo, czyli nll_}H;o ord(S; 1) = oo,

zatem lim dy.q(S;, !, So) = 0, zatem lim S, ! = Sy. Niemozliwym jest jednak, by fSo = Si.
n—00 n—oo

Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze szereg f jest skoniczony z lewej strony, co koniczy dowdd.

Uwaga 4.24. Zauwazmy, ze nie istnieje analogiczny dowo6d dla metryki d z poprzedniego
podrozdziatu, gdyz wtedy lim N(n) = co nie implikuje lim d(S, !, Sg) = 0.
n— o0 n— o0

Uwaga 4.25. Zbieznos¢ ciggu SF w metryce d nie implikuje zbieznodci w metryce d,q. Istot-
nie, ustalmy ciag szeregéw formalnych (f, = Y. cnmoum), gdzie cpm = %, m e Z, neN.
meZ
e Pokazemy, ze w metryce d ciag f, jest zbiezny do Sp:

Zauwazmy, ze sup |cpm — 0] = %, zatem d(fn,g9) =1 — 21% oraz lim d(f,g) =0.
meEZ n—00

e Udowodnimy, ze w metryce do.q ciag (fn) jest rozbiezny:
Zalozmy nie wprost, ze g = Y. amQuy, jest granica ciggu (f,,). Rozpatrzmy nastepujace
mEZ

przypadki: ©

(1) nie istnieje takie n € N, ze ag =
Wtedy dla kazdego n € N, d(f,9) = 1, gdyz ord(fn,g) = 0, zatem ciag (f,) nie
jest zbiezny do g.

(2) ap = % dla pewnego N € N. Wtedy

S|

rto={ %, 22

Zatem dla kazdego n > N, d(fn,g) = 9—ord(fn:9) = 920 = 1. 7 tego wynika, ze ciag
(fn) nie jest zbiezny do g.
Otrzymalismy sprzecznos$é, co dowodzi, ze ciag (f,) jest rozbiezny.

Uwaga 4.26. Zbieznosc¢ ciagu SF w metryce d,.q nie implikuje zbieznosci tego samego ciagu

w metryce d. Istotnie, ustalmy ciag szeregoéw formalnych (f, = > ¢pmoum), gdzie dla kazdego
meZ

meZ,neN,

_J L Iml=n
rm =000, |m| <n.

e Udowodnimy, ze w metryce d,.q ciag f, jest zbiezny do Sp:
Zauwazmy, ze ord(f, — So) = ord(f,) = n, czyli 27(dn=9) = 2=" Qczywiscie ciag
(27™)pen dazy do zera przy n — oo, zatem

Ves0INenVnsNd(fn, g) = 27" < €, co koniczy te czesc.

e Udowodnimy, ze w metryce d ciag (f,) jest rozbiezny:
Dla kazdego m € Z, lim ¢y, = 0, zatem mocy Twierdzenia 4.6 i uwagi 4.7, ciag (f»)
n—o0
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jest zbiezny do Sy lub nie posiada granicy. Mamy teraz
1 1 1 . o
d(fn,9)=1— W =1- =5 zatem granica ciagu (f,) nie jest Sp.
meEZL

Z tego wynika, ze ciag (f,) jest rozbiezny.

5. KLASYCZNE I FORMALNE SZEREGI LAURENTA I FOURIERA ORAZ ICH ZASTOSOWANIA

Przypomnimy teraz definicje formalnego szereg Fouriera i formalnego szereg Laurenta z
przyktadu 2.3:

Definicja 5.1. Formalnym szeregiem Laurenta (FSL) nazywamy szereg formalny typu o, :=
", n e’ ‘
Formalnym szeregiem Fouriera (FSF) nazywamy szereg formalny typu a,, := €™ n € Z.

Wystepuje pewna réznica miedzy powyzsza definicja a najczesciej uzywang w literaturze
definicja formalnego szeregu Laurenta. Zwykle definiuje si¢ szereg Laurenta jako kazde od-
wzorowanie z Z w C (np. [2]). W teorii réwnan rézniczkowych czastkowych uzywa sig jednak

formalnych szeregow Fouriera ) ¢, ¢, € C, n € Z. W $wietle ogdlnie stosowanej definicji
neZ
formalnego szeregu Laurenta kazde odwzorowanie Z w C jest szeregiem Laurenta, natomiast

formalny szereg Fouriera rowniez nalezaloby zdefiniowaé jako odwzorowanie z Z w C. To moze
stwarza¢ pewne niedcistodci, ktére nie wystepuja w Definicji 5.1.

Zauwazmy, ze przy powyzszej definicji formalnego szeregu Fouriera i Laurenta, wszystkie de-
finicje oraz twierdzenia zawarte we wczedniejszej czedci pracy mozna stosowaé¢ do przestrzeni
formalnych szeregéw Fouriera i formalnych szeregéw Laurenta.

W przypadku klasycznych szeregow Laurenta i Fouriera symbol > oznacza "zwykle" sumo-
wanie, w przeciwienstwie do szeregéw formalnych, gdzie symbol ten nie ma §cisle okreslonego
znaczenia.

5.1. O pewnych zastosowaniach klasycznych szeregoéw Laurenta i Fouriera. Zagad-
nienie rozwijania funkcji w szeregi Fouriera i Laurenta bedzie gtéwnym tematem tej czesci
pracy. W kolejnym podrozdziale pokazemy przyklady zastosowania pewnych twierdzenia ana-
lizy formalnej i uzyjemy formalnej interpretacji szeregéw Fouriera i Laurenta.

Zacznijmy od podstawowych twierdzen zwigzanych z rozwijaniem funkcji w szeregi Fouriera i
Laurenta (pochodza one z prac [5], [7], [8]):

Definicja 5.2. Szeregiem Fouriera funkcji 2m-okresowej f : C — C w postaci zespolonej

nazywamy, o ile istnieje, szereg > c,e"™*, gdzie
nez

1 [ :
n = t)edt.
on = [ Fl0)

Uwaga 5.3. Wystepuje pewna roznica miedzy szeregiem Fouriera definiowanym w literatu-
rze (np. [1], Definicja 8.9) a szeregiem z powyzszej definicji. Jest ona spowodowana rézny-

o
mi definicjami sumy > (czyli > ). W definicji znajdujacej sie np. w [1] przyjmuje sie

n=—00 neL
N
ST cpe™ = lim > cpe™®. Jednak zgodnie z definicja stosowana w analizie formalnej

nez N—oo n=—N
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(np. [2], [8], por. uwaga 2.5) nalezaloby zapisa¢ > cne"™ Z cn e + Z c_pe It =
neL n=0 n= 1
N N N ‘
lim 3 c,e™+ lim Y c_,e . Jedli istnieja granice lim Y c¢,e™® i hm Z Cope T,
N—>oon =0 N—>oon 1 N_)OOTL 0 —>oon 1
N

to istnieje granica A}im > cpe™ natomiast implikacja w drugg strone nie zachodzi (istot-
—00 n=—N

nie, ustalmy takie ¢,, n € Z oraz x € C, ze c,e™ =1, n > 0, ¢, = -1, n < 0. Wtedy
N ‘ N A

lim Z cpe’™® =1, ale ciagi (). cne™)nenuqoy 1 (22 c—ne™ ") Nen sa rozbiezne). To

N—ooy, n=0 n=1

pokazuje, ze obie interpretacje szeregu Y. c,e'™ definiuja szeregi o tych samych wspotczyn-
nez
nikach, oraz - o ile w swietle obu definicji sg zbiezne - zbiezne do tej samej sumy. Moga jednak
istnie¢ takie xz € C, dla ktorych, w zaleznosci od definicji sumy >, szereg > c¢,e™* moze
neL ne”Z
by¢ zbiezny lub rozbiezny. Dlatego szereg Fouriera traktowany w sposob formalny (czyli szereg

3 e oznacza szereg formalny typu e™* o wspolczynnikach c,, n € Z) jest niezalezny od
neL

definicji sumowania od —oo do oo, réznice pojawiaja sie jedynie przy rozwazaniu zbieznosci
danego szeregu.

Nalezy zaznaczy¢, ze szereg Y cp,e'™, przy przyjmowanej w calej pracy (por. uwaga 2.5),

nez
definicji sumy po n € Z, nie jest réwnowazny postaci trygonometrycznej szeregu Fouriera
o0

2 + > (apcosnx + bysinnx) - w przeciwienstwie do szeregu rozwazanego przy drugiej z
przytggzlonych definicji sumy nieskoriczonej. To oznacza, ze zbieznosc szeregu w postaci trygo-
nometrycznej nie jest rownowazna zbieznosci szeregu » | ¢, (przyklad potwierdzajacy ten
fakt znajduje sie w dalszej czesci tego rozdzialu po tgjeﬁwadze)
W rozdziale tym uzywac¢ bedziemy definicji Z Cne'™® 4 Z c_ne” M odyz jest ona stosowana
w teorii szeregdéw Laurenta i analizie formalneJ (ktora Jegt }cematem niniejszej pracy). Dlatego

piszac, ze szereg Y. c,e™ jest zbiezny, mam na mysli wlagnie taks zbieznogé.
nez

o0
Przyklad 5.4. Rozwazmy nastepujacy szereg S: % + > sinnz (czyli szereg Fouriera w po-

n=1
o0
staci trygonometrycznej 4 + 3 (a, cosnx + by sinnz), dla ktorego ag = 1, a, = 0 (n € N),
n=1
b, = 1 (n € N)). Aby zapisa¢ ten szereg w postaci ) c,e™, ustalmy cg = 4 = %,
nez
Cn = % = %, Cep = % = % Wtedy szereg > %eim jest réwnowazny szeregowi
nez
. N A
S, o ile zdefiniujemy > cpe™ = lim Y ¢p,e™™ (por. [5], strona 3). Zauwazmy, ze sze-
nez N—oo n=—N

reg S jest zbiezny dla x = 0, zatem szereg ). %eim jest zbiezny dla = 0 (dla definicji
nez
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N
sumowania »_ ¢, := lim ) ¢,e"™*, z rownowaznosci postaci trygonometrycznej i wy-
nez N—oop="nN

kladniczej szeregu Fouriera). Jednak jezeli zdefiniujemy Y. e™® = (3 e + 3 e~
neL n=0 n=1
szereg . %eim bedzie rozbiezny dla = 0 (wtedy ¢ = 1 dla kazdego n € Z). To pokazuje,
neL
ze zbieznosci szeregu Fouriera w swietle obu definicji sumowania po n € Z nie sg rOwnowazne.

Definicja 5.5. Szeregiem Laurenta funkcji f : C — C w pierscieniu P = {z € C: r < |2| < R}

nazywamy, o ile istnieje, szereg > anz™ taki, ze
nez

B i f(2)dz

" 9 zntl
¥

gdzie v C P jest dowolng krzywa zamknieta (musi by¢ ona jednak potozona w catosci w
obszarze zbieznosci danego szeregu Laurenta (por. twierdzenie o zbieznosci szeregu Laurenta
w dalszej czesci tego rozdziatu) i zorientowana dodatnio wzgledem swojego wnetrza.

Uwaga 5.6. Piszac w powyzszych definicjach, ze szereg Laurenta/Fouriera istnieje, mam na
mysli mozliwos¢ obliczenia wspolczynnikow a,, /¢, (czyli istnienie i zbieznosé catek, ktorymi
te wspolezynniki sie wyrazaja), a nie - zbieznos¢ danego szeregu.

Uwaga 5.7. Szereg Laurenta nie jest okreslony w punkcie x = 0. Dlatego piszac, ze szereg

Laurenta jest zbiezny w obszarze P C C, mam na my$li, ze szereg ten jest zbiezny w obszarze

P\ {0}.

Uwaga 5.8. Nie mozna stwierdzi¢, ze jezeli szereg L(x) jest szeregiem Laurenta funkeji f w

pewnym pierscieniu P, to jest on szeregiem Laurenta tej funkcji w pierscieniu P’ nie bedacym
1

podzbiorem pierscienia P. Istotnie, rozwazmy funkcje f(z) = =1, z € C\ {1}. Zauwazmy, ze

1 1 >~ o,
= — e _Z
z—1 1—2 Z ’
n=0
natomiast w pierscieniu 1 < |z| < oo,
—0o0
1 _ 1/Z _ Z Z_n.
z—1 1-1/z ot
Powyzszy przyktad uzasadnia, ze definicja szeregu Laurenta funkcji f musi uwzgledniaé pier-
scienn, w ktorym te funkcje rozwijamy - nie mozna jednoznacznie méwi¢ o szeregu Laurenta

funkcji f (trzeba uwzgledni¢ rowniez, na jakim pierdcieniu rozwijamy te funkcje w szereg Lau-
renta).

w pierscieniu 0 < |z| < 1

Przed rozpoczeciem dalszych rozwazan warto rowniez zbadaé¢ kwestie zbieznosci szeregu Fo-
uriera i Laurenta (warunek zbieznosci szeregu Laurenta pochodzi z [8], warunek dla szeregu
Fouriera formutujemy ponizej):

Twierdzenie 5.9. Dany szereg Laurenta Y anz™, x € C jest
neL

o zbiezny, dla |z| € (1, R),
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o rozbieiny, dla |z| ¢ [r, R],

gdzie v := limsup |a_,|"/™, 1/R := limsup |a, |*/™.
n—oo n—oo

Twierdzenie 5.10. Dany szereg Fouriera > c,e™® jest
nez
o zbiezny dla x € C takiego, ze Im(x) € (—In R, —1Inr),
o rozbiezny dla x € C takiego, ze Im(z) ¢ (—InR, —1Inr),
gdzie v :=limsup |c_,|"/", 1/R := limsup |¢,|"/".
n—oo n—oo

Dowéd. Zauwazmy, ze szereg Fouriera mozemy zapisa¢ w nastepujacy sposoéb:

ne’ nez
Zbiezno$é szeregu Fouriera mozna zatem badaé poprzez analize zbieznosci otrzymanego sze-
regu Laurenta "nowej" zmiennej t = €' i przeksztalcajac réwnowaznie otrzymany warunek
zbieznosci tak, by zalezat on jawnie od zmiennej x. Zapiszmy x w postaci z = a+bi, a,b € R.
Mamy:
1tz | ta—=b] . . . by _ _—b
|t| = €] = |€**"°| = |cosa+isinalle”’| =e
Nierownos¢ R > e~? > r jest rownowazna nieréwnosci b € (—InR, —Inr). Korzystajac z
twierdzenia o zbieznosci szeregu Laurenta otrzymujemy, ze szereg f = > ¢, € F jest
nez

e zbiezny, dla x € C takiego, ze Im(z) € (—InR,—1Inr),
e rozbiezny, dla Im(z) ¢ (—In R, —Inr),

co konczy dowdd.

Uwaga 5.11. Zauwazmy, ze powyzsze twierdzenia nie rozstrzygaja kwestii zbieznosci szeregu
Laurenta (Fouriera) na brzegach maksymalnego obszaru, wewnatrz ktorego jest on zbiezny.

Uwaga 5.12. Szereg Fouriera, w odréznieniu od szeregu Laurenta, jest zbiezny nie w pier-
$cieniu kotowym, a w pasie rownolegtym do osi Re(x). Z tego wynika w szczegdlnosci, ze
kazdy szereg Fouriera f jest zbiezny dla kazdego x € R lub jest rozbiezny dla kazdego
x € R. Nalezy jednak zaznaczy¢, ze wlasno$¢ ta zachodzi tylko dla definicji sumy po n € Z:

. 0 . _1
> cpe™ =" ™+ > natomiast nie zachodzi dla definicji typowej dla "klasycznych"
nez n=0 n=-—00

szeregow Fouriera (por. uwaga 5.3, przyktad 5.4).

Uwaga 5.13. Z Twierdzenia 5.9 wynika, ze jezeli szereg Laurenta jest zbiezny w punkcie z € C
lezacym wewnatrz obszaru zbieznosci tego szeregu, to jest on w tym punkcie bezwzglednie
zbiezny. Fakt ten wynika bezposrednio z twierdzenia o zbieznosci szeregu Laurenta: wartosci
r, R zaleza jedynie od wartosci bezwzglednych wspotczynnikow a, (nie od ich znakow), co
wiecej, |z"| = |z|™ dla kazdego x € C\ {0}, n € Z.

Uwaga 5.14. 7 Twierdzenia 5.10 wynika, ze
e jezeli0 € (—In R, —In7), to szereg Fouriera jest bezwzglednie zbiezny w kazdym punk-
cie lezacym wewnatrz obszaru zbieznosci tego szeregu,
e jezeli 0 ¢ (—In R, —Inr), to szereg Fouriera nie jest bezwzglednie zbiezny w zadnym
punkcie lezacym wewnatrz obszaru zbieznoéci tego szeregu.
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Fakt ten wynika bezposrednio z twierdzenia o zbieznoéci szeregu Fouriera: wartoéci r, R zaleza
jedynie od wartosci bezwzglednych wspotczynnikow ¢, (nie od ich znakéw), natomiast dla
kazdego = € C, Im(|z|) = 0.

Przyktad 5.15. Rozwazmy szereg f = > al™e®  odzie a € Ry. Zbadajmy jego zbieznosc.
neEL
Na mocy powyzszego twierdzenia wystarczy zbada¢ przypadek x = bi, b € R (na mocy uwagi

5.12 zbieznod¢ szeregu Fouriera dla x = bi jest roéwnowazna zbieznosci tego szeregu dla x =
bi + ¢, gdzie ¢ jest dowolng liczba rzeczywista). Mamy
(ayi)t =

R = (lim
n— 00 a
= li =nhys =
r= e =a
Z tego wynika, ze dla a > 1 szereg f jest rozbiezny dla kazdego x € C. Dla a = 1 szereg f
moze byé zbiezny co najwyzej dla z = Ina = In1 = 0. Wtedy mamy f(0) = > e’ = > 1-
neL neL

szereg ten jest rozbiezny. Dla a < 1 szereg f jest zbiezny dla ¥ € (—1In é, —Ina), trzeba jeszcze

zbadaé¢ jego zbieznosé dla x = —ilna oraz ¢ = —iln% =4lna. Dla x = —¢1na mamy
o0 o
Z a\n\ein-(filna) _ Z an+|n| _ Z 2" + Z 1
nez neZ n=0 n=1

Szereg o wyrazach a®" jest zbiezny (szereg geometryczny o ilorazie nalezacym do przedziatu
(0,1)), jednak szereg o wyrazie ogélnym 1 jest rozbiezny. Zbadajmy teraz przypadek = = iIna.

Mamy
o oo
Za|n|ein-(ilna) _ Za|n|—n _ Z 1+ ZGQn‘
neZ nez n=0 n=1

Szereg o wyrazach a” jest zbiezny (szereg geometryczny o ilorazie nalezacym do przedzia-
tu (0,1)), jednak szereg o wyrazie ogélnym 1 jest rozbiezny. Podsumowujac, szereg f =
S alMe™® gdzie a € Ry jest
nez

e rozbiezny dla kazdego z € Cdla a > 1,

e zbiezny dla z € C takiego, ze Im(z) € (~In1,—Ina) dlaa < 1.

Przyktad 5.16. Rozwazmy szereg f = Y. a"e™® gdzie a € R,. Zbadajmy jego zbieznosé.
nez

Na mocy powyzszego twierdzenia wystarczy zbada¢ przypadek x = bi, b € R (na mocy uwagi

5.12 zbieznos¢ szeregu Fouriera dla © = bi jest rownowazna zbieznosci tego szeregu Fouriera

dla x = bi + ¢, gdzie ¢ jest dowolng liczba rzeczywista). Mamy

R=(lim (a™)3) ! =2

n—00 a

1
r= lim (cf”)% ==
n—o00 a
Z tego wynika, ze szereg ten moze by¢ zbiezny co najwyzej dla x = ilna (na mocy powyzszego

twierdzenia). Zauwazmy teraz, ze

§ :anemﬂ,lna _ § :enlna—nlna _ § :1

neL nez nez
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Szereg ten jest rozbieiny, zatem szereg f = > a"e!™®

nez

, gdzie a € Ry jest rozbiezny dla kazdego

r e C.

W kolejnym podpunkcie podajemy przyktad zastosowania oméwionych wyzej szeregdéw -
stosujemy szeregi Fouriera i Laurenta do udowodnienia pewnego twierdzenia z rachunku cal-
kowego.

5.1.1. Szereg Fouriera jako ztozemie szeregu Laurenta 4 funkcji wyktadniczej. W niniejszym
paragrafie przedstawimy interpretacje szeregu Fouriera jako swego rodzaju zlozenia szeregu
Laurenta i funkcji eksponencjalnej oraz korzysci ptyngce z prowadzenia rozwazan z takiego
punktu widzenia - nowy sposéb obliczania pewnego typu catek. Powyzszy dowdd zwiazany ze
zbieznodcia szeregdw Fouriera przedstawia szereg Fouriera jako "ztozenie" szeregu Laurenta i
funkcji €%®. Interpretacja szeregu Fouriera jako zlozenia formalnego szeregu Laurenta i funkcji
eksponencjalnej pozwala na udowodnienie nastepujacego twierdzenia - stanowi on przyktad
zastosowania szeregéw Fouriera i Laurenta w rachunku catkowym:

Twierdzenie 5.17. Niech f(z) bedzie funkcjq 2m-okresowq okreslong na zbiorze C, dla ktorej
istnieje jej szereq Laurenta zbiezny w pierscieniu P = {z : |z| € (Rl27Rl1)} 1 szereq Fouriera
zbiezny w pasie Py = {z : Im(z) € (—In Rg, —In R{)} Wtedy, dla kazdego n € Z

i, 1T )
%é‘n-‘rld& = %en gin ds,

Y e "

gdzie v C Py jest krzywa zamknietq zorientowang dodatnio wzgledem swojego wnetrza. (w

szczegdlnosci
& 1 7 f(s)ds
—_ d —_ — —_—,
7{ ut 1 ) 2em Ca
Y e~ T

Dowéd. Zauwazmy, ze jezeli dla x € P, f(x) = Y. apa™, to f(e®) = Y a,e™ (dla
neZ nez
e’® € Py, oznaczmy zbiér x spetniajacych ten warunek przez P|, wtedy P| = {z € C :
Im(z) € (—InRY, —1In R,)}), co oznacza, ze funkcja f(e™®) posiada szereg Fouriera zbiezny w
kazdym punkcie zbioru PN P}, a wspotezynniki Fouriera funkeji f(e'®) sa réwne odpowiednim
wspolezynnikom Laurenta funkeji f(z) w pierscieniu Pj. Nalezy zaznaczy¢, ze szereg Fouriera
funkcji f(e'®) istnieje i jest jednoznaczny na catym zbiorze C (w naszych rozwazaniach nie
jest potrzebne zalozenie o jego zbieznosci), dlatego dopoki nie zaktadamy zbieznosci szeregu
Fouriera funkcji f(e%®), nie musimy sie ogranicza¢ w jego rozwazaniu do zbioru P; N P{. Niech

x=—it = %, gdzie t € Ry, i2 = —1. Wspotezynniki Fouriera funkcji f(ef) sa wiec réwne odpo-
wiednim wspotczynnikom Laurenta funkcji f(z) = f(), ¢! € R, wiec wspolezynniki Fouriera

7
funkcji f(e') mozemy obliczy¢ nastepujaco:

e™

T or(f
R f(.e)dgzl/f(.s)ds
2 ené 2er s
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. . . o o . L, .y . .. t
(dokonujac podstawienia s = ef, ds = ed€) natomiast wspotczynniki Laurenta funkcji f (7)
mozemy obliczy¢ nastepujaco:

f(§)dé

é‘n—i—l '

Ay =

3
7 powyzszych rozwazan wiemy, ze a, = c,, zatem
eﬂ'
fG)E 1 [ f(s)ds
gntl T %em gin
ol e~ T

co koniczy dowdd.

5.2. O pewnych zastosowaniach szeregéw Laurenta i Fouriera rozwazanych w sensie
formalnym. W niniejszym paragrafie przedstawimy pewne zastosowania szeregéw formal-
nych. Pokazemy na przykltadach zalety stosowania twierdzei udowodnionych dla "ogélnych
szeregoéw formalnych" do badania funkcji rozwijalnych w szeregi Fouriera lub Laurenta; zasto-
sujemy niektore twierdzenia udowodnione we wczesniejszej czesci pracy (dotyczacej "ogdlnych"
szeregow formalnych).

5.2.1. Obroty szeregéw formalnych i ich zastosowanie. W ponizszym paragrafie sformutuje-
my pojecie obrotu szeregu formalnego i pokazemy zastosowanie tego pojecia w dowodzeniu
jednoznacznosci rozwigzania pewnego uktadu réwnan funkcyjnych. Nie bedziemy szczegdétowo
rozwazaé tego pojecia, pokazemy jednak, ze samo zdefiniowanie obrotu szeregu formalnego
zdecydowanie pomoze w udowodnieniu pewnego przyktadowego twierdzenia.

Definicja 5.18. Obrotem szeregu formalnego wzgledem ciagu a = (an)nez, gdzie a, € C
dla kazdego n € Z nazywamy odwzorowanie ¢, : F +— T zdefiniowane ¢a( > anay,) =

nez
3 (e%ay, ) o,
nez
Zauwazmy, ze w powyzszej definicji wprowadzamy ciag jako funkcje zmiennej catkowitej,
nie tylko naturalnej.
W powyzszej definicji przyjmujemy, w przeciwienistwie do przyktadu 2.3, ze litery e, ¢ odpo-
wiadaja konkretnym wartosciom (statej Eulera i jednostce urojonej).

Twierdzenie 5.19. Dana jest funkcja f : R — C, 2w-okresowa, dla ktdrej istnieje odpowia-
dagacy jej szereg Fouriera (niekoniecznie musi byé on zbiezny) i cigg a = (ap)nez. Istnieje co
najwyzej jedna funkcja g : R — C, 2w-okresowa, dla ktorej istnieje odpowiadajgcy jej szereg
Fouriera (niekoniecznie zbieiny) taka, ze dla kazdego n € Z,

K s
/g(ﬂz)ei”xdz‘ = ei“”/f(x)eimdx .
—T —T
Dowo6d. Twierdzenie to wynika w oczywisty sposob z nastepujacych faktow (wynikaja one
bezposrednio z definicji szeregu Fouriera funkcji f i jego obrotu wzgledem ciagu):

(1) dla kazdej pary (f,a) (gdzie f € F, a = (an)nez) szereg ¢q(f) jest okreslony jedno-
ZNnacznie;
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(2) dla kazdej funkcji g : R — C rozwijalnej w szereg Fouriera, szereg Fouriera funkcji g
jest okreslony jednoznacznie.

Powyzszy dowo6d pokazuje, jak oczywistym stato sie podane twierdzenie dzigki wprowadze-
niu pojecia obrotu szeregu formalnego. Zauwazmy, ze dzieki zdefiniowaniu szeregu formalnego
mozemy pominaé kwestie zbieznodci szeregu Fouriera danej funkcji i rozszerzy¢ klase funkcji,
ktérych dotyczy twierdzenie.

Definicja 5.20. Dana jest funkcja f : R — C, 2m-okresowa, dla ktérej istnieje odpowiadajacy
jej szereg Fouriera (niekoniecznie musi by¢ on zbiezny) i ciag a = (ap)nez- Jezeli istnieje funkcja
g : R — C, 2m-okresowa, dla ktorej istnieje odpowiadajacy jej szereg Fouriera (niekoniecznie
zbiezny) taka, ze dla kazdego n € Z,

™

/g(z)eimd;ﬁ = glon /f(:v)eimdx,
to funkcje g nazywamy funkcja f obrocona wzgledem ciagu a = (ay,) i pisa¢ bedziemy g(z) =
$a(f(2))-

5.2.2. Zastosowanie twierdzen zwigzanych z szeregami odwrotnymi do szeregow formalnych.

Twierdzenie 5.21. Niech szeregi Y, anz", Y. bpz" bedq szeregami Laurenta pewnych funkcji
nez neL

[o¢]
f,g9: C— C w pierscieniu {z € C : r < |z| < R}. Wtedy, o ile szereg > ambn_m jest
m=—0o0
zbiezny,
o

1 [ f(2)g(2)d=
D mbnom =5 P
Y

m=—0oQ

dla kazdego n € Z.
Powyzsze twierdzenie pochodzi z [2]| (strona 128).

Uwaga 5.22. Twierdzenie mozna zapisa¢ rowniez w innej postaci. Niech Lp(f) oznacza for-
malny szereg Laurenta, ktérego wspotczynniki sa réwne odpowiednim wspoédtczynnikom Lau-
renta funkcji f w pierscieniu P = {z € C:r < |z| < R}, r, R € R;.. Wtedy, jezeli dla danych
funkgji istnieje iloczyn formalny Lp(f)Lp(g) (zdefiniowany we wezesniejszej czesci pracy dla
ogoblnych szeregow formalnych), to Lp(fg) = Lp(f)Lp(g). Z tego twierdzenia wynika réwniez
nastepujacy wniosek:

Niech f bedzie funkcja, dla ktorej istnieje odpowiadajacy jej szereg Laurenta (niekoniecznie
zbiezny) w pierscieniu P = {z € C:r < |z| < R}, r, R € R, taka, ze w pierscieniu P funkcji
% (kreska utamkowa oznacza dzielenie, nie funkcje odwrotng) mozna przyporzadkowaé szereg
Laurenta (niekoniecznie zbiezny). Wtedy

LP<;> — @)

gdzie (Lp(f))~! oznacza szereg odwrotny do Lp(f) (zdefiniowany we wezeéniejszej czeéci pracy
dla ogolnych szeregow formalnych).

W ponizszym przyktadzie znajduja sie problemy, w ktérych rozwiazaniu zastosujemy twier-
dzenia z czesci pracy dotyczacej ogodlnych szeregéow formalnych:
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Przyktad 5.23. Nie istnieje taka funkcja f : C — C, ze jej rozwinieciem Laurenta w pierscie-

niu {z € C: |z| < 1} jest szereg > cz" (c € C\ {0}).
nez

Dowo6d. Rozwazmy funkcje f(z) = 1 — z (2 € C) (oczywidcie jej rozwinigciem Laurenta
na calym zbiorze C jest 1 — z. Z przykltadu 3.8 wynika, ze szereg formalny 1 — z posiada
nieskoriczenie wiele szeregow odwrotnych. Dane sa one ogolnym wzorem Y b,z", gdzie

nez
po— 4 G n >0
"l e—-1 n<0

(¢ to dowolna liczba zespolona). Latwo jednak sprawdzi¢, ze dla z € (—1,1) szereg Y a,z" =
nel

o
3" 2™ jest zbiezny do (1 — z)~!, zatem rozwinieciem Laurenta funkcji (1 — 2)~! w pierscieniu
n=0

{z € C:|z| < 1} jest Z ™ (czyli Y byz™ dla ¢ = 0). Gdyby natomiast szereg o wspotczynni-
nez

kach b, dla ¢ # 0 byl szereglem Laurenta pewnej funkcji, to funkcja ta musiataby byé¢ funkcja

1; (por. uwaga 5.22), a to jest niemozliwe. Z tego wynika, ze szereg o wspoétczynnikach by,

nie jest szeregiem Laurenta zadnej funkcji f dla |z] < 1, a poniewaz szereg Laurenta sumy

funkcji na danym pierdcieniu P jest sumg szeregéw Laurenta tych funkcji na pierécieniu P,
o0

szereg > bpz™ — > 2™ = > 2" nie jest szeregiem Laurenta zadnej funkcji f : C — C dla
nez n=0 nez
|z| < 1, co konczy dowdd.
Whiosek: Nie istnieje funkcja f : C — C rozwijalna w szereg Laurenta w pierscieniu
= {z € C : |z| < 1} oraz krzywa zamknieta v C P zorientowana dodatnio wzgledem
swego wnetrza, takie ze dla kaZdyCh n,m € C,

= S 4

Nalezy zaznaczy¢, ze w podobny sposob mozna udowodnié¢ analogiczne twierdzenie dla szere-
goéw Fouriera.

Uwaga 5.24. Powyzszy dow6d mozna uprosci¢, uwzgledniajac fakt, ze szereg Y cz™, gdzie
nez
c € C\ {0} jest rozbiezny dla kazdego z # 0 (natomiast dla z = 0 nie jest w ogole okreslony),

jednak powyzszy dowod pokazuje sposéb, ktéry mozna potencjalnie zastosowaé do innych
szeregdw, ktore niekoniecznie sa rozbiezne w kazdym punkcie (nie trzeba bra¢ pod uwage
kwestii zbieznosci szeregu).

Przyklad 5.25. Dana jest funkcja f : C — C rozwijalna w szereg Laurenta w pierscieniu Py
(taka, ze nie zachodzi f = 0) oraz funkcja % (gdzie kreska utamkowa oznacza dzielenie) jest
rozwijalna w szereg Laurenta w p1ersc1en1u P P1 NPy # 0). Wtedy jezeli dla kazdego n € Z,

2n+1 ’% f Zn+1

f(z)dz
ZnJrl > 0

oraz

71
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(gdzie y1 C P1N P, jest krzywa zamkniety zorientowang dodatnio wzgledem swojego wnetrza),
przy czym dla co najmniej dwoch réznych n,m € Z mozna zastapi¢ znak > znakiem >, to

istnieje takie N € Z, ze
dz 0
§ 7 <0
Y1

Dowd6d. Twierdzenie to wynika bezposrednio ze wzoru na wspdlczynniki szeregu Laurenta
danej funkcji oraz Twierdzenia 3.10.

Nalezy zaznaczy¢, ze w ten sam sposéb mozna udowodnié¢ analogiczne twierdzenie dla szeregéw
Fouriera.
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