Klub 44 M

1-44

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
833 (WT = 3,29) i 834 (WT = 1,24)
z numeru 1/2022

Witold Bednarek Lédz 42,13
Kacper Morawski ~ Warszawa 42,07
Andrzej Kurach Ryjewo 41,81
Krzysztof Maziarz Krakéw 40,67
Marek Spychata Warszawa 38,66
Pawel Najman Krakéw 37,33
Adam Woryna Ruda Sl. 36,14
Marcin Kasperski Warszawa 35,34
Michal Adamaszek Kopenhaga 33,29
Tomasz Wietecha  Tarnéw 31,34
Rozwigzanie zadania M 1717.
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Niech P i Q oznaczaja srodki tukéw
odcinkéw kotowych odpowiednio BC
i AC. Niech K, L i M beda $rodkami
odcinkéw odpowiednio BC, CA i AB.
Wtedy z twierdzenia o linii srodkowej
w tréojkacie mamy
¥PKL =90°+%CKL =90°+%xCBA =
=90°+¥xLMA = XLMQ.

Ponadto réwniez

LK = %AB = %BC =LM.
Z réwnosci

¥KPB = 1%CPB = }(180° —xBQA) =

= xXMBQ
wynika, ze tréjkaty prostokatne BK P
;J\t;zlz)e?tfifo sg podobne, wiec 1{‘,; = /{‘,g
KP KP KB ML

KL MB MQ MQ'
Laczac powyzsza rownosé z réwnoscia
katow PKL i LMQ, wnioskujemy, ze
tréjkaty PKL i LMQ sa podobne.

W szczegdlnosci XxQLM = XLPK. Zatem
XQLP = xQLM+xMLK+<KLP =

= XQLM+%xLMA+xMQL = 90°.

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Oceng mnozymy przez

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwigzania zadan z numeru 4/2022
Przypominamy tresé¢ zadan:

839. Funkcja f (zmiennej rzeczywistej) nazywa sie wypukla w przedziale J, gdy dla kazdej pary
punktéw x,y € J oraz dla kazdej pary liczb p,q > 0, ktérych suma wynosi 1, zachodzi nieréwnosé

flpz +qy) < pf(z) +af(y).

Niech bedg dane funkcje f, F': (0,00) — R zwigzane zaleznoscia F(x) = xzf(1/z). Udowodnié, ze
w przedziale (0, 00) funkcja F' jest wypukla wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f jest wypukla.

840. Dane sg liczby naturalne n,k > 1. Niech M =1+ k + K24+ 4+ kM
(a) Dowiesé, ze jesli M = 1 (mod n), to kM~ =1 (mod M).
(b) Wyja$nié¢, czy zachodzi implikacja odwrotna (do podanej w czesci (a)).
839. W réwnaniu wiazacym funkcje f i F podstawiamy z = 1/z; otrzymujemy
f(z) = zF(1/z). To pokazuje, ze zalezno$é f od F wyraza sie tym samym
wzorem, co zalezno$¢ F' od f. Stad wniosek, ze dla dowodu réwnowaznosci
(z tezy zadania) wystarczy wykaza¢ wynikanie w jedna strone: ze z wypuklosci f
wynika wypuklos¢ F'; czyli ze z wlasnosci
(1) flpz+qy) <pf(x) +qf(y) dla z,y>0; p,g=0; pt+q=1
wynika analogiczna wlasnoéé
(2) F(PX+QY)<PF(X)+QF() dla X, Y >0, PQ>0; P+Q=1.
Przyjmijmy wiec zalozenie (1); wezmy dowolne liczby X, Y > 0, P,Q > 0 takie,
ze P4+ Q =1, i podstawmy w (1):
1 !

Tx YTy
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co (wobec réwnosci P 4+ Q) = 1) przepisujemy w postaci

A poniewaz tf(1/t) = F(t), jest to dokladnie nieréwnosé (2), ktéra chceielismy
udowodnié.

840. Przedmiotem rozwazan sa warunki:

(3) M=1 (mod n)
oraz
(4) EM=1 =1 (mod M).

Nie zaktadajac spelnienia ktéregokolwiek z nich, zauwazamy, ze dla dowolnych
liczb naturalnych n, k > 1 oraz dla liczby M (okres$lonej w zadaniu) zachodzi
réwnos$é (k— 1)M = k™ — 1, wobec czego k™ =1 (mod M). Dzielimy M — 1
przez n (z reszta); czyli piszemy

(5) M—-1=gn+r (0<r<n).
Zatem
(6) ML = pE" = k" (mod M).
I teraz:

(a) Jezeli spelniony jest warunek (3), to r = 0, wiec dowodzona zaleznos$é (4)
wynika wprost ze zwiazku (6).

(b) Odpowiedz tak; bowiem jesli spelniony jest warunek (4), to (zgodnie z (6))
(7) E'=1 (mod M).

Liczba k" jest jednym ze skladnikéw sumy definiujacej M, wiec 1 < k" < M,
co (wobec (7)) oznacza, ze k" = 1. Tak wiec r = 0 i z réwnosci (5) wynika (3).

wspolezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem
Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
deltami.edu.pl.
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