O obrotach w czasoprzestrzeni,
czyli od szesciennej kostki,
przez strukture grupy,
do obrotu Wignera i precesji Thomasa
ZALACZNIK

Barttomiej Bak, Bartosz Zawora

1 Obroty kostki

Zacznijmy od obrotéw kostka. Kazdy obrot mozna reprezentowaé za pomocg macie-
rzy. Jako ze mamy do czynienia z trzema wymiarami przestrzennymi, macierze sa
wymiaru 3 X 3. Interesuja nas obroty, przedstawione na Rysunku 1.
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Rysunek 1: Obroty wokét osi z (pionowej) oraz osi y (poziomej)



Macierz obrotu o kat 1) wokot osi pionowej 2z reprezentowana jest przez nastepu-
jaca macierz:

cos¢p sing 0
R.(¢)=| —sin¢ cos¢p 0 |, (1)
0 0 1

podczas gdy macierz obrotu o kat 6 wzgledem osi prostopadtej y to:

cosf 0 sinf
R,(0) = 0 1 0 ) (2)

| —sinf 0 cosf

Mnozac przez siebie te dwie macierze, otrzyma sie rézny wynik, w zaleznosci od
wybranej kolejnosci:

cosgpcosf  singcosf sind

ROR.¢) = | —sing  cosd 0 | 3)
| —cos¢sing —singsinf cost
cospcosf  sing cos¢sind
R.(¢)R,(#) = | —singcosf cos¢p —singsind | . (4)
—sind 0 cosf

Bioragc miary katéw ¢ = 6 = 90° z Rysunku 1 uzyskamy:

0 0 1 0 1 0
R,(90°)R.(90°) = | =1 0 0|,  R.(90°)R,(90°)=1| 0 0 =1 |, (5)
0 -1 0 -1 0 0

co tylko uwydatnia réznice pomiedzy tymi dwiema operacjami, a jest zaprezentowane
na Rysunkach 2 i 3.
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Rysunek 2: Kostka po wykonaniu Rysunek 3: Kostka po wykonaniu ob-
obrotuR,(90°), a nastepnie R,(90°). rotu R,(90°), a nastepnie R,(90°).



Jak bylo wspomniane w artykule, kazdy taki podwdjny obrét moze byé repre-
zentowany poprzez pojedynczy obrét, ale wokél innej osi. Aby znaleZé te oS, nalezy
znalez¢ wektor, ktory pod wpltywem obrotéw nie ulegnie zmianie, tzn.

R,(90°)R,(90°)w = w, R.(90°)R,(90°)v = v. (6)

Na macierzach wyglada to nastepujaco:

0 0 1 Wy Wy, 0 1 0 Vg Uy
-1 0 0 wy | =] wy |, 0 0 —1 v =1y | . (7)
0 -1 0 W, w, | -1 0 O v, v,
Dzigki temu:
1] 1
w=w, | -1, v=uv, | 1 |, (8)
1] -1

Rysunek 4: Efektywny obrét uzyska- Rysunek 5: Efektywny obrot uzyska-
ny, wskutek zlozenia R, (90°)R.(90°). ny, wskutek zlozenia R,(90°)R,(90°).

Pozostaje jeszcze kwestia skad sie wzieta miara kata 120°. Tu akurat wkracza
prosta geometria, na podstawie ktorej szukamy, jak przemieszczajag sie wierzchotki
kostki. W przypadku z Rysunku 4, prawy gérny wierzchotek frontowej $cianki (z pie-
cioma kropkami) przemiesci si¢ na miejsce lewego dolnego — por. Rysunek 2, podczas
gdy w przypadku z Rysunku 5, prawy dalszy rég gérnej scianki (z szescioma oczka-
mi) przejdzie na pozycje lewego blizszego — por. Rysunek 3. Trzeba wiec znalezé kat
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pomiedzy przekatna szeScianu, a dwoma odpowiednimi wierzchotkami. Potaczenie
ktoregokolwiek z tych wierzchotkéw wraz z wierzchotkami, przez ktére przechodzi o$
obrotu, tworzy trojkat prostokatny, ktérego boki to bok kostki, przekatna Scianki i
przekatna kostki. Zat6zmy, ze bok kostki ma dtugosé a, wtedy boki tego tréjka wy-
nosza odpowiednio a, av/2 i av/3. Wobec tego odleglo§é naszego przemieszczajacego
sie wierzchotka od osi obrotu jest rowna wysokosci tego trojkata, czyli a\/%. Skoro
nasz wierzchotek przemiescit si¢ z jednego rogu $cianki na drugi, to odlegtos¢ miedzy
nimi to dokladnie av/2. Zatem poszukiwany kat obrotu, to kat rozwarcia tréjkata
réwnoramiennego o podstawie ay/2 i ramionach a\/%. Wyznaczenie kata rozwarcia
nie powinno juz nastrecza¢ probleméw. Jedna z mozliwosci jest zastosowanie twier-
dzenia cosinusow:

(av2)” = (ay/2/3) + (0/2/3) = 2 a\/2/3 - a\[2/3 - cosar, (9)

skad otrzymujemy:

1
cosa=—g = a= 120°. (10)

2 Obrét Wignera

PrzejdZzmy teraz do czedci zwigzanej z fizyka relatywistyczna. W uktadzie laborato-
ryjnym wprowadzamy wspoétrzedne (¢, x, y), podezas gdy uktad zwiazany z podrdzni-
kiem poruszajacym sie na wschod posiada wspotrzedne (tyw, xw, yw ), i odpowiednio
w przypadku podréznika udajacego sie na pétnoc (tp, zp, yp). Stosowne transforma-
cje Lorentza pomiedzy tymi uktadami znajduja sie ponize;j:

tw | [ coshf® —sinhf 0 t A
xw | = | —sinhf coshf 0 x|, rw = Bw(0) 1, (11)
Yw ] L 0 0 1 Yy
tp | [ coshy 0 —sinh t A
Tp = 0 1 0 T |, rp = Bp(y)r, (12)
yp | | —sinhvy 0 coshy Yy
przy czym:
1 . Vw/C
cosh f = : sinh ) = ———, (13)
V1= v /2 V1= vE /2
1
coshy = sinhy = ve/c (14)



Wprowadzenie powyzszych funkcji ,sinh” (sinus hiperboliczny) i ,,cosh” (cosinus hi-
perboliczny) jest standardowa procedura majaca na celu znaczace uproszczenie ra-
chunkéw, natomiast Bp(1)) i By (0) oznaczaja boosty w odpowiednich kierunkach.
Nietrudno zauwazy¢ pewng analogie pomiedzy boostami a obrotami. Obroty zwigza-
ne sg z funkcjami trygonometrycznymi, spetniajacymi tzw. jedynke trygonometrycz-
na:

cos’a +sina =1, (15)

podczas gdy boosty zwiazane z funkcjami hiperbolicznymi spetniajacymi tzw. jedyn-
ke hiperboliczna:

cosh®¢) —sinh®¢) = 1. (16)

W uktadzie laboratoryjnym predkosci obu podroznikéw zadane sa nastepujacymi
wektorami:

c c
v%AB) =| v |, W = o | (17)
0 vp

Jako sprawdzenie powyzszych formul, mozna pokazaé, ze obaj podrdznicy wzgle-
dem odpowiednich uktadéw ,spoczywaja” tzn. ze nie zmieniajg swojego potozenia w
przestrzeni, natomiast zmienia si¢ wylacznie czas (uwzgledniajacy dylatacje):

v /2 w2 /2

R ap) /1 —vi, /e R ap) /1 —v5/c

By (0) vy ™" = 0 Bp(¢)vp”™ = 0 , (18)
0 0

co znaczy, ze w ukltadzie poruszajacym sie na wschod, odcinek czasu Aty jest dtuzszy
niz odcinek At w uktadzie laboratoryjnym:

c\/1—=vi /Aty = c At = AtW:L:At cosh . (19)
V1= vi/c?

Analogiczna sytuacja ma miejsce w przypadku podréznika udajacego sie na pdinoc.

PrzejdZzmy teraz do witasciwych rachunkéw. Aby znalezé transformacje z ukta-
du poruszajacego sie na pdéinoc rp do tego poruszajacego sie na wschod ry nalezy
najpierw przejs¢ z uktadu rp do uktadu laboratoryjnego r za pomoca transforma-

cji odwrotnej, tzn. [Bp(w)} , a potem z uktadu laboratoryjnego r do uktadu ry
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za pomoca transformacji BW(Q). Tak sie ciekawie sktada, ze zachodzi nastepujaca

wtasnos¢:
R . coshy 0 sinh )
Bew)] =| 0 1 0 |=Bp(-v). (20)
sinhty 0 coshv
Wobec tego:
rw = Bw(0)Bp(—y)rp. (21)
Obliczmy Scisle macierz przejscia pomiedzy tymi uktadami:
o [ coshf —sinhf 0 coshy 0 sinh
B(#)B(—¢) = | —sinhf coshf 0 0 1 0 =
i 0 0 1 sinhty 0 coshvy
coshfcoshy —sinhf cosh@sinhy
= | —sinhf@coshey coshf —sinh@sinh) (22)
sinh 1) 0 cosh ¢

Powyzsza macierz nie jest symetryczna, wiec nie moze by¢ boostem. Zmienia réw-
niez wspotrzedng czasowa, wiec nie moze by¢ obrotem. Okazuje sie jednak, ze jest

ztozeniem obrotu R i1 boostu B :

EW<0) BP(_¢) — BR.

(23)

Sprobujemy znalez¢ posta¢ obu tych macierzy. Zaczniemy od obrotu o kat ¢, ktory

jest reprezentowany przez ponizsza macierz R(¢):

1 0 0
R(¢)=|0 cos¢ —sing
0 sing cos¢

(24)

Do wyznaczenia kata ¢ potrzebujemy zadziatac obrotem ,odwrotnym”, tzn. macierza
R7'(¢) = R(—¢) z prawej strony, bo jak pamigtamy, kolejno$¢ mnozenia macierzy

ma znaczenie. Wychodzi na to, ze:

Bw (0) Bp(—) R(—¢) =

A

B =

cosh v cosh 6
= —coshsinh @  sin ¢ sinh ) sinh 6 + cos ¢ cosh ¢
sinh ¢ — sin ¢ cosh ¥
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(25)

—sin ¢ sinh ¢ cosh @ — cos ¢ sinh §  cos ¢ sinh 1) cosh  — sin ¢ sinh #

sin ¢ cosh 6 — cos ¢ sinh v sinh 6
cos ¢ cosh v



Jesli powyzsza macierz ma by¢ boostem, to powinna by¢ symetryczna, co jedno-
znacznie determinuje kat ¢. Oczywiscie, z powyzszej macierzy mozemy odczytaé trzy
kompatybilne warunki. Jeden z nich pozwala bardzo tatwo wyznaczy¢ tangens kata:

—sin¢gcoshy = sin¢coshf — cos¢sinhsinh (26)
sinh 0 sinh ¢
tang = cosh § + cosh )’ (27)

co oczywiscie nie zadaje jednoznacznie kata ¢, dlatego z pozostatych dwoch warun-

kow wyznaczamy sinus i cosinus kata ¢:
cosh 6 + cosh ¢

coshfcoshi) + 17

) sinh 6 sinh v
sin ¢ =

= ) 2
cosh @ cosh ) + 1 (28)

cos ¢ =

Wtasnie obrét o ten kat ¢ to tytutowy obrét Wignera. Powstaty boost B WYynosi:

cosh ¢ cosh 0 — cosh ¢ sinh 6 sinh v
A . sinh? 1 sinh? #+cosh O(cosh 1h+cosh ) sinh v cosh ¢ sinh
B = — cosh w sinh 6 cosh ¢ cosh 6+1 " cosh cosh 0+1 (29)
sinh w __sinh ¢ cosh ¢ sinh § cosh 1) (cosh ¢+cosh 0)
cosh ¢ cosh 6+1 cosh 1) cosh 6+1

W zwiazku z tym, ze powyzszy boost nie przypomina postacig ani By (6) (11) ani
B p(1) (12), wynika, ze nie odbywa sie wzdluz osi wyznaczonych w uktadzie podréz-
nika udajgcego sie na wschod. I nic w tym dziwnego, przeciez wedtug niego, drugi
podroznik nie porusza sie wzdtuz osi yy tylko pod pewnym katem o wzgledem osi
xw. Aby wyznaczy¢ ten kat, wystarczy zobaczy¢, jak wyglada wektor predkosci vp
w uktadzie podréznika udajacego sie na wschod:

) coshff —sinhf 0 c ¢ cosh 6
By (00 = | —sinhf coshd 0 0 | =| —csinhf | . (30)
0 0 1 Vp Vp

Oznacza to, ze tangens kata a zadany jest przez iloraz sktadowych wektora predkosci:

vp _vp V1—viy/c __tanh (31)

tana = —

csinhf Vi sinh 6 ’

co jest uogdlnieniem formuty znanej z zycia codziennego (tj. rezimu nierelatywistycz-

nego), gdzie tana = _\YTF;‘ Warto jeszcze doprecyzowaé wartosci cosinusa i i sinusa
kata a:
tanh sinh ¢
sina = L4 ; cosa = — : (32)
\/ sinh? @ + tanh? ¢ \/ sinh? @ 4 tanh? ¢



gdzie ujemny znak cosinusa wynika pokrywa sie z ujemnym znakiem z-owej sktado-
wej predkosci EW(Q)U%LAB). W zwigzku z tym, gdyby przejs¢ do uktadu wspotpo-
ruszajacego sie z podréznikiem udajacym sie na wschod, ALE obréconym o kat «,
powinnismy uzyskaé postaé¢ boostu B (29) doktadnie taka, jak boostu Bw (11), tyle
ze 7z innym parametrem. Takie obracanie uktadu wspotrzednych na poziomie boostow

odpowiada nastepujacej wielkosci:

) B cosh v cosh 0 \/ cosh®1pcosh?d —1 0
R(—a)BR(a) = \/cosh2 Y cosh?6 — 1 cosh v cosh 6 01 - (33)
0 0 1

Teraz jasno wida¢, ze powyzsza transformacja jest boostem, poniewaz ktadac:

cosh © := cosh 1 cosh 6, sinh® := — \/cosh2 Ycosh?0 — 1, (34)

uzyskujemy standardowy boost w postaci takiej, jak BW(H) (11).

3 Precesja Thomasa

Pokazalismy, ze jesli w uktadzie laboratoryjnym dwaj podréznicy posiadaja predkosci
pod katem prostym, to kat wyznaczajacy obrét pomiedzy nimi dany jest wzorem (27):

sinh 6 sinh ¢
cosh 6 + cosh )

Kolejnym krokiem jest wyznaczenie wzoru na precesje Thomasa opisujaca obrot
obiektow, ktorych kierunek predkosci ulegt zmianie. Zalézmy, ze w trakcie ruchu,
predko$é¢ v pewnej czagstki zostala minimalnie odchylona od pierwotnego kierunku.
Oznacza to, ze wystepuje przyspieszenie, ktore mozemy roztozy¢ na cze$é¢ styczna
do predkosci i prostopadta. Z wczesniejszej dyskusji wiemy, ze uwzglednienie zmian
predkosci stycznych nie prowadzi do obrotu, bo boosty w tym samym kierunku tworza
podgrupe. Pozostaje wiec tylko wptyw zmian prostopadtych. Tak sie fortunnie skta-
da, ze powyzszy wzor nie ulega zmianie przy zamianie parametrow ¢ i 0 (mozna by
rzec, ze jest symetryczny), gdzie obie te predkosci byty wzajemnie prostopadte. Jed-
nakze, w zwiazku z tym, ze przechodziliSmy do uktadu poruszajacego sie na wschod,
wybieramy predkos$¢ referencyjna naszej czastki jako vy, (wraz z parametrem 6).
Oznacza to, ze wartosci funkcji predkosci naszej czastki v w pewnej, wybranej przez
nas chwili czasu ty wynosi vy :

tan ¢ = (35)

U(to) = Vw. (36)
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Natomiast vp (wraz z parametrem 1) bedzie malutka (prostopadta) zmiana w krot-
kim (dazacym do zera) odcinku czasu. Pozostaje jeszcze kwestia jak opisywaé taka
krzywa, bo przeciez odniesienie do czasu, w przypadku fizyki relatywistycznej, traci
nieco urok, bo przeciez kazdy z obserwatorow postrzega ten czas inaczej. W tym celu
wprowadza sie pojecie czasu wtasnego® 7. Epitet ,wtasny” odnosi sie do postrzegania
czasu w uktadzie wspotporuszajacym sie z czastka, co w pewien sposdb wyrdznia go
sposréd wszystkich innych. Chcac zobaczyé¢, jak kat ¢ bedzie si¢ zmienial wraz z
ruchem, nalezy obustronnie zrézniczkowaé po 7 (ozn. jako kropka):

gz.ﬁ B @/} sinh 6 cosh v B sinh 6 sinh ¢ @/} sinh
cos2¢  cosh@ + cosh ) (cosh @ + cosh))?

(37)

Zmiana 1 byta malutka i opisywata odstepstwo od predkosci vy, co oznacza, ze
do uzyskania wlasciwego wyniku musimy wzia¢ ¢ = 0. Z matematycznego punktu
widzenia, policzyliSmy pochodng w chwili czasu ty, gdy funkcja predkosci czastki
przyjeta wartosé vy :

- ¢ sinh 0
¢= coshf +1° (38)
Trzeba jeszeze policzyé ile wynosi ¢(¢p = 0):
tanhlb:V?P — @ﬁ:V?P. (39)

I znéw trafiamy na pewng przeszkode: ile to jest vp? Odpowiedz jest do$¢ prosta:
jest to doktadnie (prostopadta) zmiana funkcji predkosci czastki v w wybranej przez
nas chwili g, ktéra oznaczymy jako 0, (¢y). Wobec tego zmiana kata ¢ w chwili (¢)
WYNOosi:

il = et/
14+4/1—=v3,/c?

Oczywiscie, wybor chwili ¢y byt catkowicie arbitralny, wiec korzystajac z formuty
(36), powyzszy wzor mozna zapisa¢ ogélnie i uprosci¢ w nastepujacy sposob:

0 d_ 0y v/c? :i #_1 ) /1_ 2 /2 A1
¢ L+ 4/1—2v2/c? v? /1 —0v2/c? o vife (A1)

!Matematycy preferuja okredlenie parametr afiniczny.

(40)




Wzoér na precesje Thomasa jest prawie gotowy, bo pozostato juz tylko ,naprawi¢”
pochodna predkosci po parametrze 7 do pochodnej po czasie (w naszym ukladzie
wspotrzednych), by uzyska¢ przyspieszenie (prostopadte!) a, . Procedura jest bardzo
podobna jak do tej zaprezentowanej przy dylatacji czasu (19). Zatem:

g = dvdt _du 1 a4
LT T at dr At /1—v2/c2_ /1_02/02’

co prowadzi do wzoru:

(42)

1 1
Q=5 | ——— 1] asv. (43)
v ( /1_U2/C2 )

W powyzszym wzorze pojawia sie wylacznie sktadowa przyspieszenia prostopadta
do predkosci. Jedyna operacja na wektorach, ktora ma takie wtasciwosci to iloczyn
wektorowy. Tylko czy ,reczne” wprowadzenie iloczynu wektorowego bedzie spojne z
catoscig? Na szczescie tak, bo tak sie fortunnie sktada, ze € posiada naturalng inter-
pretacje predkosci kgtowey i, z definicji, jest prostopadta do powierzchni wyznaczanej
przez wektory z iloczynu wektorowego! Mozemy wiec zapisaé:

@:1(1_1)axg, m

v2

gdzie v oznacza dtugo$¢ wektora o, odtwarzajac tym samym podany w artykule
wzor na precesje Thomasa. Ostatnim problemem jest znak powyzszego wyrazenia,
poniewaz wiadome jest, ze iloczyn wektorowy zmienia znak w zaleznosci od kolejnosci
argumentow. Remedium na te bolaczke jest uwiktane we wtasnosciach sktadanych
boostéw i przyjetych przez nas konwencji. Otdz na samym poczatku przechodzilismy
z uktadu podroznika udajacego sie na pétnoc do uktadu podroznika udajacego sie na
wschod (21). Gdyby$my dokonali odwrotnej konfiguracji, przejscie miatoby postacé:

rp = Bp() By (—0)rw . (45)

Nastepnie znéw dostalibysmy ztozenie boostu i obrotu, z tym ze kat obrotu Wignera
bytby ten sam, ale mialby przeciwny znak — por. wzér (23) — co oznacza, ze obrot
wystapitby w przeciwnym kierunku:

Bp(w) Bu(~0) = B' R(~9). (46)
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Tym razem tangens kata obrotu wynosi:

sinh # sinh ¢
cosh § + cosh ) -

tan(—¢) = —tan¢ = — (47)
co jednoznacznie wynika ze wzoru (27). Dalej procedura jest taka sama, z tym ze
predkoscia referencyjng bytoby vp. Wtedy mata zmiana vy generowataby ruch zgod-
ny z ruchem wskazowek zegara, a tym samym implikowata zmian¢ kierunku iloczynu
wektorowego na przeciwny. Podsumowujac, uzyskany przez nas znak w rownaniu (43)
zostal ustalony duzo wczesniej i konsekwentnie trzymany az do teraz. Niedowiarkdw
gorgco zachecamy do weryfikacji tej obserwacji z pomoca powyzszych wskazowek.

Na deser pozostato juz tylko wyznaczenie precesji Thomasa dla elektronu porusza-
jacego sie z predkoscia katows & na orbicie atomowej o promieniu p. Przyspieszenie
dosrodkowe dane jest wzorem:

V2

a=——e¢e

2 (48)

gdzie e, oznacza wektor jednostkowy (wersor) skierowany radialnie od srodka okregu
na zewnatrz. Elektron porusza si¢ przeciwnie do ruchu wskazowek zegara:

U=ver=uwper, (49)

co odpowiada tzw. orientacji prawoskretne), ktora zwyczajowo ma znak +, a wer-
sor er wskazuje ten kierunek (litera 7' pochodzi od stowa transwersalny”, czyli
poprzeczny). Z drugiej strony, oznacza to, ze predko$¢ katowa elektronu & jest skie-
rowana pionowo ,ku gorze” (zwyczajowo jest to kierunek z), czyli:

Jd=we,. (50)
Z iloczynu wektorowego (lub, jesli ktos woli, reguty $ruby prawoskretnej) mamy:
e, Xer=e,, (51)

skad wynika, ze kierunek precesji O jest przeciwny do kierunku ruchu obiegowego
elektronu & i zachodzi nastepujaca zalezno$c¢:

q 1
VD=0 —m————-1] . 52
(\/1—v2/c2 ) (52)



