Komentarz redaktora Ligi do zad. 922

UznaliSmy (Autor zadania i redaktor Ligi), ze wzér > .-, n~? = 7%/6 jest na tyle znany, zeby zadanie moglo znalezé
sie w Lidze. Wzér ma bardzo wiele uzasadnien — wystarczy wstuka¢ w wyszukiwarke: zeta(2), Basel problem, czy
suml/n"2, by znaleZé sporo pozytecznych odsylaczy. Problem w tym, ze dowody, jakie si¢ pojawiaja (niektére bardzo
krotkie) odwoluja sie do faktéw z analizy matematycznej znacznie bardziej zaawansowanej. Dlatego wydaje sie
sensowne pokazanie dowodu bardzo elementarnego; tu wystarczy wiedza szkolna i minimalne oswojenie z liczbami

zespolonymi.
Ustalmy liczbe n € N. Rozwazmy wielomian F' (o warto$ciach zespolonych) dany wzorem
F(z) = (x +i)*"" — (2 —i)*T dla z €R.

To funkcja parzysta (banalne sprawdzenie), skad wniosek, ze istnieje taki wielomian P, ze F(x) = P(2?). Rozwijamy
dwumiany (x 4 i)?"*1 i zapisujemy F oraz P w postaci
F(z) = Az® 4+ Bz 2 4[] ([---]: skladniki nizszych stopni);
A= ("= (=) =2i2n+ 1), B= (") (i = (-0)°) = = Fin(4n® = 1);
P(z) = Az" + Ba" '+ [--].
Wyznaczymy dodatnie miejsca zerowe funkeji F' (wiec i P), stosujac podstawienie z = ctg o (0 < a < 7/2). Réwnanie

F(ctga) =0, czyli (ctga + 1)t = (ctga — i)*" 1, przeksztalcamy do kolejno réwnowaznych postaci (uzywajac
wzoru de Moivre’a):
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cos(2n + 1) +isin(2n + 1)a = cos(2n + 1)a — isin(2n + 1)a.
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Uzyskane réwnanie sin(2n + 1) = 0 ma dla « € (0, 7/2) rozwiazania oy, = 2511 (k=1,...,n). Tak wiec liczby

ctg ay, sa pierwiastkami wielomianu F', a ich kwadraty — pierwiastkami wielomianu P. Stad

B 2n —1
ctg?ay + ... +ctgla, = 1= % (wzér Viete’a).

Poniewaz sina < a < tga dla o € (0,7/2), zatem

= ctg2ay + 1.
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Sumowanie (po k= 1,...,n) daje dwustronne oszacowanie
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Skrajne wyrazenia daza (przy n — o) do granicy 72 /6, ktéra wobec tego jest tez granica sumy > ,_, k=2

Uwaga. ,,Zsumowany” zostal szereg harmoniczny rzedu dwa. Czy to znaczy, ze znamy jego sume? Odpowiedz zalezy
od tego, czy uwazamy, ze znamy liczbe w. Tak naprawde, to znamy tylko odcinek jej rozwiniecia dziesietnego, czyli
przedstawienia w formie szeregu utamkéw o mianownikach 10,102,103, .. .. Tak wiec wzér Y. n~2 = 72 /6 nalezy
odczytac jedynie jako rownos$¢ sum dwoch szeregow. Przy tym nikt nie wie, jaka jest np. trylionowa cyfra rozwiniecia ;
natomiast dokladnie wiadodmo, jaki jest trylionowy sktadnik szeregu >_n~2; co wskazuje, ze warto$é¢ jego sumy jest
lepiej okreslona przez sam ten szereg niz przez jej nazwanie: pi kwadrat dzielone przez szesc.

W kontekscie powyzszych rozwazan przyjmujemy, ze do otrzymania oceny maksymalnej za rozwiazanie zadania nie jest
niezbedne podanie wyniku 72 /6. Uznany bedzie kazdy (uzyskany z uzasadnieniem) wynik w dowolnej z postaci:

S (%)2, suma szeregu harmonicznego rzedu dwa, zeta(2) lub ¢(2) (i inne, réwnowazne).
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