Komentarz do zadania 921

Tresé zadania: W trdgjkgcie ABC punkt D jest spodkiem wysoko$ci C'D.
Punkt E lezy wewngtrz tego trajkqta i zachodzq zwigzki: AC > BC' = BE,
CD? = AD - BD. Duwusieczna kgta AED polowi bok AB. Wyznaczyé wszystkie
mozliwe wartosci miary kgta ABC.

Pierwsze zdanie rozwiagzania firmowego: Z zalozen o diugo$ciach odcinkéw wynika,
ze kgt BCA jest prosty. Nie wynika — juz tu blad. Owszem, wynika, gdy D lezy
na odcinku AB; wtedy kat ABC jest ostry; dalszy ciag rozwiazania firmowego
pokazuje, ze wowczas ZABC = 60°. Taka byla zamierzona tres¢ zadania.

Spojrzenie na przystane prace uswiadomilo redaktorowi, ze punkt D moze leze¢ na
przedtuzeniu odcinka AB poza B. Mozliwe miary kata ABC' (rozwartego)
wypelniaja wtedy pewien przedzial wartosci. Ustalenie jego koncéw byto
utrudnione przez zadanie, by punkt E trafit do wnetrza trojkata ABC, co
wymagalo uciazliwych rachunkéw.

Kilku uczestnikéw podjelo to wyzwanie (zapewne w pelnej swiadomosci braku

w nim sensu). Jedni przytoczyli caly rachunek (czesto wsparty programem
obliczeniowym), inni podali tylko przyblizone wartosci ograniczajace 6w przedzial
(z gbry i z dotu), ze szkicem uzasadnienia/agitacji. Ten trud nalezalo uhonorowaé —
ocena maksymalna (lub prawie).

Pozostali nie zauwazyli (jak firméwka) konfiguracji [B miedzy A, D] i przedstawili
dobre rozwiazanie zadania zamierzonego. Otrzymali oceny dodatnie, i to spore —
dlatego, ze takie zadanie samo w sobie jest ciekawe i stanowi znaczacy
podprzypadek zadania ,,pelnego” — ale tez dlatego, ze poczatek tresci zadania
(W tréjkgcie ABC punkt D jest. ..) mogl zostaé interpretowany jako
niedopowiedziane zalozenie, ze D jest punktem tego tréjkata (z brzegiem).

Na kolejnych stronach pokazujemy dwa rozwiazania, pochodzace od uczestnikéw

(kres dolny wartosci badanego kata to w jednej pracy m — arc cos %(\/3 - 1),

w drugiej 7 — arctg /3 + 2v/3, ale to ta sama liczba).

Redaktor Ligi Zadaniowej (mat.)
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Zadanie 921.

Odpowiedz: Mozliwe wartosci kata ABC' to ZB = 60° oraz (w przyblizeniu) 111.5° < /B <
112.8° (szczegoly w drugiej czesci).

Poniewaz AD/CD = CD/DB, trojkaty prostokatne CDB i ADC' sa podobne. Oznaczmy
przez « kat taki, ze

/ZCBD = /ZACD =«, ZBCD =/ZCAD =90° — a.

Niech I' oznacza okrag o srodku B i promieniu BC'. Lezy na nim punkt . Niech roéwniez M
oznacza Srodek odcinka AB. Poniewaz AC' > BC, mamy dwie mozliwosci: punkt D znajduje

sie na odcinku AB (gdy kat ZB jest ostry), lub punkt D znajduje sie na przedtuzeniu prostej
AB poza punkt B (gdy kat ZB jest rozwarty). Rozpatrzymy je oddzielnie.

Przypadek D € AB. Wtedy ZC = a+ (90° — a) = 90°. Niech S = I'N AB i niech £’

bedzie drugim punktem przeciecia prostej ED i okregu I'. Twierdzimy, ze prosta ES jest
dwusieczng kata AED. Oznaczmy

B=/BED, ~=/SED.
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Poniewaz trojkaty E'BE i EBS sa rownoramienne, wiec
/BE'D=p3, /BSE=/BES=~+ 8.

C'D jest prosta potegowa okregu I' i okregu o srodku M opisanego na trojkacie ABC, wiec
dla punktu D mamy réwnosé poteg:

DE-DE'= DA- DB,

co oznacza, ze punkty A, F, B, E' leza na okregu. Wobec tego /EAB = /ZFE'B = 3, a stad
prostym rachunkiem w trojkacie AES mamy

ZAES =180° — 8 — (180° — (v + 8)) = 7,
wiec istotnie ES jest dwusieczng kata AED.
Odpowiadajac na pytanie z zadania, skoro dwusieczna kata AE D zawsze przechodzi przez

S, to potowi ona bok AB wtedy i tylko wtedy gdy S = M, czyli AB =2 - BC, a wiec gdy
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ZB = 60°. W tym wypadku kazdy punkt E wybrany na tuku CM = CS okregu I' daje
pozadang konfiguracje.

Przypadek B € AD. Umie$émy cata konfiguracje w uktadzie wspoétrzednych tak, ze B =
(0,0) i BC =1, a co za tym idzie C' = (cosa,sina) i D = (cosa,0). Niech wierzcholek A
znajduje sie po ujemnej stronie osi OX i A = (—a,0)

Niech T =TNAC'1 fy = LT BA. Punkt E jest potozony na okregu I' tworzac kat ZEBA = f3,
spelniajacy 0 < 8 < f[y. W szczegolnosci E = (—cos 3,sin #). Graniczny kat [y mozna
obliczy¢ rachujac po kolei:

ZABC =180° —«a, ZACB=a—(90° —a) = 2a —90°,
i dalej poniewaz trojkat T'BC' jest rownoramienny:
ZTBC = 180° — 2(2ac — 90°) = 360° — 4a,
Bo = (180° — av) — (360° — 4a) = 3ax — 180°.

W szczegolnosei oo > 60°, w przeciwnym razie okrag I' nie przecina boku AC' i punktu £ w
ogdle nie ma. Dalej, w trojkacie ADC:"

. AD  a+cosa 1 —2cos?
o= = — 4= —.
& DC sina oS a
Z twierdzenia o dwusiecznej prosta FM jest dwusieczng kata AED wtedy i tylko wtedy, gdy
EA AM 1AB AB
= =2 a =1—2cos’a,

ED MD AB+BD AB+2BD a+2cosa
lub inaczej
EA? = (1 —2cos®a)*ED?,
Nastepujace dtugosci obliczamy bezpsrednio:
EA%* = (a —cos B)? +sin® B = a® — 2acos B + 1,
ED? = (cosa + cos 3)* 4 sin? 3 = cos® o + 2 cosavcos 3 + 1.

Z tych zaleznosci mozemy wyznaczy¢ cos f w zalezno$ci od cos a. Pomijajac rachunki przy-
toczymy tylko ostateczny wynik: jezeli oznaczymy x = cos «, to:
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# Rownania:

x, cosb = var(’x cosb’)

a = (1-2%x"2)/x

EA2 = a~2-2%axcosb+1

ED2 = x~2+2*%x*cosb+1

solve(EA2 == (1-2*x~2)"2 * ED2, cosb)

# Rozwigzanie:
[cosb == -1/2%(4*x~6 + 4*x~4 - 3%x~2 + 1)/(4%x"5 - x)]
czyli:
425 + 42t — 322 + 1
2x(1 — 4x*)

cos f =

Poniewaz 0 < f < By = 3a — 180°, wiec
7(3 — 42%) = cos(3a — 180°) < cos 3 < 1.

Reasumujac, punkt £ o wymaganej wtasnosci istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy zachodza

warunki
425 4+ 42t — 322 + 1
3—427%) < <1
g 7) 2x(1 — 4x*)
10 <z <1 (boael[60°90°). (Jezeli zachodzi tylko prawa nierownos¢ to punkt E nadal
bedzie istnial na okregu I' ale poza wnetrzem trojkata ABC). W tym momencie postuzymy

sie juz wykresem i obliczeniami numerycznymi.

@ A T !

2x(1 — 4xt)

@ 48+ ax -3 +1
22(1 - ax') (3 - 142)

© (0366025,1)

V'Label: x_ 0

© (0386742,1)

A bel: ¥ 1

Prawa nieréwno$¢ ma pierwiastek xy ~ 0.366 i jest spetniona dla = > xy. (Wolfram Alpha

twierdzi oy = %) Lewa ma pierwiastek z1 ~ 0.387 i jest spelniona dla z < x; (z lewej
strony mamy réwnanie algebraiczne stopnia 6 tylko z parzystymi potegami, a wiec rowniez
majace rozwiazanie przez pierwiastniki). Ostatecznie xy < x < 1, co daje

68.5° ~ arccos(zo) > o > arccos(z;) ~ 67.2°

a wiec
111.5° < /B =180° — a < 112.8°
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a dokladnie
4B € (180° — arccos(x), 180° — arccos(z1)).

Przyktad:
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Rozwiazanie zadania 921

Arkadiusz Krupa z Zaborza

Bez straty ogélnosci mozemy przyja¢ wartosci dla punktéw A oraz B oraz
zdefiniowa¢ inne punkty nastepujaco.

A=(0,0) B=(2,0)0=(1,0)D=(d,0) C = (dc) E = (z,9)

Zalozymy takze, ze trojkat znajduje sie w gornej polowie ptaszczyzny (¢ > 0).
Warunek AC > BC pociaga za soba d > 1.

Rozwazmy przypadek d < 2. Wtedy ¢? = d(2—d). Pole trojkata AEO mozna
wyrazi¢ na dwa sposoby:

5y A0 = L -Sin(<AFO) - AB - EO

Podobnie, pole tréjkata DEO mozna wyrazi¢ na dwa sposoby:

1
§~y-DO:%~sin(<IDEO)-DE~EO

Zachodzi <AEO = <DEQO, a zatem mamy:
AO-DE =DO - AE
Po podniesieniu obu stron do kwadratu:
(d=1)%- (2 +y°) = (x - d)* +
Po podzieleniu przez d (mozna, bo d > 0):
(d—2)- (2 +y*) =d—2z

Po podzieleniu przez d — 2 (mozna, bo d < 2) i uproszczeniu:

+L 2+ Q—L_i_ Lz— E2
T Y =a—2"\a=2) ~\2=4

Jest to réwnanie okregu o srodku w punkcie (ﬁ, 0) i promieniu g_;i. Rzut tego
okregu na o§ OX to przedzial [1, 3%-].
Warunek EB = BC wyglada nastepujaco:

(-2 +y*=([d—-2)°+c*=4-2d



Jest to réwnanie okregu o srodku w punkcie (2,0) i promieniu v4 — 2d. Rzut
tego okregu na o OX to przedzial [2 — /4 — 2d,2 + /4 — 2d]. Zdefiniujmy a
oraz b nastepujaco:

a:ﬁ*z b=v4-2d, c= (>~ b?)(2 - d)’
Mamy:
c=(3d—4)> — (4 - 2d)(2 — d)* = d*(2d — 3)

Znak c jest taki sam jak znak a —b. Dla d = % okregi pokrywaja sie. Dla d > %
zachodzi:

d
1<2—\/4—2d<2+\/4—2d<m

a zatem okrag drugi znajduje sie wewnatrz pierwszego, a punkt £ majacy lezeé¢
na ich przecieciu nie moze istnie¢. Dla d < % zachodzi:

d
2—\/4—2d<1<m<2+v4—2d

a zatem okrag pierwszy znajduje sie wewnatrz drugiego, a punkt £ majacy lezeé¢
na ich przecieciu nie moze istnie¢. Wartos¢ d = % odpowiada wartosci ¢ = @
Kat ABC ma wtedy warto$¢ 60°.

Dla d = 2 zachodzi ¢ = 0, a zatem punkty ABC nie tworza trojkata. Rozwazmy
zatem przypadek d > 2. W tym przypadku mamy ¢ = /d(d — 2). Pierwszy

okrag dla tego przypadku ma $rodek w punkcie (_Tiw 0) i promieri d—_;. Prze-

d—
cina on bok AB w punkcie (1,0). Réwnanie drugiego okregu ma postac:

(z—22+y?=(d—-2)>2+c*=2(d—1)(d—2)

Jest to rownanie okregu o §rodku w punkcie (2, 0) i promieniu 1/2(d — 1)(d — 2).
Punkt FE lezy na przecieciu tych okregéow oraz wewnatrz trojkata ABC. Aby
okregi przecinaly sie wewnatrz tréjkata musza zachodzié i wystarczaja nastepu-
jace warunki:

e drugi okrag musi przecina¢ bok AB miedzy (0,0) a (1,0), a zatem 1 <
BC <2

e okrag pierwszy przecina bok AC dla nizszego argumentu niz okrag drugi

Pierwszy warunek (po podniesieniu do kwadratu i uproszeczeniu nieréwnosci)
przyjmuje postaé
1<2d*-6d+4<4

A zatem (w polaczeniu z faktem, ze d > 2 mamy:

3+4V3
9

<d<3



Niech (x1,y1) bedzie punktem przeciecia pierwszego okregu z bokiem AC. Mamy:

Po podstawieniu:

d (d—2)
Dalej:
20— 1) P S A
2 +2x1'd72+(d*2)2_(d*2)2
219 d . =
o]+ 22y - 2[d-1)d—-2) + 2(d—1)(d—2)2  2(d—2)?

d 2 d 2 ~d(d—1)
<x1 U 2)) Td— =22 RAd-Dd=2)7 2d-27

d > 2d(d—1)% +d? —2d(d—1)  d*(2d* —6d + 5)
(”“1 BN 2)) ST Ad—1Pd—22 id=1)%d—2)
Stad mamy (chodzi nam o dodatnie rozwiazanie):

A <\/2d2—6d+5—1)

2(d—1)(d - 2)

Wyrazenie pod pierwiastkiem jest wieksze od 1 dla d > 2.
Niech (z2,y2) bedzie punktem przeciecia drugiego okregu z bokiem AC. Mamy:

oraz

Dalej:

3 <1+d;2> —dzy+4=2(d—1)(d—2)

< )—4x2+4—2(d2—3d+2)

2d —2
x5 < p )—4x2+4—2(d —3d+2)

(2d 2> — 4oy = 2(d® — 3d)

d  d(d®>—3d
R (d71 )




1 d—1 T@=12  d-1p2

Rownanie to ma dwa rozwiazania. Jednym z nich jest d (bo punkt C lezy na
drugim okregu i lezy na boku AC). Nam chodzi o to drugie, mniejsze:

d \?> d*d-3) & d*(d—2)?
(‘”‘d )‘

b4 dd-2) _dB-d)

d—1 d—1 d—1

Szukamy takich wartosci d dla ktérych z7 < xo. Mamy:

4 (VaP —Git5-1) < =)

2(d— 1)(d —2) d—1
Rownowaznie: 1
<\/2d276d+571) <3-d

2(d - 2)

V2d? —6d+5<2(d—2)(3—-d)+1

Obie strony sa dodatnie, a wiec mozemy podnies$é stronami do kwadratu zacho-
wujac rOwnowaznosc:

2d* — 6d+5 < (2(d —2)(3 —d) + 1)? = (—=2d* + 10d — 11)?
Roéwnowaznie
2d% — 6d 4 5 < 4d* — 40d> + 144d* — 220d + 121
4d* — 40d® + 142d* — 214d + 116 > 0
2(d — 2)(2d® — 16d* + 39d — 29) > 0
7 uwagi na fakt, ze d > 2 réwnowaznie:

2d% — 16d* 4+ 39d — 29 > 0

Powyzszy wielomian ma miejsce zerowe z ~ 2,427. W przedziale (3+2‘/§, z) przyj-

muje dodatnie wartosci, a w przedziale (z,3) ujemne. Zatem dla d € (3+T‘/§, z)
okregi przecinaja si¢ wewnatrz trojkata, w innym przypadku (ograniczajac sie
do d > 2) nie. Dla d > 2 kat ABC wyraza si¢ wzorem:

c d
<ABC = 7 — arctan (d—Q) = 7 — arctan (1 / d—2>

Pamietajac o tym, ze funkcja przypisujaca wartosci d kat <ABC jest rosnaca
ostatecznie rozwiazanie to nastepujacy zbior:

m / [z
{3}U<7r—arctan 3+2\/§,ﬂ'—arctan 2_2)




