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Dowolna liczba calkowita n jest pierwiastkiem wielomianuX-II. Z drugiej strony nie kazdy
pierwiastek wielomianu o wspóIczynnikach calkowitych musi byc liczba calkowita; na przyklad
pierwiastek wielomianu 2x-l nie jest liczba calkowita, a pierwiastki wielomianux2 - 2 nie sa
nawet liczbami wymiern}'mi. Czy mozna z postaci wielomianu wywnioskowac, ze jego wymierny
pierwiastek musi byc liczba calkowita? Okazuje sie, ze mozna. Wynika to z nastepujacego
twierdzenia:

Jesli liczba wymierna zapisana w postaci ulamka nieskracalnego ~ jest pierwiastkiem wielomianuq
o wspóIczynnikach calkowitych

a.x·+a._,x·-t+ ... +a,x+ao,

to p jest dzielnikiem wspóIczynnikaao,a qjest dzielnikiem wspóIczynnikaa•.

Dla uzasadnienia tego twierdzenia zauwazmy, ze liczba ~ spelnia warunek:
q

a. ( = r +a._1( : r-t + ... +a, ( = ) +ao = O,

mnozac wiec obustronnie przezq.otrzymamy

a.p·+a.p·-'q+ ... +a,pq·-'+aoq· = o.

Stad

aoq·= -a.p"-a._,p·-'q- ... -a,pq·-'.

Liczba po prawej stronie tej równosci jest podzielna przezp, zatem p dzieli aoq·. Poniewaz

zalozylismy, ze (= ) jest ulamkiem nieskracalnym, wiecp i q nie maja wspólnych czynników róznych

od 1. Wobec tego z faktu, zep dzieli aoq·wynika, zep dzieli ao.Podobnie z równosci

a.p· = -a._,p·-' q- ... -atpq·-'-auq·

otrzymujemy wniosek, zeq dzieli a•.

Z 'twierdzenia tego wynika, ze kazdy pierwiastek wymierny wielomianu

x·+a._lx·-'+ ... +a,x+ao

o wspóIczynnikach calkowitych musi byc liczba calkowita bedaca dzielnikiem liczbyao

(oczywiscie wielomian taki moze miec równiez pierwiastki niewymierne).
Jak zaUwazylismy na poczatku, kazda liczba calkowita jest pierwiastkiem wielomianu
o wspóIczynnikach calkowitych i wspóIczynniku przy najwyzszej potedze równym l, a z poprzedniego

zdania wynika, ze sposród wszystkich liczb wymiernych wlasnosc ta przysluguje jedynie liczbom
calkowitym. Pozwala to sadzic, ze pierwiastki wielomianów o wspóIczynnikach calkowitych

i wspóIczynniku przy najwyzszej potedze równym I zasluguja na szczególna uwage. Liczby takie
nazywamy liczbami algebraicznymi calkowitymi.Dokladniej: mówimy zea jest liczba algebraiczna
calkowita, jesli istnieje wielomian o wspóIczynnikach calkowitych

x·+a._tx·-t+ ." +a,x+ao,

którego a jest pierwiastkiem.

Liczba Vf jest liczba algebraiczna calkowita, gdyz jest pierwiastkiem wielomianux2 - 2, natomiast
l

"2 nie jest liczba algebraiczna calkowita. Przy okazji warto wiedziec, ze istnieja liczby rzeczywiste,

które nie tylko nie sa liczbami algebraicznymi calkowitymi, ale nie sa pierwiastkami zadnego
wielomianu o wspólczynnikach calkowitych. Liczby takie nazywamy przestepnymi; przykladem

liczby przestepnej jest liczba;r, (wyrazajaca stosunek dlugosci polowy okregu do dlugosci promienia).

&



Rozwiazanie zadania F 8.

Poniewaz jedynymi silami zewnetrznymi
dzialajacymi na uklad kulka-równia sa sily
ciezkosci kulki i równi oraz sila reakcji stolu,
srodek ciezkosci ukladu nie moze przesunac sie
w kierunku poziomym. Staczaniu sie zatem
kulki musi towarzyszyc przesuwanie sie równi
wzdluz stolu.
Zadanie to mozna rozwiazywac na wiele sposo-
bów, najprosciej jednak w ukladzie odniesienia
zwiazanym z poruszajaca sie równia. W tym
ukladzie tor ruchu kulki jest dobrze znany. Ale
uwaga! Tak wybrany uklad jest ukladem
przyspieszonym, podobnie jak na przyklad
uklad odniesienia zwiazany z ruszajacym lub
hamujacym autobusem. W ukladzie
::>rzyspieszonym,jak wiecie równiez z wlasnego
doswiadczenia, wystepuja sily bezwladnosci.
Równe sa one - ma, gdzie a jest przyspieszeniem
ukladu, am masa badanego ciala.
Wymienmy wszystkie sily dzialajace na kulke
i równie. Na równie dzialaja sily (uklad
spoczynku równi):

MI- sila ciezkosci,
R - reakcja stolu na nacisk równi,

prostopadla do podstawy równi,
N - sila nacisku kulki, prostopadla do

powierzchni równi,
T - sila tarcia miedzy równia a kulka,

równolegla do przeciwprostokatnej,
- Ma - sila bezwladnosci, równolegla do

podstawy równi.
Na kulke dzialaja sily:

mI - sila ciezkosci,
- T - sila tarcia,
- N - reakcja równi na nacisk kulki,

- ma - sila bezwladnosci.
W wybranym ukladzie odniesienia równia
spoczywa, dlatego wypadkowa sila dzialajaca
na równie wynosiO.

Kulka porusza sie wzgledem równi
z przyspieszeniem b skierowanym równolegle do
przeciwprostokatnej. Natomiast wypadkowa sil
dzialajacych na kulke w kierunku prostopadlym
do powierzchni równi równa sieO.
Otrzymujemy nastepujace równania:I' równowaga sil dzialajacych na równie
w kierunku:
a) poziomym
Nsina = Tcosa-Ma,
b) pionowym (ltiepotrzebne w dalszej czesci

zadania)
R = Ncosa+Tsina+Mg;

2' ruch postepowy kulki wzdluz równi:
mgsina-mQcosa- T = mb;
)' ruch obrotowy kulki wokól osi przechodzacej
przez jej srodek masy (r - promien kulki, .-
przyspieszenie katowe)

T,= 2 m,'.'
S '

4' zwiazek miedzy ruchem postepowym
i obrotowym (toczenie bez poslizgu):

b = Er;
S' równowaga sil dzialajacych na kulke
w kierunku prostopadlym do równi:
N+masina = -mgcosa.
Z rozwiazania ukladu równan otrzymujemy:

S

14mgsin 2a
a=-

S

(M+m)- Tmcos'a.

Tor kulki bedzie dla obserwatora stojacello
przy stole linia prosta nachylona do
stolu pod katem

p = a-arcctll (ct8a- __ .h__ ).QSIDO

Powrócmy jednak do liczb h.1ab geraicznych aclkowitycOkazuje sie, ze wiele wlasnosci zwyklych
liczb calkowitych (matematycy zajmujacy sie ta problematyka mówia: liczb calkowitych
wymiernych) przysluguje liczbom algebraicznym calkowitym.
Niestety nie ma metody bezposredniego wskazania, które z liczb rzeczywistych sa, a które nie sa
liczbami algebraicznymi calkowitymi. Znajdujac odpowiedni wielomian mozemy bez trudu stwierdzic,

ze liczbami algebraicznymi calkowitymi sa: l+y2, 2 - 3y"3; ~-IS'.Istotnie, liczby te sa kolejno

pierwiastkami wielomianów: x2-2x-I, x2-4x-23, x2-x-1. O ile algebraiczna calkowitosc
pierwszych dwu z tych liczb jest rzecza, która Czytelnik z pewnoscia odgadlby na pierwszy rzut

oka, o tyle fakt, ze I+/sjest liczba algebraiczna calkowita, moze wydac sie dosc dziwny (liczba ta

. 'k k .... b' ') . dk (k . " 1+2yS .ma mlanowm , torego me mozna Sie poz yc.I przypa owy o azuJe Sie, ze np.-'-i- me

jest liczba algebraiczna calkowita!). Watpliwosci te usuniemy przytaczajac twierdzenie
charakteryzujace liczby algebraiczne calkowite pewnej szczególnie prostej postaci:
Niech d =F l bedzie liczba calkowita niepodzielna przez kwadrat zadnej liczby calkowitejc =F l.

Jesli d = 4k + 2 lub d = 4k + 3, to wsród liczb postacia+ bJ/d(a, b- dowolne liczby wymierne)
liczbami algebraicznymi calkowitymi sa dokladnie te, dla którycha i b sa liczbami calkowitymi.
Jesli natomiast d = 4k + l, to wsród liczba+ by'd (a, b- liczby wymierne) liczbami

algebraicznymi calkowitymi sa dokladnie liczbya + b I +Id ,gdzie a, b sa calkowite.

Dowodu tego twierdzenia nie bedziemy tu przytaczac, mozna go znalezc np. w interesujacej ksiazce
G. Birkhoffa i S. Mac Lane'aPrzeglad algebry wspólczesnej.Zauwazmy, ze w kazdym z przypadków,
o których mówi to twierdzenie, w zbiorze liczb postacia+ bVd (d ustalone) podzbiór liczb
algebraicznych calkowitych ma wlasnosci rachunkowe podobne do zbioru liczb calkowitych (tych
zwyklych, wymiernych), w szczególnosci suma, a takze róznica oraz iloczyn liczb algebraicznych
calkowitych z tego zbioru,jest liczba algebraiczna calkowita. Natomiast iloraz liczb algebraicznych
calkowitych na ogól nie jest liczba algebraiczna calkowita, np

I+yi _ 4+yi = 2+ ~yi,z-vi - 2 2

a to nie jest liczba algebraiczna calkowita na podstawie cytowanego wyzej twierdzenia.
Oczywiscie analogiczne wlasnosci maja dzialania arytmetyczne w zbiorze liczb calkowitych.
A oto przeniesienie jeszcze jednego prawa znanego dla liczb calkowitych: kazda liczba wymierna

m

jest ilorazem fi' gdzie m jest liczba calkowita, n - liczba naturalna. Wykazemy, ze kazda liczba

bedaca pierwiastkiem wielomianu o wspólczynnikach calkowitych jest ilorazem liczby algebraicznej
calkowitej przez liczbe naturalna. Przypuscmy, zea jest pierwiastkiem wielomianu

gdzie an, an_lo ... ,al, ao sa liczbami calkowitymi. Bez straty ogólnosci
mozemy przypuscic, ze anjest liczba naturalna, gdyz w przeciwnym razie-a.byloby liczba naturalna,
przy czym a oczywiscie jest równiez pierwiastkiem wielomianu

Mamy:

wiec

a stad wnosimy, ze liczbaana jest pierwiastkiem wielomianu

Poniewaz wielomian ten ma wszystkie wspólczynniki calkowite, a wspólczynnik przy najwyzszej

potedze równy jest jednosci, wieca.a jest liczba algebraiczna calkowita, stad oczywisciea jest
ilorazem tej liczby algebraicznej calkowitej przez liczbe naturalnaano
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