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Symbol xly oznacza: y jest podzielny przezx.
symbol zas xly - zaprzeczenie tego faktu.
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W pazdziernikowym numerze «Delty» z ub. roku opowiedzielismy o "Wielkim
twierdzeniu Fermata", tzn. problemie rozwiazalnosci równaniaxn +yn = zn

(gdzie x, y, z i n sa liczbami naturalnymi). Tu zajmiemy sie innym slynnym
zagadnieniem dotyczacym poteg, które do tej pory nie jest jeszcze w pelni
rozwiazane, a które znane jest w teorii liczb pod nazwa "Przypuszczenie
Catalana". Dotyczy ono tzw. poteg wlasciwych. Przez potege wlasciwa
bedziemy rozumieli potegeer, gdzie a i x sa liczbami naturalnymi wiekszymi
od jednosci. Sa to wiec potegi:23, 32, 52, .... "Przypuszczenie
Catalana" slowami mozna wyrazic tak:
Nie istnieja dwie kolejne liczby naturalnen i n+ l takie, ze kazda z tych liczb jest
potega wlasciwa in =F 8. Catalan sformulowal to przypuszczenie w r.1844.
Uzywajac symboliki matematycznej "Przypuszczenie Catalana" mozemy
wypowiedziec tak:
Jedynym rozwiazaniem równania

er-bY = l,
gdziea,b, x i y sa liczbami naturalnymi wiekszymi od l,
jest: a = 3, x = 2, b = 2, Y = 3.
Chociaz Catalan byl prawdopodobnie pierwszym matematykiem, który
sformulowal te hipoteze w powyzej podanej postaci, to szczególne jej przypadki
znane byly wczesniej. Juz w sredniowieczu Levi ben Gerson(1288-1344,
zwany takze Leo Hebraeus) udowodnil, ze jedynym rozwiazaniem równania
3%- 2" = ± l, gdzie x > l, Y > l, jest x = 2, Y = 3. Przeprowadzimy
tu najpierw dowód dla równania

(1) 3x-2" = l.
Jezeli x = 2k + l, to wobec faktu, ze4j32 -11321 -l jest 41321:+1_ 3 = 3x - 3,
a poniewaz 2"= 3x -l = (3X - 3)+2, zatem 412Y - 2, stad y = l i wobec (l)
równiez x = l.
Jezeli zas x = 2k, to 2Y = 3x-l = 321_] = (31-1) (31+1), skad wynika, ze
31+ 112Y i
(2) 31+l = 21•

Niech k = 2m. Oczywisciel > 1. Mamy 8132 -l, skad
8132m-l = (32m+ l) - 2 = 21- 2, co dla l > l jest niemozliwe.
Równanie (2) nie ma wiec rozwiazan dlak parzystego. Jezeli zask jest nieparzyste,
to k = 2m-l, gdzie m ~ l i 31+1 = 32m-1+1 = 3(32(m-1)-I)+4,
a poniewaz 8132(m-1)-I, wiec 8l31+1. Zatem l = 2, k = l i x = 2, Y = 3.
.Rozpatrzmy z kolei równanie3x - 2Y = -l. Wtedy 3X + l = 2" i wobec przed
chwila przeprowadzonych rozwazan mamyx = l, Y = 2.
W r. 1657 Frenicle de Bassy udowodnil, ze równaniea2 - b" = l, gdzie b oznacza
dowolna liczbe pierwsza i(a, b) =F (3,2), nie ma rozwiazan naturalnych
takich, zey > l.
W r. 1738 Euler udowodnil, ze jedynym rozwiazaniem równaniaa2-b3 = l
w liczbach naturalnycha i b jest a = 3, b = 2.
W r. 1850 matematyk francuski Lebesgue udowodnil, ze równaniex2 + l = yn nie
ma rozwiazan w liczbach naturalnychx > l, Y > l, gdy n ~ 2.
W 1921 r. matematyk norweski Nagell pokazal, ze nie istnieja rozwiazania równan:
a3 - b" = l, er - b3 = l, gdzie x > 2.
Problem pokazania, ze nie istnieja rozwiazania równaniaa4-b" = l, zostal
postawiony w r.1919 przez Nagella i rozwiazany w1932 przez Selberga.
Tematem,wielu prac bylo równaniea2-b' = l. Nagell w 1921 i 1934 r. pokazal,
ze jezeli a2-b" = l, (a, b, y) =F (3,2,3) i p jest dzielnikiem pierwszym
liczby y, to 81p-1.
Pózniej (1940) matematyk wegierski Obl:ith udowodnil, ze jezelia2 - bY = l,
(a, b, y) =F (3,2,3), to p212P-l_1 i p213P-'1_1 dla kazdegop bedacego dzielnikiem
pierwszym liczbyy.
W latach 1961 i 1964 Hyyro i Inkeri udowodnili, ze jezeli02- bY =; l,
(a, b, y) =F (3,2,3), to a i b sa bardzo duze, i podali oszacowanie dla liczba i b.
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Badania te zostaly uwienczone w koncu elementarnym i niezwykle pomyslowym
dowodem matematyka chinskiego Chao Ko, który w 1964 r. udowodnil, ze
rówrianie a2 - bY = l nie ma rozwiazan w liczbach naturalnych
a> l, b> l, Y >1, gdzie (a, b,y) # (3,2,3).
Dazono równiez do tego, aby pokazac, ze równaniea"-bY = 1 nie ma rozwiazan
dla pewnych typów liczba i b .
Pierwszym wynikiem tego rodzaju byl wynik Gerona (z 1870 r.), który udowodnil,
ze nie istnieja rozwiazania równaniaa"-bY = l, gdzie (a, b, y) # (3,2,3),
gdy a lub b jest liczba pierwsza.
W r. 1941 ObIath pokazal, ze jezeli(a, b, x, y) # (3, 2, 2, 3), to nie istnieja rozwia-
zania równania a"-bY = 1, gdy wszystkie dzielniki pierwsze liczba i b
sa jednej z postaci: p = 20: + l lub p = 20:3{J + 1 .
W r. 1956 Hampel pokazal, ze nie istnieja rozwiazania równaniaa" - bY = l
(z wyjatkiem 32_23 = 1), gdy la-bl = l. Inne dowody wyniku Hampela podali
w 1956 r. Schinzel i Rotkiewicz .
W r. 1952 LeVeque dowiódl, ze dla danycha i b równanie a"-bY = 1 ma co
najwyzej jedno rozwiazanie w liczbach naturalnychx ~ 1 i Y ~ 1.
W 1961 r. Rotkiewicz dowiódl, zejezelia"-bY = 1, gdzie x > 1, Y > l,
to a > 1000 i b > 1000.
W 1959 r. matematyk angielski Cassels udowodnil, ze jezeliaP-ba = 1, gdzie p
i q sa liczbami pierwszymi p > q ~ 2, a > l, b > l, to

plb, qla.

Latwo zauwazyc, ze cztery kolejne liczby naturalne nie moga byc potegami
wlasciwymi. Rzeczywiscie z czterech kolejnych liczb naturalnych jedna oczywiscie
daje reszte 2 przy dzieleniu przez 4, a wiec nie moze byc potega wlasciwa.
W r. 1962 A. Makowski z twierdzenia Casselsa wywnioskowal, ze nie istnieja trzy
kolejne liczby naturalne, które sa potegami wlasciwymi.
Rzeczywiscie, nie uszczuplajac ogólnosci mozemy przyjac, ze wykladniki
wymienionych poteg wlasciwych sa liczbami pierwszymi. Niech terazz', ~ i xP
beda kolejnymi potegami wlasciwymi: .

(3) xP - ya = 1 oraz ya - z' = l.

Na mocy twierdzenia Casselsa mamyqJx i qlz, skad wobec (3) mamyqlxP - z' = 2
i q = 2, a poniewaz p > 1, r > 1, wiec 41xP- z' = 2, co jest oczywiscie niemozliwe.
Nasze rozwazania koÓczymy podaniem wyniku matematyka holenderskiego
Tijdemana. Otóz w 1974 r. udowodnil on, ze równanieaX-bY = 1 ma w liczbach
naturalnych a, b, x, y wiekszych od l skonczona liczbe rozwiazan.
Istnieje wiec liczba naturalna M taka, ze o ilea"-bY = l, to a < M, b < M,
\' < M, Y < M.

{min - ~-f("min)4+A'
. . A

b "mm = arenn1
a

: (b)
:1min

00' 'f' (a)
mm

A

f(b) 1
min A

f~

Odpowiedz na pytanie w zadaniu I w artykule
••W~ do t.c:ociilZajac:zb swietl••••••••••:

A

u;::= COS1t'+Alinf' e,
lIIzic A - (L+ I)t»/c i pizie wykorzystano
D&ll.epuMceWZOI'y pn:yblitonc:
••..,.~,,+cl.) ::dr..,.',,;
siacl,o ::; II,,;

2• "". 29'+119' • .-An T lln --2-:: IID'I'·"".
Wya. fWllcqi f(,,) - fJ(,,)/c w przypMbclt
A < I (a) i A > I (b) przedstawia JIOftimy
rysu""k.

A

D~2Q~
B

Rys. la

Rozwiannie zadania F20.
Rozwiazanie niniejsZClloudania nalety porównac z rozwiazaniem zadaniaF19, zamieszczonym w poprzednim (7)
numerze «Delty••. Zgodnie z prawem indukcji elektromagnetycznej, w obwodzie kolowym bedzie indukowala
lie lila elektromotoryczna" równa 3 V. Poniewat calkowity opór obwodu wynosi 3n, w obwodzie bedzie plynal
prad o natetcniu [równym I A. Gdyby lila elektromotoryczna w obwodzie byla przylotana przez wlaczenie baterii
(jak w zadaniu F19), wówaas napiecie miedzy punktamiA i B moglibysmy wyznaczyl korzysujac z prawa Ohma.
W tym zadaniu jednak miejsce przylotcnia indukowanej sily elektromotory<:zncj nie jest okreslone. Czy moma wiec
jednoznacznie okreslic napiecia miedzy punktamiA i B? Okazuje sie, te nic. Rozwatmy pomiar napiecia przy pomocy
woltomierza podlaczoneso do punktówA i B wedlug schematów pokazanych na rysunkach I a i I b.
Napiszmy prawo Kirchhoffa dla zamknietych obwodów ACHV i ADHV dla obu ~hematów podlaczen woltomierza
Wskazania woltomierza ozrw:zamy litera U oraz zakladamy, te punktA laczymy z zaciskiem+ woltomierza,
a kierunek indukowanego pradu jest taki, jak zaznaczono na r)'lunkach.
Otrzymamy:

dla schematu I a: U = [. R,(c. = I V (obwód ACBV),
U = c-I' R'(D. = I V (obwód ADBV).

Nalcty zauwatyc, zew obwodzie ADBY przy tym schemacie polaczen wyst«puje sila elektromotoryczna indukcji ".

~c~Q
B

R)'I. Ib

dla schematu I b: U = [. R,(c.-" = -2 V (obwód ACBV),
U = -I' R'(D. = -2 V (obwód ADBV).

Teraz sila elektromotol')'CZl1aindukcji wystepuje w obwodzieACBY.

W zaleznosci od sposobu przylaczenia woltomierza uzyskalismy rózne wyniki. Czyli w przypadku wyslel'owania sily
elektromotorycznej indukowanej (ogólniej: gdy istnieja pola magnetyczne zmiennew czasie) nic istnieje jednoznacznie
okreslony elektl')'CZl1ypotencjal skalarny. Gdybysmy druty laczace wol:omicrz z punktamiA t B obwineli
wielokrotnie wokól walca, woltomierz wskazalby jeszcze inne wartosci napiecia. Ogólna odpowiedz jest na>tepujaca:

U = -(2+3n) V, n = O, ± l, ±2, ...

zaleznie od tqo, jak doprowadzone sa druty od punktówA i B do zacisków woltomierza.
Porównujac zadania FI9 i F20 motemy sobie uswiadomic róznice miedzy silami elektromotorycznymi: przylotana
i indukowana.
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