
Konstrukcje geometryczne
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Z konstrukcjami geometrycznymi spotykamy sie niemal na kazdym kroku zarówno
w samej geometrii, jak i wszedzie tam, gdzie geometria znajduje zastosowanie.
Mozna skonstruowac srodek danego odcinka, mozna skonstruowac trójkat, gdy
dane sa jego trzy boki, albo gdy dane sa dwa boki i kat miedzy nimi itp.
A czego nie mozna skonstruowac? O odpowiedz na to pytanie nieco trudniej.
Spróbujemy jednak znalezc te odpowiedz. Musimy w tym celu dokladnie
sprecyzowac, co bedziemy rozumieli przez konstrukcje geometryczna. Umawiamy
sie, ze mamy do dyspozycji cyrkiel i linijke. Za pomoca tych przyrzadów mozemy
wykonywac nastepujace czynnosci:

a) prowadzic prosta przez dane dwa punkty;
b) wykreslac okrag o srodku w danym punkcie i o promieniu równym

odleglosci dwóch danych punktów;
c) wyznaczac punkty przeciecia tak wykreslonych prostych i okregów.

W wyniku wielokrotnego stosowania tych czynnosci otrzymujemy na plaszczyznie
coraz to nowe punkty, które uznajemy za punkty konstruowalne. Przestrzegamy
przy tym surowo umowy, ze wolno wykonywac tylko czynnosci a), b) lub c), nie
wolno wiec np. dla wykreslenia prostych równoleglych wykorzystac faktu, ze dwie
krawedzie linijki pozwolilyby na narysowanie pewnej pary prostych równoleglych.
Problem, który nas interesuje, brzmi nastepujaco: Dane sa punktyP l , P 2' •.• , Pll
plaszczyzny. Czy dowolny punkt plaszczyzny mozemy uzyskac w wyniku czynnosci
a), b), c) stosowanych poczatkowo do danych punktów, a nastepnie do punktów
danych i otrzymanych w wyniku juz zastosowanych czynnosci a), b), c)?
Odpowiedz jest negatywna. Postaramy sie znalezc kryterium pozwalajace ocenic,
jakie punkty mozna skonstruowac. W tym celu rozwazmy na plaszczyznie uklad
wspólrzednych, przy czym dla wygody przyjmijmy, ze wsród punktów danych
znajduja sie punkty (0,0) i (1,0). Dla dalszych rozwazan potrzebne nam bedzie
pojecie ciala liczbowego. Cialem liczbowym nazywamy taki niepusty zbiór liczb,
ze wynik kazdego z czterech dzialan arytmetycznych: dodawania, odejmowania,
mnozenia i dzielenia (z wyjatkiem dzielenia przezO) wykonanyca na elementach
tego zbioru równiez jest elementem tego zbioru. Cialami liczbowymi sa na przyklad:

zbiór liczb wymiernych, zbiór liczb rzeczywistych, zbiór liczb postacia+by2", .
gdzie a,b sa wymierne itp. Nie sa natomiast cialami: zbiór liczb calkowitych,
zbiór liczb niewymiernych itp. (Czytelnik z pewnoscia bez trudu uzasadni
powyzsze' stwierdzenia.)
Powrócmy do plaszczyzny z przyjetym ukladem wspólrzednych i danymi
punktami, wsród których sa (0,0) i (1,0). NiechK bedzie najmniejszym cialem
liczbowym zawierajacym wspólrzedne wszystkich danych punktów. Okazuje sie,
ze wsród punktów, które mozna skonstruowac z danych punktów, sa wszystkie.
te punkty plaszczyzny, których wspólrzedne naleza do cialaK. W ten sposób nie
wyczerpiemy jednak wszystkich punktów, które mozna skonstruowac. To ostatnie
zdanie uzasadnimy rozwazajac nastepujacy przyklad.
Przypuscmy, ze dane sa tylkoPo = (0,0) i Pl = (1,0). Wtedy cialo Kjest cialem
liczb wymiernych. Jak skonstruowac punkt, którego wspólrzedne sa ustalonymi
z góry liczbami wymiernymi? Wystarczy skonstruowac kazda z tych wspólrzednych
na odpowiedniej osi. Mamy wiec skonstruowac odcinek, którego dlugosc równa
jest ustalonej liczbie wymien1ej dodatniej (liczbie ujemnejx odpowiada punkt osi
liczbowej lezacy symetrycznie wzgledem poczatku ukladu do punktu
odpowiadajacego liczbie dodatniej -x). O ile ta liczba wymierna jest liczba
naturalna m, to konstrukcja polega na odlozeniu na osi m-krotnie odcinkaPOPI'
Dla liczby mln postepujemy jak nastepuje: na pierwszej osi wspólrzednych
odkladamy punkty P l i Pm odpowiadajace liczbom l im, rysujemy inna dowolna
prosta przechodzaca przez poczatek ukladuPo i odkladamy na niej kolejno
n równych odcinków, z których pierwszy ma poczatek wPo.
Laczymy koniec tego n-tego odcinka z punktemPm, a nastepnie do
poprowadzonego tak odcinka rysujemy prosta równolegla przechodzaca przezP l
(prowadzenie równoleglych jest oczywiscie konstrukcyjnie wykonalne).
Z twierdzenia Talesa wynika, ze poprowadzona tak prosta przetnie pierwsza os
wspólrzednych w punkcie odleglym odPo wlasnie omln.
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Wskazemy teraz punkt, który mozna skonstruowac przy danych tylko punktach
Po = (0,0) i Pl = (1,0), choc jego wspólrzedne nie beda liczbami wymiernymi.
Rozwazmy mianowicie punkty przeciecia okregu o srodku w punkciePo

i promieniu 1 i prostej przechodzacej przez punktyPo = (0,0) i Q = (1,1).
Otrzymamy równania tych linii

X2+y2 = 1,

x-y = 0,

l których wynika, ze punktami przeciecia saA = (y~ ' Y22 ),

B = (_ y2 _ VI)2' 2'
Okazuje sie, ze wyznaczenie wspólrzednych punktów uzyskanych w wyniku
konstrukcji, to jest bedacych punktami przeciecia dwóch prostych lub prostej
i okregu lub dwóch okregów, sprowadza sie do rozwiazywania równan liniowych
lub kwadratowych. Wynika stad, ze jesli np. choc jedna wspólrzedna
interesujacego nas punktu jest pierwiastkiem wielomianu stopnia 3 nierozkladalnego
na czynniki stopnia nizszego nad cialemK, to punktu tego skonstruowac nie mozna.
Podobny wniosek otrzymuje sie dla przypadku, gdy choc jedna wspólrzedna
takiego punktu jest liczba przestepna nadK, tzn. nie jest pierwiastkiem zadnego
niezerowego wielomianu o wspólczynnikach zK. Te wyniki pozwalaja
odpowiedziec na pytania, które postawili starozytni Grecy.
Chodzi tu o tak zwane konstrukcje platonskie.
l. Kwadratura kola. Problem polega na tym, czy mozna skonstruowac kwadrat
o polu równym polu danego kola. Odpowiedz jest negatywna, gdyz w przypadku,
gdy promien danego kola wynosi l, pole tego kola wynosi, jak wiadomo,:re,

a wiec bok poszukiwanego kwadratu mialby dlugoscyn. Dla rozwiazania
zadania nalezaloby wiec skonstruowac punkt(:re, O). Okazuje sie jednak, ze liczba
y:re jest przestepna nad cialem liczb wymiernych, które w tym przypadku jest
najmniejszym cialem liczbowym zawierajacym dane. Oznacza to, ze nie mozna
metodami konstrukcyjnymi zbudowac kwadratu, którego pole równa sie polu
kola o promieniu l.
2. Podwojenie szescianu.Zadanie to polega na zbudowaniu szescianu o objetosci
dwukrotnie wiekszej od objetosci danego szescianu. Ewentualne wykonanie tego
zadania polegaloby na zbudowaniu krawedzi takiego szescianu. Jesli dany szescian
ma krawedz dlugosci 1, to dlugosc poszukiwanej krawedzi nowego szescianu
wynosi j/2. Musielibysmy wiec zbudowac punkt (j/2, O). Konstrukcji tej wykonac
nie mozna, bo liczbaVI jest pierwiastkiem wielomianux3 - 2 i nie mozna jej
otrzymac przez rozwiazywanie równan kwadratowych.
3. Trysekcja kata.To zadanie polega na konstrukcyjnym podziale danego kata
na trzy równe czesci. Zauwazmy najpierw, ze dla pewnych katów konstrukcje
te mozna wykonac bardzo latwo; Czytelnik z pewnoscia potrafi zbudowac trzecia
czesc kata prostego (prosze dokladnie opisac konstrukcje l).
Pokazemy, ze na przyklad kata 60° nie mozna konstrukcyjnie podzielic na 3 równe
czesci. W tym celu zauwazmy, ze mozna skonstruowac katqy wtedy i tylko wtedy,
gdy mozna skonstruowac punkt (cosqy,O). Ze wzoru

cos3qy= 4cos3qy+3 cosqy

zastosowanego doqy = 20° otrzymamy:

cos 60°= 4 cos32oo-3 cos 20°,
wiec

l
4 cos3 20°-3 cos 20°= T'

co oznacza, ze cos 20° jest pierwiastkiem wielomianu

4x3-3x- +.
Wielomian ten, jak nietrudno sie przekonac, nie ma pierwiastka wymiernego,
skad wynika, ze zaden jego pierwiastek nie moze byc otrzymany przez
rozwiazywanie tylko równan kwadratowych. Oznacza to, ze kata 20° nie mozna
skonstruowac za pomoca cyrkla i linijki.
(Proponujemy Czytelnikom porównanie powyzszych rezultatów z zadaniem M22,
Delta 8, 1974)
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