
div[rot(grad tp)] o

y moze byc zbiorem innych jeszcze

obiektówJ np. tensorów, ale nie b~dziemy

sie tu nimi zajmowac (o tcnsorach-
w przyszlym roku).

Umawiamy sie przy tym, ze wektor

przyporzadkowany punkto'wi jest zaczepiony
w tym wlasnie punkcie.

Mgr Marian GRUDNICKI

Zagadnienia wywodzace sie z nauk przyrodniczych i wchodzace w zakres badan matematyków
charakteryzuja sie tym, ze przestaja byc jasne intuicyjnie, ale zyskuja na przejrzystosci
matematycznej. Wynika to z wprowadzenia dosc duzego stopnia abstrakcji, pozwalajacej na
scisle i poprawne formulowanie waznych definicji i dalsze badania za pomoca aparatu
matematycznego. Taka sytuacja jest np. w geometrii,która wywodzac sie z czysto praktycznej
wiedzy, stala sie obecnie dyscyplina zupelnie niezalezna od praktyki.
W mechanice klasycznej zwiazki ze swiatem "rzeczywistym" sa nieco silniejsze, ale obecnie
nalezy ja równiez traktowac jako dzial matematyki, a nie fizyki. Na bazie modelu fizycznego
zostala tu bowiem stworzona teoria matematyczna i przy jej rozwijaniu mozna obejsc sie
bez odwolywania sie do intuicji fizycznej. Jednakze czasem znajomosc interpretacji pewnych
pojec jest niezwykle cenna. Dlatego tez chcialbym przypomniec sens fizyc.zny niektórych
definicji, wystepujacych w teorii pola.

Polem w mechanice nazywamy funkcjerp: Q --+ Y, gdzie Q jest pewnym zbiorem punktów
przestrzeni (lub plaszczyzny), natomiastY moze byc zbiorem liczb rzeczywistych lub zbiorem
wektorów. W zaleznosci odY otrzymujemy pole skalarne lub pole wektorowe.Tak wiec pole
skalarne jest funkcja, która punktom przyporzadkowuje liczby, a pole wektorowe - funkcja
przyporzadkowujaca punktom wektory. Jezeli w przestrzeni (na plaszczyznie) wprowadzony
jest uklad wspólrzednych, to kazdemu punktowi mozna przyporzadkowac uporzadkowana
trójke (pare) liczb i pole staje sie funkcja trzech (dwóch) zmiennych liczbowych. Jednakze
prz)' przechodzeniu do innego ukladu wspólrzednych funkcja ta ulega zmianie. Zeby
podkreslis, ze pole nie zalezy od wprowadzonego ukladu wspólrzednych zachowuje sie nazwe
"pole" zamiast funkcji. Przykladem pola skalarnego moze byc pole temperatury atmosfery,
pole gestosci masy jakiegos ciala, pole wysokosci nad poziom morza itd. Przykladem pola
wektorowego moze byc pole predkosci cieczy w kanale, pole sily ciezkosci itd.

Dla ulatwienia opisu wprowadzmy i ustalmy pewien prostokatny uklad wspólrzednych
kartezjanskich.

Niech wektor r zaczepiony w poczatku ukladu wspólrzednych i koncu w punkciep, ma
skladowe x, y, z (na plaszczyznie odpowiednio r =[x, y]). Poniewaz istnieje
odpowiedniosc wzajemnie jednoznaczna miedzy r i punktemp o wspólrzednych x, y, z

(lub x, y), bede w dalszym ciagu uzywal wektora r dla okreslenia punktup mimo, ze sa to
zupelnie inne pojecia geometryczne. '

Na poczatku zajmiemy sie polem skalarnymrp(p). Oznaczmy

def def
rp(P) = J(X, y, z) = J(r).

Pole skalarne mozna calkowicie scharakteryzowac podajac zbiór powierzchni (linii
w przypadku dwuwymiarowym), na których ma ono stala wartosc oraz podajac wartosc
odpowiadajaca danej linii. Taki sposób jest czesto stosowany w przypadku dwuwymiarowym
np. przy okreslaniu poziomic na mapie.

Gradient

Poniewaz lewa strona tej równosci nie zmienia sie przy przejsciu do innego ukladu
wspólrzednych, wiec musi zachowywac sie takze prawa strona. Zatem trójka liczb

oj oj oj d kl d' k " k' kl d k-, -. - oznacza w anym u a Zle artezjans lm s a owe pewnego we tora
OX oy oz

w punkcie x, y, z. Wektor ten nazywamygradientem pola skalarnego i oznaczamy symbolem

[oJ oj OJ]
gradtp: gradrp= gradf= -. -, - .

ox oy oz

W celu badania pola skalarnego metodami analizy matematycznej wygodnie jest wprowadzic
pochodna kierunkowa polarp. Pochodna kierunkowa pola w punkciep i w kierunku wektora
jednostkowego I nazywamy (o ile istnieje) liczbe

Iim fjl(PI)-rp(P) c!,;f drp ,
h-->O h dl

gdzie hjest odlegloscia miedzy punktamiPl i P oraz punkt Pl lezy na pólprostej
o kierunku wektora I, wychodzacej z punktup. Pochodna kierunkowa w mysl definicji nie zalezy
od wyboru ukladu wspólrzednych, ale mozna ja w danym ukladzie wspólrzednych zapisac

drp dJ . J(r+hl)-J(r)
-=-=hm -----.
dl dl h ...•O h

JezeliJ(r+ hl) bedziemy traktowac jako funkcje zlozona zmiennejh, to

dJ = df(r+hl) I = oj 1",+ oj 17+ oj I. = [ oJ, oJ, oJ] '1,dl dh h=O OX oy oz ox oy oz
gdzie I = [I"" 17.,I.].
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Nie podajemy tu scislej definicji calki
powierzchniowej. Przyblizona wartosc takiej
calki - o ile calka ta istnieje - mozna
znalezc wpisujac w powierzchnie S
wieloscian o bardzo ma~ychpowierzchniach
scian, zakladajac, ze funkcja podcalkowa
jest stala na kazdej ze scian, a nastepnie
obliczajac wielkoscQ zdefiniowana
poprzednim wzorem. (Warto przy tym

zauwazyc, zef f l dS jest wobec tego!/'
polem powierzchni!/'.)

n (Pol\
Po

n( PI)

Latwo zauwazyc, ze w innym prostokatnym ukladzie wspólrzednych kartezjanskich,

k • (P) r () di . kl d oft ofl 0/1 ( ...w torym '1' = J. '. gra ent ma mne s a owe: --, --, -- tzn. nIe zmlema
OXl 0Yl oz.

sie sposób ich obliczania). Operacje obliczania gradientu zapisuje sie czasami za pomoca

(O o O)
symbolu \l = -, -, - .

ox oY oz

Pochodna funkcji mozna interpretowac jako szybkosc zmiany tej funkcji, np. pochodna
drogi wzgledem czasu jest szybkoscia zmiany drogi tzn. zwykla predkoscia. Zatem pochodna
kierunkowa w punkciep oznacza szybkosc zmiany pola w tym punkcie w kierunku

wektora I. Ze wzoru d'1'= I. grad'1' oraz definicji iloczynu skalarnego wektorów
dl

Igrad'1' = /lllgrad'1'lcoslX = Igrad'1'lcoslX

(IXjest katem miedzy wektoremI i grad'1', pionowe kreski oznaczaja dlugosci wektorów i III= 1)
wynika, ze gradient pola skalarnego wyznacza kierunek naj szybszej zmiany pola w danym
punkcie, ajego dlugosc okresla szybkosc tej zmiany.
Zauwazyc nalezy jeszcze, ze jezeli wektorI lezy w plaszczyznie stycznej do powierzchni

'1' = const, to d'1'= O, co oznacza, ze gradient jest wektorem prostopadlym doI, a wiec do
dl

tej powierzchni. Jezeli powierzchnie (lub linie) jednakowej wartosci pola zageszczaja sie
w poblizu jakiegos punktu, to w tym punkcie wartosc gradientu jest wieksza niz w punkcie,
w poblizu którego powierzchnie (linie) sa w wiekszej odleglosci (rysunek obok).
Jak widzimy pole skalarne wyznacza pewne pole wektorowe (pole gradientu) dosc
dokladnie je charakteryzujace.

Pole wektorowe A, które mozna traktowac jako pole gradientu pewnego pola skalarnego'1',
nosi nazwe pola potencjalnego, zas pole'1' nazywamy wtedy potencjalem polaA.

Przykladem pola potencjalnego moze byc pole sily grawitacyjnej. Potencjal w tym przypadku
nazywa sie energia potencjalna masy jednostkowej.

Dywergencja
Majac pole wektorowe A mozna zwiazac z nim pole skalarne, stanowiace pewna
charakterystyke danego pola wektorowego. Przykladem takiego pola jest dywergencja.
Zacznijmy od przykladu fizycznego. W pewnym obszarze dany jest stacjonarny przeplyw
cieczy niescisliwej (gestosce jest stala). Predkosc w kazdym punkcie tej cieczy okresla
pewne pole wektorowe V. Jezeli w tym polu umiescimy powierzchnie S, to mozemy badac
ilosc m = !?Q cieczy przez nia przeplywajacej. Jezeli mozna powierzchnie podzielic nak
elementów o polachSI, i = 1, 2, ... ,k, na których Vnt (skladowa wektora V w kierunku
prostopadlym do i-tego elementu) ma stala wartosc, to objetosc cieczy przeplywajacej
przez powierzchnie S w jednostce czasu wynosi:

k k

Q = 1:VntSI = 1:(V' nt)SI,
;~l ;=1

gdzie nt jest wektorem jednostkowym prostopadlym do i-tego elementu powierzchni.

W ogólnym przypadku zamiast sumy nalezy stosowac calke powierzchniowaQ = f f V· ndS,!/'
gdzie n jest wektorem normalnym do powierzchni, tzn. wektorem jednostkowym prostopadlym
do niej. W zwiazku z wystepowaniem w powyzszych wzorach wektora normalnego do
powierzchni, nalezy jednoznacznie wybierac zwrot tego wektora. Dla naszych celów
wystarczy powiedziec, ze bedzie to normalna zewnetrzna, gdyz bedziemy rozwazac tylko
powierzchnie zamkniete.

Strumieniem pola wektorowego A przez powierzchnie S nazywamy calke powierzchniowa

ffA.ndS.!/'

W przypadku pola predkosci cieczy niescisliwej jest to, jak juz zauwazylismy, objetosc
zajmowana przez ciecz przeplywajaca przez powierzchnie w jednostce czasu.
Niech [/ bedzie ustalona powierzchnia zamknieta,p - ustalonym punktem wewnatrz.9'.
Przez .9'Toznaczymy powierzchnie jednokladna z [/ wzgledemp taka, ze bryla ograniczona
przez.9'T ma objetoscT. Mozemy wtedy badac istnienie granicy

(*) Iim ~ J JA' ndS.
T_O T !/'T

Gdy T -+ O, cala bryla sciaga sie do punktup. Jezeli dla dowolnej powierzchni [/ granica (*)
istnieje i jest taka sama dla wszystkich [/, to granica ta okresla w punkciep wartosc
pewnego pola skalarnego.
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Rozwiazanie zadania M 103. Obliczmy, ile
jest róznych kwadratówk x k. Aby
uzyskanie odpowiedzi na to pytanie
uczynic bardziej pogladowym przyjmijmy
. = 9 k =.l.

B C .

ADo, , , , ,
x X X X X X

X X X X X X

X X X X X X

X X X X X X

x X X X X X

Dowolny kwadrat 4 x 4 otrzymamy
przesuwajac kwadrat narysowany tak. aby
wierzcholek D znalazl si~ w jednym
z punktów naznacz.onych krzyzykiem.
Punktów tych jest 6'.
Ogólnie kwadratów k x k na szachownicy
IIx II jest (II - k + 1)'. Wszystkich kwadratów
na szachownicy jest wiec

II
}; (II-k+ 1)' = 11'+(11- 1)'+ ... +J' =

k=1
I

= 6"("+1)(211+1).

Ostatnia równosc mozna latwo udowodnic
przez indukcK.

Pole to nazywamydywergencjapola wektorowego A:

(divA)(P) = lim ~ ff A· IIdS.T->O T
.'/'T

Jezeli wprowadzony jest prostokatny uklad wspólrzednych kartezjanskich, to mozna
pokazac (wykorzystujac twierdzenie Gaussa-Ostrogradzkiego), ze

ap clQ aR
divA = -+-+-, gdzie A(P) = [P(P),Q(p),R(p)].

ax ay az

Powrócmy jeszcze raz do przykladu cieczy niescisliwej i wybierzmy jednostki tak, aby

(! = 1. Wówczas strumienJ J V· ndS przez zamknieta powierzchnie,9> oznacza ilosc cieczy,
.'/'

która powstala lub znikla w obszarze ograniczonym powierzchnia. Jezeli w obszarze tym
nie ma zródel lub zródel ujemnych (upustów) cieczy, to strumien przez taka powierzchnie
jest zerowy. W przeciwnym przypadku daje nam wielkosc okreslona jako moc zródel (upustów).
Zatem dywergencja pola predkosci cieczy niescisliwej m0ze byc interpretowana jako gestosc

zródel (upustów) w danym punkcie. Interpretacja dywergencji innych pól wektorowych, np.
pola sily grawitacji, pola elektrostatycznego itd. wymaga szerszego zastosowania aparatu
matematycznego i dlatego nie bede jej tu przytaczal. Osoby zainteresowane odsylam do literatury
specjalistycznej np. A. 11. EopHceHl<O,11. E. TapanoB:BeKmopHblu aHaAU3 u Ha'laAO

meH30pHoZO UC'IUCAeHUR, E. M. Eypal<, C. B.ct>OMHH:KpamHble uHmezpaAbl u pRObl.

Rotacja
Jezeli F jest stalym polem silowym a9'pewnym odcinkiem równoleglym doF, to iloczyn
IFI .9' daje prace silyF na drodze9'.W ogólnym przypadku dla okreslenia pracy musimy
wziac calke krzywoliniowa ze skladowej stycznejFT wektora F wzdluz krzywej 9'.
Uogólniajac to pojecie na przypadek dowolnego pola wektorowego wprowadzamy
definicje:

Cyrkulacja pola wektorowego A nazywamy calke JATdL, gdzie ATjest skladowa wektoraAZ .
styczna do krzywej9'. Wprowadzmy prostokatny uklad wspólrzednych, w którym

A(P) = [P(p), Q(P), R(P)]. Dla krzywej zamknietej 9' calke J ATdL mozna sprowadzicZ

z

"x •• oznacza iloczyn wektorowy: jesli

w przestrzeni trójwymiarowej dane sa

wektor}' a i b, to "x b jest takim wektorem,

który (I) jest prostopadly do ai do h;
(2) ma dlugosc rówlla polu równolegloboku
rozpietego naa i b; (3) ma taki zwrot,
ze trójka a, h, II X b zorientowana jest
dodatnio.
Np. [l, O, O]x [O. l, O) = [O, O, li ale

lO, l. O)x [I, O, O) [O, O, -I].

Nie l'"dajemy tu sc;.tej definicji calki
kflyw.:~lniowej. Przyblizona ~artosc takiej

alki -.;) ):e Istmeje __o mozna obliczyc

z.ast(:J'...;qc Krzywa przcz wpisana,", nia
lam HI l.lozona z b.:u\lzo krótkich
odcin~c:.\'I, a r!1.nk(;j~ podca1kowa -funkcJa.
któm na k:lzdym 2 tych odcinków jest

stal:1 •• n" Jo róini sie od funkcji

pouralk~l.".,ej (WvrazenlC f 1dL jest wobecil'
tego dlugoscia krzywej!t'.)

f ff (aQ ap) ( aR aQ) ( ap aR)
ATdL = --- dxdy+ --- dydz+ --- dzdx

Z .'/' ax ay ay az az ax

po powierzchni ,9> ograniczonej krzywa9'.
aR aQ ap aR aQ ap

••Wektor" o skladowych -- - - --, -- - --, -- - -- w tym ukladzie
ay az az ax ax ay

wspólrzednych nazywamyrotacja (wirem) pola wektorowego A i oznaczamy symbolemrotA.

Z wlasnosci calki powierzchniowej wynika, ze prawa strona ostatniej równosci jest równa

J J (rotA)' ndS. Oznacza to, ze cyrkulacja pola wektorowegoA wzdluz krzywej zamknietej
.'/'

jest równa strumieniowi pola wekt.orowego rotA przez powierzchnie,9>. Rotacja, w odróznieniu
od poprzednich pojec, zostala wprowadzona przy pomocy konkretnego ukladu wspólrzednych.
Mozna pokazac, ze jezeli ograniczymy sie do ukladów o ustalonej orientacji, to jest ona
wielkoscia niezalezna od ukladu. Jednakze przy zmianie orientacji ukladu zmienia znak.
Rotacja pola charakteryzuje "skladowa obrotowa" pola wektorowego. Sens tego pojecia
wyjasnie na kilku przykladach.

l) Cialo sztywne obracajace sie z predkoscia katowaw okresla pewne pole wektorowe
predkosci V wzorem V = W X,, gdzie wektor, jest "promieniem wodzacym" punktu ciala.
Okreslmy prostokatny uklad wspólrzednych, w którym,= [x, y, z]. Po wykonaniu
obliczen okazuje sie,·ze rotV = 2w.

Zatem rotacja w tym przypadku okresla obrót ciala.

2) Ciecz porusza sie ze stala predkoscia, tzn. pole predkosciV = [P, Q, R] ma stale
skladowe. Rotacja jest w tym przypadku równa zeru i nie wystepuje zaden ruch obrotowy.
Ciecz porusza sie prostoliniowo.

3) Ciecz porusza sie z predkosciaV = (y, O, O], (tzn. im dalej od plaszczyznyX. Z tym
wieksza jest predkosc cieczy); rotV = [O, O, -1]. W tym przypadku ciecz porusza sie takze
prostoliniowo i pozornie nie ma zadnego obrotu wbrew temu, ze rotacja, charakteryzujaca
ruch wirowy (obrotowy), jest rózna od zera.
Przeplyw taki zawiera jednak jakby potencjalna mozliwosc wykonywania obrotu. Jezeli
np. wstawimy do niego kólko z lopatkami tak, ze os obrotu nie bedzie prostopadla do osiZ,
to przeplyw ten zacznie to kólko obracac.

do calki powierzchniowej (korzystajac z tw. Stokesa):

x

y

o
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f(x)·-------

Miedzy gradientem, rotacja i dywergencja zachodzi szereg zwiazków. Wymienie tylko te
dwa sposród nich, które wydaja mi sie najwazniejsze:
a) div(rotA) = O.

b) Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, zeby pole wektoroweA bylo potencjalne,
jest warunek rotA = O

Z kazdego z nich wynika natychmiast równosc, która umiescilem w tytule

div[rot(gradp)] == O.

Rózne calki - podobne wlasnosci

Rozwazmy zadanie:

Dany jest odcinek <a, b> na osi X. Z kazdego punktux tego odcinka wystawiamy
prostopadle w góre odcinek odlugoscif(x) ~ O. Obliczyc pole S powstajacej w ten sposób
figury plaskiej (o funkcjif(x) zakladamy, ze jest "porzadna", np. ciagla).

Jak wiemy, rozwiazaniem tego zadania jestcalka (pojedyncza)funkcji fpo odcinku
<a, b> (zob. rys. l):

a

k~••. I

x b x

b

S= f f(x)dx = f f(x)dx.
(a.b) a

Co wiecej, historycznie rzecz biorac, calka oznaczona zostala wprowadzona wlasnie po to,
by byla ona rozwiazaniem naszego zadania. Przyblizony sposób obliczania tej calki (o ile ona
istnieje) podany jest na rys. 2 (dodajemy pola malych prostokatów). Jak wiemy, mozna
równiez obliczac calki z funkcji nie tylko dodatnich.

0"

Ky•. 2

b

Rozwazmy teraz zadanie analogiczne (rys. 3):

Dany jest obszar plaskii:l' w plaszczyznie XY. Z kazdego punktu (x, y) tego obszaru
wystawiamy prostopadle "w góre" odcinek odlugoscif(x, y)~ O. Obliczyc objetoscB
powstajacej w ten sposób bryly (o funkcjif(x, y) i tu zakladamy, ze jest "porzadna",

x np. ciagla).

Rozwiazanie t~go zadania nazywa siecalka podwójnafunkcjif(x, y) po obszarze i:l' :

B ~ f f f(x, y) dx dy = f f f(x, y)di:l'.f? f?

Przyblizony sposób obliczania tej calki (o ile ona istnieje) podany jest na rys. 4 (dodajemy
objetosci malych prostopadloscianów). Okazuje sie, ze mozna zdefiniowac nieco ogólniej
calke podwójna, tak aby miala ona sens dla funkcji nie tylko dodatnich.

W podobny sposób mozna wprowadzic calke potrójna. Formulujemy mianowicie zadanie:

t(xy)

Dany jest w przestrzeniXYZ obszar trójwymiarowy (bryla) 1/. Z kazdego punktu(x, y, z)
wystawiamy "w czwarty wymiar" prostopadle w kierunku dodatniego zwrotu czwartej osi
odcinek o dlugoscif(x, y, z) ~ O (o funkcjiJ(x, y, z) zakladamy, ze jest np. ciagla).

y Obliczyc "objetosc czterowymiarowa" U powstajacej w ten sposób bryly czterowymiarowej.

Rozwiazaniem tego zadania jestcalka potrójna z funkcjif(x, y, z)po bryle 1/:

Rv",. J

R)'<. 4

p (X,y)

x

y

x

, U = f f f f(x, y, z)dxdydz = f f f f(x, y, z)d1/.
"f" "f"

Przyblizony sposób obliczania tej calki (o ile ona istnieje) jest analogiczny do poprzednich:
dzielimy 1/ na male kostki, objetosc kostki mnozymy przez wartosc funkcjif w lewym-dolnym-
przednim rogu kostki (bedzie to objetosc "prostopadloscianu czterowymiarowego")
i wszystkie te iloczyny dodajemy. Trudno sobie wyobrazic sens geometryczny tej calki,
ma ona jednak proste ilustracje fizyczne. Np. jesli 1/ jest geometrycznie cialem
o niejednorodnej gestoscif(x, y, z), to dla obliczenia masy tego ciala nalezy obliczyc calke
z gestosci po bryle 1/. (Innymi slowy - gestosc "odkladamy" w czwartym wymiarze,
nadajac obliczaniu masy interpretacje geometryczna). Przyblizony sposób obliczania calki
odpowiada tu skorzystaniu z faktu, ze w bardzo malych obszarach ge';tosc mozna uznac
za praktycznie stala.

UznajmY'wiec, ze wiemy juz, co to sa calki: podwójna i potrójna. Przyjmijmy tez, ze "definicje"
calek: krzywoliniowej i powierzchniowej podane na marginesie artykulu div[rot(gradp)]== O

tez w wystarczajacym stopniu uruchomily nasza intuicje. Mozemy teraz sformulowac trzy
interesujace twierdzenia.
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