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Pole prostokata o bokacha i b wyraza sie wzorem:P = a' b. Dlaczego? Czy wzór
ten zostal nam narzucony przez autorów podreczników i zalezy wylacznie od ich
wyboru? Czy tez moze jest on koniecznoscia i nie ma innej mozliwosci; innymi
slowy, moze mozna go udowodnic?
Aby móc na te pytania odpowiedziec, musimy wpierw dobrze zdac sobie sprawe
z tego, czym wlasciwie jest pole prostokata. Mozemy powiedziec, ze jest to miara
wielkosci prostokata. Zauwazmy jednak, ze zdanie to nie jest bynajmniej definicja,
gdyz zastepuje tylko jedno niesprecyzowane pojecie (pole) przez inne (miara
wielkosci). Niemniej pozwala ono odwolac sie do intuicji geometrycznej. Jakiez
zatem wlasnosci powinna miec taka miara wielkosci prostokata? Intuicja
geometryczna sugeruje nam, ze powinna ona spelniac nastepujace trzy warunki:

A. Kazdy prostokat ma jednoznacznie okreslone pole, które wyraza sie liczba
rzeczywista nieujemna.

B. Przystajace prostokaty maja równe pola.

C. Jezeli prostokat podzielimy na dwie czesci odcinkiem równoleglym do
któregokolwiek z boków, to suma pól powstalych w ten sposób dwóch
prostokatów jest równa polu wyjsciowego prostokata.

Zanim posuniemy sie dalej w naszych rozwazaniach, trzeba jasno stwierdzic,
ze powyzsze postulaty, aczkolwiek dyktowane intuicja geometryczna, nie sa
bynajmniej konieczne i w znacznym stopniu przyjecie ich zalezy od naszej woli.

Zgadzamy sie, ze miara powinna byc liczba nieujemna, ale sa przeciez wielkosci
(np. temperatura, czas), których miare wyrazamy w liczbach wzglednych.

Dwa przystajace prostokatne poletka gruntu moga miec rózna cene (a cene wszak
tez mozemy uwazac za pewna miare) w zaleznosci od polozenia, gleby itp.

Wreszcie np. dwie pieciodekowe paczki kawy kosztuja wiecej niz jedna paczka
dziesieciodekowa. Tak wiec w pewnych okolicznosciach miara nie musi spelniac
zadnego ze sformulowanych powyzej postulatów A, B, C. W przypadku pola
prostokata wydaja sie nam one rozsadne i zgodne z nasza intuicja, zatem jestesmy
gotowi przyjac je bez zastrzezen. Zalezy to jednakze od naszej woli, od naszego
wyboru.

Zgódzmy sie zatem, ze przyjmujemy postulaty A, B, C i postarajmy sie teraz
przetlumaczyc je najezyk matematyczny. Poniewaz prostokaty o bokach odpowiednio
równych sa przystajace, wiec z postulatów A i B wynika, ze pole prostokata zalezy
wylacznie od jego boków (czy tez, dokladniej, od dlugosci jego boków).
Scislej mówiac, pole to jest funkcja:P = P(a, b), okreslona w pierwszej cwiartce
ukladu wspólrzednych i przyjmujaca wartosci w zbiorze< O, + (0):

(1)

2
P:<O, +oo)x<O, +(0)--+<°, +(0).



az Najistotniejsze informacje zawiera jednak postulat C. Dokonujac opisanych
podzialów (patrz rysunek) widzimy, ze funkcjaP musi spelniac nastepujace
dwa zwiazki:

b (2)

(3)

P(at+a2,b) = P(al,b)+P(a2,b),

P(a, bl +b2) = P(a, bl)+P(a, b2).

a

b

a

Zwiazki (2) i (3) musza byc prawdziwe dla wszelkich nieujemnycha, b, al, a2,
bl, b2; sa zatem tozsamosciami. Nasze zadanie mozna wiec sformulowac nastepujaco:
znalezc funkcje (l), dla której zwiazki (2) i (3) sa spelnione tozsamosciowo
wzgledem wszystkich wystepujacych tam zmiennych.

Tego typu zadania, w których problem polega na wyznaczeniu niewiadomej funkcji
na podstawie zadanej tozsamosci, która funkcja ta ma spelniac, nosza nazwe
równan funkcyjnych.

Zwiazki (2) i (3) sa wlasnie przykladami równan funkcyjnych. Zostawmy na chwile
problem wzoru na pole prostokata i zajmijmy sie równaniami funkcyjnymi. Jednym
z najwazniejszych równan funkcyjnych jestrównanie Cauchy' ego

(4) f(x+y) =f(x)+f(y)·

Postarajmy sie wyznaczyc funkcjef: < o, + (0) --+ < o, + (0) (tj. funkcje o warto-

sciach nieujemnych, okreslona dla nieujemnych wartosci zmiennej niezaleznej)

spelniajaca zwiazek (4) dla wszystkich nieujemnychx, y. W szczególnosci (4) ma
zachodzic dla x = y = O.

Zastepujac w (4)x i y przez zero otrzymamy f(O) = 2f(0), skad wynika, ze

August Louis Cauchy (1789-1857), matematyk
francuski. Twórca wspólczesnego, scislego
wykladu analizy matematycznej. Zajmowal
sie wszystkimi .niemal ówczesnie rozwijanymi
dzialami matematyki, szczególnie zas analiza
matematyczna, teoria funkcji zespolonych
i równaniami rózniczkowymi, gdzie uzyskal
szereg bardzo waznych rezultatów.
(Ciekawostka: pierwszy podal poprawny
dowód wzoru Taylora). Zajmowal sia równiez
mechanika, astronomiai optyka. (5)

Przez indukcje latwo udowodnic, ze

f(O) = o.

(6) f(nx) = nf(x)

dla wszelkich x nieujemnych i wszelkich n calkowitych nieujemnych. Istotnie,
dla n = O prawdziwosc zwiazku (6) wynika z (5). Zakladajac, ze zachodzi dla
pewnego calkowitego n = k ;:::O i dla wszelkich x ;:::O, mamy dla n = k + l
i dowolnego x;::: O:

f«k+ l)x) = f(x+kx) = f(x)+f(kx) = f(x)+kf(x) = (k+ l)f(x),

gdzie po drodze wykorzystalismy wlasnosc (4) dlay = kx. Tak wiec zwiazek (6)
zostal udowodniony.

Pokazemy z kolei, ze zwiazek (6) pozostaje równiez sluszny dlan wymiernych
nieujemnych. Wezmy dowolne liczby calkowitep;::: O, q > O oraz dowolna liczbe
rzeczywista x;::: O. Mamy na podstawie (6):

pf(x) =f(px) =f(q ~ x) = q[( ~x), skad f( ~ x) = ~ [(x).

Innymi slowy, funkcjafspelnia zwiazek

(7) f(rx) = rf(x)

dla wszelkich nieujemnych x rzeczywistych i r· wymiernych.

Kladac w (7) w szczególnosci x = l i oznaczajac fel) = c, otrzymujemy

(8) f(r) = er

dla wszelkich nieujemnych rwymiernych.

Udowodnimy teraz, ze zwiazek (8) zachodzi nie tylko dlar wymiernych, ale dla
dowolnych r rzeczywistych nieujemnych. W tym celu utwórzmy nowa funkcje

(9) g(x) = f(x)-cx,

gdzie, jak wyzej, c = f(l).
Uwzgledniajac fakt, ze funkcjaf spelnia równanie (4) w szczególnosci dlay = l,
otrzymamy

g(x+ 1) =: f(x+ l)-c(x+ l) = J(x)+j(I)-·ex-c :,..: f(x)-cx = g(x) gdyz f(1) = c.

Oznacza to, ze funkcjag jest okresowa, o okresie l:g(x + l) = g (x) .
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- Poniewaz wartosci funkcjif sa nieujemne, a wartosc wyrazeniaex dla x E (O, l)
nie przekracza c, wiec z (9) widzimy, ze funkcjag spelnia warunek

Z okresowosci zas wynika, ze nierównosc (10) jest sluszna dla wszystkichx ~ O.
Wezmy teraz dowolne x E (O, l). Na podstawie wzoru (9) oraz równania
(4), gdzie przyjmiemy y = l - x, mamy

g(x)+g(l-x) = f(x)-cx+f(l-x)-c(l-x) = f(l)-c = O, tj.

(II) g(x)+g(l-x) = O.

Chcemy pokazac, ze funkcjag jest identycznie równa zeru. Gdyby w jakims punkcie
x E (O, l) wartosc funkcji g byla rózna od zera, to jak wynika ze zwiazku (II)
dokladnie jedna z wartoscig(x) i g(1-x) bylaby ujemna. Niech Xo bedzie takim
punktem przedzialu (O, l), zeg(xo) < O. Na podstawie (6) mamy dla dowolnychn
naturalnych

g(nxo) = J(rtxo)-cnxo = nJ(xo)-rtcxo = n[f(xo)-cxol = ng(xo).

Zatem dla dostatecznie duzegon naturalnego bedziemy mielig(rtxo) < - c, co jest
sprzeczne z (10). Funkcjag musi wiec byc tozsamosciowo równa zeru, w przedziale
(O, l), a wobec okresowosci musi byc ona tozsamosciowo równa zeru w calym
przedziale (O,+ (0). Oznacza to (por. (9)), ze

(12) f(x) = cx dla wszystkich x E(O, (0).

Tym samym wyznaczylismy funkcjef, a wiec rozwiazalismy równanie (4).

Mozemy obecnie rozwiazac równania (2) i (3). Ustalajac na chwile w (2) zmiennab
i piszac f(x) = P(x, b) widzimy, ze funkcja f spelnia równanie (4). Musi byc zatem
postaci (12), gdzie wspólczynnik c moze jednak zalezec od ustalonej chwilowo
wartosci zmiennej b:

Rozwiazanie zadania MIli.

Niech P i Q beda odpowiednio rzutami punktu

M na boki AC i Be.

Ax::\
M B

Mamy

AM MP. BM MQ
AjJ=Jjc I Aii="Ac'

skad
AM' .BC' o MP' . AB'
BM', AC' MQ" AB'.

Dodajac stronami te równosci otrzymujemy

AM', BC'+BM' 'AC' = (MP'+MQ')·AB'.

a poniewaz MP'+MQ' = PQ' = CM'. wiec

otrzymujemy stad zadana równosc.

(lO)

(13)

g(x)~-c dla xE(O,I).

P(a, b) = c(b)a.

Jezeli teraz podstawimy wzór (13) do równania (3) i przyjmiemy, zea = l, to
otrzymamy c(bl +b2) = c(bl)+c(b2), co oznacza, ze funkcja c równiez spelnia
równanie (4). (Nie jest istotne czy zmienne niezalezne oznaczymy przezx, y, czy
przez bl, b2). Musi byc zatem c(b) = cb, gdzie wspólczynnik c jest juz teraz staly.
Podstawiajac znaleziona postac funkcji c do wzoru (13) otrzymamy

(14) P(a,b) = cab.

Co robi we wzorze (14) wspólczynnik c? Jest on zwiazany z jednostka pomiaru
pola. Jesli umówimy sie, ze kwadrat o boku l ma pole jednostkowe, to wówczas
c = l. Jesli jednak np. boki prostokata mierzyc bedziemy w metrach, pole zas
w centymetrach kwadratowych, to c= 10 000. Tak wiec nasze rozumowanie dalo
nam na pole prostokata wzór (14), ogólniejszy, niz klasyczny wzórP = ab, bo
uwzgledniajacy jednostki pomiaru.

Zarazem otrzymalismy odpowiedz na pytania postawione na poczatku artykulu.
O ile przyjmiemy postulaty A, B, C, to wzór (14) jest jedynym mozliwym wzorem
na pole prostokata. Przyjecie tych postulatów, aczkolwiek dobrze umotywowane
intuicja geometryczna, zalezy jednak od naszej woli.

Wrócmy teraz znów do równania (4), ale zalózmy tym razem, ze funkcja niewiadoma
f jest typuf:( - 00, + (0) -+ (- 00, + (0). Mozemy wówczas polozyc w (4)y = -x
i biorac pod uwage zwiazek (5) otrzymamy

(15) f( -x) = -j(x),

co oznacza, zef jest funkcja nieparzysta. Poniewaz przy wyprowadzaniu zwiazku
(7) nie korzystalismy z nieujemnosci anix, anif, wiec zwiazek ten jest sluszny
i w obecnym przypadku, a z (15) wynika, ze (7) zachodzi dla wszystkichx
rzeczywistych i r wym~rnych. Dalszego rozumowania, prowadzacego do wzoru
(12), nie da sie jednak powtórzyc, gdyz korzystalo ono w bardzo istotny sposób
z zalozenia o nieujemnosci funkcjif Jezeli zalozymy dodatkowo, zef jest funkcja
ciagla lub monotoniczna, to ze wzoru (8) (waznego teraz dla dowolnych
wymiernych r) wyniknie wzór (l2) (wazny dla dowolnych rzeczywistych x). Jesli
jednak nie zalozymy o funkcji nic wiecej ponadto, ze spelnia ona równanie (4),
to czy moze miec ona inna postac niz (12)?
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Georg Hamel (1877-1954), dzialal w Berlinie.
Autor waznych prac z mechaniki teoretycznej
i hydrodynamiki. Wniósl równiez wklad
w teorie równan rózniczkowych zwyczajnych
i teorie funkcji.

Pytanie to nurtowalo matematyków przez wiele lat, a odpowiedz
okazala sie zupelnie nieoczekiwana: zalezy ona od tego, jaka matematyke
przyjmiemy. Gdyz matematyka jest systemem dedukcyjnym i zalezy od
przyjetego ukladu aksjomatów. Tak, jak mozemy miec rózne geometrie
(geometria euklidesowa i rózne geometrie nieeuklidesowe), tak tez mozemy miec
rózne matematyki. Jezeli do ukladu aksjomatów, na których oprzemy nasza
matematyke, wlaczymy tzw. pewnik wyboru, to - jak pokazal w 1905 roku
matematyk niemiecki G. Hamel- równanie (4) ma równiez rozwiazania nie
wyrazajace sie wzorem (12). Istnieja jednak matematyki, w których funkcje (12)
sa jedynymi rozwiazaniami równania (4).

Rozwiazania równania (4), rózne od funkcji (12), sa bardzo nieregularne i maja
bardzo osobliwe wlasnosci. Nie sa one ograniczone ani z góry, ani z dolu na zadnym
przedziale, ich wykresy sa geste na plaszczyznie i nie dadza sie one zapisac
efektywnym wzorem. W dalszym ciagu nie bedziemy sie nimi zajmowali.

Jak widzielismy, w klasie funkcji ciaglych jedynymi funkcjami, które maja wlasnosc
(4), sa funkcje liniowe jednorodne (12); sa one przez te wlasnosc (tzw. addytywnosc)
jednoznacznie scharakteryzowane. Kazda wlasnosc wyrazona przez równanie
funkcyjne charakteryzuje pewne funkcje (mianowicie - rozwiazania tego równania).

Np. funkcje logarytmiczne,

(16)

L(x) = logax, spelniaja wazna zaleznosc

L(xy) = L(x)+L(y).

Inaczej mówiac, zamieniaja one mnozenie na dodawanie, co ma ogromne znaczenie
praktyczne. Czy istnieja jeszcze inne funkcje o tej wlasnosci?

Zwiazek (16) mozna traktowac jako równanie funkcyjne na funkcjeL: (O, + co) -
- (-co, +co). Dokonajmy zmiany zmiennych kladacf(x) = L(eX). Wówczas

f(x+ y) = L(cHY) = L(exeY) = L(eX)+L(eY) = f(x)+f(y), tj. funkcja
f:( - co, + co) - (- co, + co) spelnia równanie Cauchy'ego (4). Jezeli funkcjaLjest
ciagla lub monotoniczna, to funkcjaf równiez jest ciagla lub monotoniczna i, jak
widzielismy, musi bycpostacif(x) = ex. Wracajac do starych zmiennych, otrzymamy
stad L(x) = logax, gdzie a = e1fc• Tak wiec funkcje logarytmiczne sa jedynymi
funkcjami o wlasnosci (16), jesli ograniczymy sie do klasy funkcji ciaglych lub
klasy funkcji monotonicznych. Jezeli jednak dopuscimy funkcje analogiczne do
hamelowskich rozwiazan równania Cauchy'ego, to w matematyce opartej na
pewniku wyboru istnieja jeszcze inne funkcje spelniajace zwiazek (16), ale ze
wzgledu na swoje osobliwe wlasnosci nie maja one znaczenia praktycznego.

Podobnie przedstawia sie sprawa z funkcja wykladnicza

A(x) = aX•

Wzór aX+Y = aXaY, któremu odpowiada równanie

(17) A(x+ y) = A(x)A(y),

okazuje sie charakterystyczna wlasnoscia tych funkcji. Wzór (17) uogólnia znana
wlasnosc poteg o wykladnikach naturalnych. Jesli chcemy zdefiniowac potege
dla dowolnych wykladników rzeczywistych tak, aby zachowana byla wlasnosc (17)
i aby wartosc potegi zmieniala sie monotonicznie ze zmiana wykladnika, mozemy
to zrobic w jeden tylko sposób. (Sprawdzenie tego pozostawiam Czytelnikowi).

Funkcje trygonometryczne

Sex) = sincx oraz C(x) = coscx

(gdzie c jest dowolnie ustalona stala) spelniaja zwiazki

Zadne z powyzszych równan nie charakteryzuje funkcjiSi C w klasie funkcji
ciaglych. Najblizsze tego jest równanie (21); poza funkcjami trygonometrycznymi
jedynymi funkcjami ciaglymi, które spelniaja to równanie, sa funkcje staleC(x) == c
i Sex) == ± Yc(l-c). Tak wiec równanie (21) charakteryzuje funkcjeSex) = sincx
i C(x) = coscx w klasie funkcji ciaglych i niestalych. (Zwrócmy tu uwage na
interesujacy fakt, zejedno równanie pozwala wyznaczycdwie funkcje niewiadome!)

Rozwiazanie zadania M 110. Zauwazmy. ze
dla kazdej liczby naturalnejk mamy

I I I
----=-----<----=
(2k+I» 4k'+4k+1 4k(k+l)

I I
~ 4k"- 4(k+1)

Wynika stad, ze
I I I I

)T"+S:'+". + (2n-I» + (2n+l» <;

I I l I I
< 4-8+8-12 + ... + 4(n-1) -
I I I I , I

-..n + 4,;' - -4-(n-+O = 4- --4(-n-+-'-) < •.

(18)

(19)

(20)

(21)

S(x+y) = S(x)C(y)+C(x)S(y),

C(x+y) = C(x)C(y)-S(x)S(y),

Sex-y) = S(x)C(y)-C(x)S(y),

C(x-y) = C(x)C(y)+S(x)S(y).
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Zadne z pozostalych równan - (18), (19), (20) nie ma tej wlasnosci. Np.
rozwiazaniem równania (20) jest tez para funkcji

l
S(x) = T [eX_e-X],

l
C(x) = T[ex+e-X],

(tzw. sinus hiperboliczny i cosinus hiperboliczny), jak równiez para funkcji liniowych

S(x) = qx, C(x) = l +px,

gdziep i q sa zupelnie dowolnymi stalymi.
Nawet dwa równania (18) i (19) razem nie charakteryzuja funkcji
trygonometrycznych: Ich rozwiazanie w klasie funkcji ciaglych ma postac

S(x) = eDxsincx, C(x) = eDXcoscx,

gdzie stalea i c moga byc dowolne. Funkcje trygonometryczne otrzymamy,
przyjmujac wartosc parametrua jako zero.
Oczywiscie istnieje duzo innych równan funkcyjnych, postacia i wlasnosciami
nieraz bardzo rózniacych sie od podanych tutaj przykladów. Niektóre typy równan
funkcyjnych, jak np. równania rózniczkowe czy calkowe, wyodrebnily sie dzis
w osobne dyscypliny matematyczne. Obecnie pod nazwa"równania funkcyjne"
rozumie sie takie równania funkcyjne, w których nie wystepuja pochodne ani
calki. Nawet po tym ograniczeniu, bogactwo i rozmaitosc róznych rodzajów
i typów równan funkcyjnych sa ogromne. Jesli dodamy ponadto, ze równania
funkcyjne pojawiaja sie w niemal wszystkich dziedzinach matematyki, stanie sie
jasne, ze stanowia one fascynujacy przedmiot badan naukowych. Wsród pionierów
tych badan znajduja sie równiez najwybitniejsi matematycy polscy, jak
Waclaw Sierpinski czy Stefan Banach. A dzisiaj w badaniach nad równaniami
funkcyjnymi matematycy polscy odgrywaja czolowa role na swiecie.

-- Zadania

n(x) =
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Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M 109. Na plaszczyznie dany jest zbiórn punktów (n ~ 2), przy czym odleglosc dowolnych
dwóch punktów tego zbioru jest nie wieksza od 1. Udowodnic, ze zbiór ten jest zawarty w pewnym
kwadracie o boku dlugosci 1.
Rozwiazanie na str. 10

M 110. Udowodnic, ze jezelin jest liczba naturalna, to

1 1 1 1

)2+"52+ ... + (2n+l)2< 4'
Rozwiazanie na str. 5

M 111. Udowodnic, ze jezeliMjest punktem wewnetrznym przeciwprostokatnejAB trójkata
prostokatnego ABC, to

AM2• BC2+BM2• AC2 = CM2• AB2•

Rozwiazanie na str. 4

Redaguje dr hab. Andrzej SZYMACHA
\

F37. Na plytke plaskorównolegla, której wspólczynnik zalamanian zmienia sie wedlug wzoru

~=~
x x1-- 1----
R 13 [cm]

pada w punkcieA(O, O), prostopadle do plytki, promien swiatla. Promien opuszcza plytke
w punkcie B(l, d) pod katem IX = 30° (patrz rysunek). Wyznaczyc grubosc plytkid oraz
odleglosc l punktu B od osiy. Po jakim torze porusza sie promien wewnatrz plytki?
Rozwiazanie na str. 11

(zadanie z VII Miedzynarodowej Olimpiady Fizycznej, autor dr hab. A. Szymacha)
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