
Poslugujac sie w szkole liczbami rzeczywistymi i wykonujac na p.ich dzialania mówimy zwykle,
ze pierwiastek kwadratowy z (-1) nie istnieje. Dokladniej nalezaloby powiedziec, ze .wsród liczb
rzeczywistych nie ma takiej liczby, której kwadrat równy jest-1.
Jedna z metod wprowadzenia liczb zespolonych polega na powiekszeniu zbioru liczb
rzeczywistych o pierwiastek z(-1), tj. o taka liczbe i, ze i2 = -1. Wówczas za liczby zespolone
uwazamy wszystkie dwumiany postacia+bi, gdzie a oraz b sa liczbami rzeczywistymi.
Praktyczna potrzeba takich liczb powstaje np. przy rozwiazywaniu-równania stopnia trzeciego
x3 +px + q = O, którego rozwiazanie x l dane wzorem

-.3/ l .•/ l l -.3/ l I l l'- Xl = JI -2 q+ V nP3+4q2 + JI -Tq- 11nP3+4,q2
l l

jest liczba rzeczywista równiez w tzw. przypadku nieprzywiedlnym, gdy -p3 + - q2 < O.27 4
Posluzymy sie inna metoda wprowadzenia liczb zespolonych, pochodzaca od Karola Fryderyka
Gaussa (przelom XVIII i XIX wieku). Liczbea+bi uwazamy tu za punkt(x, y) plaszczyzny,
którego wspólrzedne wynoszax = a, y = b. Mówiac jezykiem algebraicznym, liczba zespolona
nazywamy kazda pare uporzadkowana(x, y) liczb rzeczywistych x, y; przyjmujemy przy tym
nastepujace definicje równosci, sumy i iloczynu:

(Xt,YI) = (X2,Y2) = Xl = X2, YI =-Y2,

(xI,yd+(X2,Yz) = (Xl+X2,YI+Y2), (XI,YI)'(X2,Y2) = (XIX2-YIY2,X'Y2+X2Yl)'
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Mnozenie liczb zespolonych.
Uwaga: zakreskowane trójkaty sa podqhne (udowodnijcie!).

Dodawanie liczb zespolonych
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Róznice i iloraz dwu liczb zespolonych(Xl, YI), (X2, Yz)definiujemy odpowiednio jako

Liczby zespolone jako punkty na plaszczyznierozwiazania równan

Pieciokaty foremne: wypukly i wklesly
(g;'iazdzisty)

(X2,Y2)+(X,y) = (XI,YI), (X2'Y2)'(X,y) = (XI,YI),

przy czym w przypadku ilorazu zaktadamy, ze(X2, Y2) #- (O, O).

Przyporzadkowanie kazdej parze(x, O) liczby rzeczywistej x jest róznowartosciowe, co wiecej,

zdefiniowa!1e wyzeJ dzialania dla liczb postaci(x, O) daja analogiczne rezultaty do (zwyklych)
dzialan na liczbach rzeczywistych. Uzasadnia to nierozróznianie w dalszym ciagu liczb(x, O) i x.
Wprowadzajac zatem oznaczeniei = (O, l) (jednostka urojona) otrzymujemy(x, y) = x+iy.
Liczby rzeczywiste x, y nazywamy odpowiednio czescia rzeczywista (po laciniepars realis)

i urojona (po lac. pars imaginaria) liczby z = x+iy piszac x = rez, y = imz. Liczbe z = x-iy
nazywamy sprzezona z liczbaz = x+iy.

Liczbe r = Iz[ = VX2 + y2 nazywamy modulem (lub wartoscia bezwzgledl1a) liczbyz, kazda zas
liczbe {} = Argz taka, zex = rcos{}, y = rsin {}- argumentem (lub amplituda) liczbyz.
Dla z #- O w przedziale - n < {} .;;n istnieje dokladnie jeden argument; nazywamy go
argumentem glównym liczbyz i oznaczamy symbolem arg z.Piszacz = r(cos{}+isin{})
stwierdzamy, zez" = r"(cosn&+isinn&) oraz ze istnieje dokladnien róznych pierwiastków
n-go stopnia z liczbyz #- O:

N- N-( {}+ 2kn {}+ 2kn )(J!zh=J! r cos ---n-- +i sin --n--' k = O, ... ,n-I,

przy czym pierwiastkowanie zdefiniowano jako dzialanie "odwrotne" do potegowania:

[(Vz).]" = z.
Pierwiastki kazdego równania

z" = R(costp+isintp)

wyznaczaja wierzcholki n-kata foremnego o srodku w poczatku ukladu. Wielokaty te moga byc

wypukle lub wklesle (gwiazdziste). Odwrotnie, kazdemu takiemu wielokatowi mozna
przyporzadkowac pewne równanie tej postaci. Daje to metode rozwiazywania zadan dotyczacych
wielokatów foremnych.
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okrag o srodku - ~ przecina prawa2

.,. d' k . l .r.5 l
po os o cietych w pun Cle Xo = -2 V J - -i'
W konsekwencji odcinek [i; xol ma dlugosc

I. Y IO- 2) 5 • która - jak latwo sprawdzic2

-- jest równa dlugoSci boku wypuklego

pieciokata forcmnego z przykladu l.

xx

A,

(z+ ~r + (z+ ~ )-1 = Oczyli 4cos2 72°+2 cos 72°-1 = O.

Poniewaz cos 72°> 0, wiec pozostaje tylko jedna mozliwosc: cos 72°= -} ( -1 + Y5).
Przyklad 2. Wykazemy, ze jesliAIA2 ... A" jest wielokatem foremnym wpisanym w okrag
o promieniu r, zas P dowolnym punktem tej samej plaszczyzny odleglym od srodka O okregu
o p, przy czym -1: POAk = gh, k = 1, , n, to

PAi ·PAi· 'PA~ = p2"--2p"r"cos mpk+r2".

Jest to tzw. twierdzenie de Moivre'a (czy t. de Muawra) o kole. W przypadkach, gdyP lezy
na promieniu OA l, tzn. rpl = 0, lub P lezy na dwusiecznej kata-1: A"OA" tzn. rpl = :/tIn,

mówi sie o twierdzeniu Cotesa (czy t. Koutsa) o kole.
Obierzmy tak uklad wspólrzednych, by jego poczatek pokrywal sie z punktem O, punktP zas
lezal na pólosi rzeczywistej dodatniej (tj.z = rez > O). Liczby zespolone odpowiadajace punktom
A l, ... , A" sa pierwiastkami równaniaz" = r"(cos 1Irpk+ i sin 1l9''>: zatem
PAi'PAi' ... 'PA~ = !r"(cos1lrpk+isinnpk) _P"12 =p2" 2p"r"coslI'Pk+r2", c.b.d.u.

Przyklad 1. Wyrazimy za pomoca czterech dzialan i pierwiastkowania liczb wymiernych kosinus

kata, pod jakim widac bok wypuklego pieciokata foremnego wpisanego w okrag ze srodka tego
okregu.

. 2) l( 1)Szukany kosinus (OCZYWiSciekata-5-:/t czyli 72° wynosi: cos 72°= rez = -2 z+ -;- ,gdzie

.'1-' ( 1 1)
z = (y 1)1' Ale 0= zS_l = (z-l) (z4+z3+z2+z+l) = z2(z-1) Z2+ - +z+ - + 1 ,
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Wynik przykladu I pOI\\al<l n<l

skonstruowanie przy pomocy cyrklai linijki

pieciokata foremnego.

W tym celu wykreslamy okrag o promienil' 1

i dla ustalenia uwagi przyjmujemy, ze jego
srodek znajduje sie w punkcie O. Polowimy

(za pomoca cyrkla i linijki) odcinek [- l ;01

i z punktu - -~ zataczamy okrag2

przechodzacy przez punkt i. Z twierdzenia

Piteigorasa odcinek [ - ~; i] ma dlugosc

1. V 5, a wiec wykreslony2

Zauwazmy, ze rozumowanie nie zalezy od wyboru wielokata foremnego wyznaczonego przezn

pierwiastków równania z"= r": moze on byc zarówno wypukly jak i wklesly (gwiazdzisty).
Przyklad 3. NiechA, B, C, D, E, F, G, H, K oznaczaja dziewiec kolejnych wierzcholków
wypuklego 17-kata foremnego wpisanego w okrag o srodku O. Niech dalejP.Q,R,S beda
rzutami srodków cieciwBE, CK, DF, Cffna prO'ila OA. Udowodnimy, zejezeli naPQ i RS

jako na srednicach zakreslimy okregi, to wspólna cieciwa tych okregów przechodzi przez punkt O,
I

a jej dlugosc jest równa - () ".
2
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Punkt P z przykbdu .2 h..'i:y na dwusiecznej

kata ~A50A,

]>unkt P z przykladu 2 lezy na zewn~llr.l.

wielokata A lAL ... Ali

x'

'A,

Punkt P z przykladu l ki:)" na promieniu
OA,

y

Punkt P z pfl~ 1-.Lldu 2 lezy wewnatrz

wielokata AIA2'" An
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Dlugosc w~polll~j •..·l\:~l\\) Itkn,,'g\)\\

o srednicachPQ i RS jest równa + OA

Obierzmy tak uklad wspólrzednych, by jego poczatek pokrywal sie z punktem O, punktA zas
lezal na pólosi rzeczywistej dodatniej. Jesli wprowadzimy oznaczenier = DA, to mozemy
uwazac punkty A, ... , K za punkty plaszczyzny od powiadajace pierwiastkom równania podzialu
kola zl7 = r17• Pierwiastki te sa dane wzorem

( 2k71 2k71 )Zk=r cos~17~'+isin-]7-,' k=0, ... ,16.

Wspólrzedne srodków cieciwBE, CK, DF, CH wynosza:

1 I
.. (Zt + Z4)

dlaBE,.. - (Z2+ ZB)dlaCK,
2

2

1

1
.... (Z3+Z,)

dlaDF,. (Z6+Z7)dlaCH.
2

2

Mozemy teraz wyznaczyc punktyP, Q, R, S:

2k71
gdzie Uk = COS ---, k = 0, ... ,16, i podobnie

17

Jesli na odcinkachPQ i RS jako na srednicach zakreslimy okregi, to ich srodki beda odpowiednio
w punktach

] l
O2 = -' (R+S) =. r(u3+u,+U6+U7),

2 2

1
r2 = - ..r!u3+u,--u6-u7j.

2 '

(*) cos

W przyjetym ukladzie wspólrzednych równania tych okregów maja postac

(X-Ot)2+y2 = d, (X·-02)2+y2 = d.
Rozwazane okregi przecinaja sie w punktach

( - !:i'~~;2-~~;ti , ri-Oi) ,(d:~;:~~~)~l,r2-0~),

przy czym oczywiscied- O2= d ..-Oi.
Wykazemy najpierw, ze odcinek laczacy te punkty przechodzi przez punkt O. Obliczamy:

d + O~--r~ --Oi = ~ r2 [(U3 +U,)(U6 + U7)- (Ut + U4) (U2+ UB)].
4

Bezposrel;lnie sprawdzenie daje(U3+ u,) (U6+ U7) = (Ut + U4) (U2+ U8) z uwagi na definicje liczb
Uk, a wiec istotnie rozpatrywany odcinek przechodzi przez punkt O.

1
Wykazemy z kolei, ze dlugosc tego odcinka wynosi -~ ..OA, tj. ze

2 '

2 2. (1)2 . 2 2 (1)2rt-·Ol~' '4r, CZyJlf2-02= ·4r.

W tym celu sprawdzamy bezposrednio, ze

- 2.. r2 (Ut + U4)(U2 + U:) = d+ Oi = d-o~=
4

Zastosowanie definicji liczbUk, wzoru na sume kosinusów i wzorów redukcyjnych dla funkcji
kosinus prowadzi do tozsamosci '

1 371 571 671 771
- - (Ut +U4) (U2 +UB) = cos - cos -- cos -- cos .--

4 17 17 17 17'

1 n ~ ~ ~
- -- (U3+ u,) (U6+ U7) = cos ~'-- cos "'- cos -. cos--o

4 17 17 17 17

Tak wiec kwadrat dlugosci szukanego odcinka wynosi

371 571 671 771 n 271 471 871
f COS - ....- cos - ..cos -- cos, .~_..- .r cos -_.~ cos· ..... cos - cos -.

17 17 17 17 17 17 17 17

Pozostaje dowiesc, ze

-i;' cos}~ cos~j. cos-~j-cos~~ cos ~~ cos .~~- cos ..~~.= (~ r-

3
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Rozwiazanie zadania M 153. Niech

A. B, C, D b~da punktami nalezacymi
do róznych krawedzi kata, którego
wierzcholek oznaczymy przez S, prz)' czym
czworokat ABCD jest równoleglobokiem.
Poniewai: prosta AB jest równolegla do

prostej CD, v.ic;c kraw~dL k, wzdluL której
prLC'cinaja sie plaszczYLny SAB i SCD,

jest rÓwnolegla do obu tych prostych
(dl,czego?). Podobnie kraw~di /, wzdluz
której prLecinaja sie plaszcz.yzny SAD i SBC,
jest równolegla do kazdej z prostychA D i
Be. Szukana plaszczyzna jestwi~c
równoJegla do plasl.czyzny n, zaw'ierajacej

pro~te k i l. Oczywiscie kazda plaszczyzna
równolegla do ~I i przecinajaca kra wedzie
kata dajew przekroju równoleglobok.

"

Dla dowodu tozsamosci (*) zauwazmy, ze

Zl7+ 1 = (z+ 1) (ZZ+2ZCOS ~; + l) (ZZ+2ZCOS :; + l) ....

( 1~)( lb).... zZ+2zcos17+1 zZ+2zcoS17+1,

( 2n) ( '4n) ( 16%)]17+1 =2'2 I+COS17·2 l+cos17 · ...·2 l+cosu,

( 2%) ( 4%) ( 16%) ( 1 )8l+coS17 l+cos17·· .. · l+cos17 = :2 .
1 % 2n

Stosujac teraz tozsamosc 1+ cosIX = 2 cosz - IX otrzymujemy 28 cosz -- cosz -
2 17 17

8% (,1 )8 ....
.... cosz - = "-, skad wymka rownosc (").17 2

Jest ciekawe, ze siedemnastokat foremny daje sie konstruowac za pomoca cyrkla i linijki.
Najlatwiej wyprowadzic to ze stosunkowo latwego do sprawdzenia faktu, ze pierwiastki

1
równania zz+ - z = 1 moga byc zapisane w postaci

2

2% 2% 2% 62%
Zl = cos-+cos3z-+cos34-+cos3 -,

17 17 17 17

2% 2% 2% 2%
Zz = cos 3 - +cos 33 -- +cos 3! - +cos 37_

17 17 17 17'

co pozostawiamy Czytelnikowi jako cwiczenie.
Przyklad 3 zostal zaczerpniety z ksiazki E. W. HobsonaTrygonometrja plaska(tlum. z ang.),
Warszawa 1917, gdzie jest podany jako zadanie. Proponujemy rozwiazanie kilku innych zadan
z tej ciekawej ksiazki, które podajemy ponizej. Proponujemy tez lekture ksiazeczek:
A. W. Mostowskiego Rozwiazywanie równan algebraicznych,Warszawa 1967, oraz A. G. Szkolnika
Zadacza dielenia kruga,Moskwa 1948, wydanie drugie.

Zadanie l. W okrag o promieniu r wpisujemy wypukly n-kat foremny i z dowolnego punktu
okregu prowadzimy cieciwy do wierzcholków. Dlugosci tych cieciw oznaczamy przez Ci, ... , Cn,
przy czym zaczynamy od cieciwy poprowadzonej do najblizszego wierzcholka (ewentualnie
do jednego z dwu najblizszych wierzcholków), dalsze zas bierzemy w tym samym porzadku
co wierzcholki. Dowiesc, ze Suma C1CZ+CZC3+ C3C4+ ... +Cn-1Cn-Cn Ci jest niezalezna

, %
od polozenia punktu, z którego poprowadzilismy cieciwy i wynosi2rzn cos -.

n

Zadanie 2. Wykazac, ze jezeliAtA2 ... AZn+1jest wypuklym wielokatem foremnym wpisanym
w okrag, zasp oznacza dowolny punkt okregu polozony miedzyAZ'+1 i Al, to PAl +PA3+ ...
... +PAzn+l = PAz+PA4+ ... +PAzn.

Zadanie 3. NiechA1Az ... A2• bedzie wielokatem foremnYID. Udowodnic, ze iloczyn dlugosci
odcinkpw prostopadlych poprowadzonych ze srodka okregu opisanego do prostychA1Az, A1A3'

(1 )n-l _... , AlAn jest równy 2 r )in, gdzie r jest promieniem okregu opisanego.

Zadanie 4. Dowiesc, ze liczbam róznych (w sensie przystawania) wielokatów foremnych on

bokach, które mozna wpisac w dany okrag o promieniur, jest równa polowie ilosci liczb
naturalnych mniejszych odn i pierwszych wzgledem-n. Wykazac ponadto, ze iloczyn dlugosci

boków jest równy" / n2 rm albo rm w zaleznosci od tego, czyn jest czy tez nie jest potega liczbyJI n- m .
pierwszej.

Zadanie 5. Niechel, ..., e.beda odleglosciami wierzcholków wielokata foremnego od punktuP

tej samej plaszczyzny, r - pro.mieniem okregu opisanego na wielokacie,p = OP, gdzie O jest
srodkiem okregu, {}zas jest katem pomiedzyOP a promieniem poprowadzonym do któregokolwiek
wierzcholka wielokata. Udowodnic, ze wówczas

1 1 1 n(pznrzn)
- + - + + -- - ---------------
ef e~ ... e~ - (pZ_rZ) (pzn_2p'rn cosn{}+rzn)

Zadanie 6. Dowiesc, ze jezeli dwa wypukle wielokaty foremneAtAz ... AZn i B1Bz ... Bzn sa
wspólsrodkowe i jednokladne i jezeliP jest dowolnym punktem okregu wspólsrodkowego
z opisanymi wielokatami i zakreslonego promieniem równym sredniej geometrycznej promieni
okregów opisanych na wielokatach, to wówczas:

4

PAl' PA3· .... PAzn-l------------
PAz' PA4· .... PAzn

PBl . PB3' .... PBzn-t------ ...-
PB2' PB4• •..• PBzn


