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Drugie prawo mechaniki Newtona orzeka, ze dla dowolnego ciala C pochodna jego pedu,
traktowanego jako funkcja czasu, jest równa sumie sil dzialajacych na to cialo. Jezeli wiec
oznaczymy przezp(/) ped ciala C w chwili1 (wektory bedziemy zaznaczac tlustym drukiem),
a przezF sume dzialajacych na nie sil, to otrzymamy nastepujaca postac matematyczna drugiego
prawa Newtona .

(1) p(/) = F.

(2)

(3)

Kropka nad symbolem funkcji oznacza - zgodnie z przyjeta w mechanice umowa - pochodna
wzgledem czasu. Równanie (1) jest równaniem rózniczkowym w postaci wektorowej,
tj. równaniem, w którym niewiadoma jest funkcja wektorowa wystepujaca wraz ze swa
pochodna. Przechodzac do wspólrzednych wektorów mozna je zapisac w postaci ukladu trzech
równan rózniczkowych skalarnych. Z równan tych mozna, znajacF oraz wartosc poczatkowa
pedu np. w chwili O, tzn. znajacp(O), wyznaczyc funkcjep, a wiec ped ciala C.
Równaniu (1) nadamy jeszcze inna postac, ale w tym celu wypada sprecyzowac pewne, istotne
w dalszym ciagu, wiadomosci z mechaniki.
Jako model matematyczny ciala fizycznego przyjmiemy skonczony uklad punktów materialnych.
Jak mozna wyobrazic sobie "realizacje" takiego modelu? Otóz, dzielac cialo fizyczne C na
skonczona ilosc malych brylek, mozna nastepnie przyjac, ze kazda taka brylka zostaje zastapio
przez punkt materialny o masie odnosnej brylki, i w ten sposób powstaje skonczony uklad
punktów materialnych, który aproksymuje cialo C. Intuicyjnie jest dosc oczywiste, ze

aproksymacja ta j~st tym lepsza, im ilosc brylek czesciowych jest wieksza, a ich objetosci sa
mniejsze.

Wezml,.pod uwage cialoC,zlozone zN punktów materialnych o masachmI, o o., mN o Masa
ciala C równa sie oczywiscie

N

m = L mJ'j= t

Oznaczmy przez'J(t) wektor zaczepiony w poczatku ustalonego inercjalnego ukladu odniesienia,
którego koncem jest pozycjaj-tego punktu materialnego w chwilit. Wówczas wektor VJ(t) = ;J(t)

jest predkosciaj-tego punktu w chwilit. Pedemp (t) ciala C w chwili t jest suma pedów poszczególnych
punktów materialnych tzn.

N

p(t) = L mJ VJ(/).j=t

Jest widoczne, ze jesli cialo C potraktujemy jako zespól dwóch cial, np. ciala CI zlozonego
z punktów mi.' 0'0' m. i ciala Cz zlozonego z punktówm.+h ... , mN, to ped ciala C w dowolnej
chwili jest suma pedów cial skladowych CliCz. W dalszym ciagu kazde cialo zlozone z czesci
punktów ciala C bedziemy nazywali czescia ciala C.
Wsród sil dzialajacych na punkty ciala C, sily, które pochodza od wzajemnego oddzialywania

o miedzy punktami ciala C, nazywamy silami wewnetrznymi (ze wzgledU na cialoC). O tych
silach zakladamy, ze podlegaja trzeciemu prawu mechaniki Newtona (prawo akcjiireakcji),
skad wynika, ze suma sil wewnetrznych jest wektorem zerowym. Jesli wiec sily dzialajace na
punkty ciala C i nie bedace silami wewnetrznymi nazwiemy silami zewnetrznymi (wzgledem ciala

C), to suma wszystkich sil dzialajacych na cialo C jest równa sumie sil zewnetrznych.
W równaniu (1) wektor F jest zatem suma sil zewnetrznych.
Punkt materialny o masiem,danej wzorem (2), którego pozycja w chwilit jest koniec wektora

N

'(I) = m-l L mJ'J(t),
j=l

nazywamy srodkiem masy ciala C. Z definicji tej wynika, ze predkoscV(t) srodka masy w chwilit
jest dana wzorem

N N

V(t) = ;(1) = m-I L mJ;J(t) = m-l L mJ VJ(t).
j=l j=l

Stad i ze wzoru (3) dostajemy

(4) p(/) = mV(t).

Wzór (4) pozwala zapisac równanie (1) w postaci równowaznej

(5) mV(/) = F,

gdzie V(/) jest - jak pamietamy - predkoscia srodka masy ciala C w chwilit, a F jest suma sil

&
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Rozumujac podobnie, jak w przypadku M20S,

przekonamy si~, zep(x) + 1 musi byc
kwadratem pewnego trójmianu kwadratowego
o wspólczynnikach calkowitychq(x) =
= x'+mx+n, czyli p(x) = (q(x»2-1 =
= (q(x) + l) (q(x) - l), przy czym trójmiany
q,(x) = a(x)+ 1 i a,(x) = q(x)-I maja po
dwa rózne pierwiastki calkowite. Wynika
stad, ze ich wyrózniki <l,i <l, sa kwadratami
liczb calkowitych. Ale.0., = .0.,+ 8, jedyna
mozliwoscia jest wi~ .0., = l, .0., = 9.

P· . k' d -m-I . -m+ 1
,erwlast amlq, sa wte y --2-- J --2-- •

.. k' -m-3 . -m+3
plerwlast am.a, sa --2-- I --2-- •
Pierwiastki te sa calkowite, gdym jest
postaci2k + 1 i wtedy szukanym wielomianem
jestp(x) = (x+k-2)(x+k+I)(x+k-l)
(x + kl. Tak wj~cjedynymi wielomianami
spelniajacymi warunki zadania sa wielomiany,
których pierwiastkami sa cztery kolejne liczby
calkowite.

zewnetrznych dzialajacych na cialoC. V(t) jest oczywiscie przyspieszeniem srodka masy.
Równanie (5) rzadzi ruchem kazdego ciala, a wiec takze i ra~iety. Tymczasem - jak. zobaczymy -
równanie, które nazywamy równaniem ruchu rakiety, jest w sposób istotny rózne od równania (5).
Otóz celem niniejszego artykulu jest wyprowadzenie wspomnianego równania i wyjasnienie jego
pozornej rozbieznosci z równaniem (5).
W dalszym ciagu przez rakiete rozumiec bedziemy cialo, które stanowi rakieta wlasciwa wraz
z paliwem w chwili startu oraz wraz z ewentualnym statkiem kosmicznym zawierajacym
pasazerów i cale wyposazenie. Równanie, które wyprowadzimy, obowiazuje tak dlugo, jak
dzialaja silniki odrzutowe, przy czym - jak sie okaze - w tej sytuacji istotna role odgrywa fakt,
ze ilosc paliwa zuzywana w jednostce czasu oraz predkosc wylotu gazów z silnika odrzutowego
sa bardzo duze.
Wprowadzimy teraz pewne definicje i oznaczenia. Przez czesc uzytecznaC(t) rakiety w chwili t
rozumiec bedziemy czesc rakiety zlozona z tych punktów, które nie wchodza w sklad paliwa
zuzytego od chwili startu do chwilit. Podkreslic wypada z naciskiem, ze czesc uzyteczna rakiety
C(t) mozemy obserwowac w dowolnej chwili róznej od chwilit, przy czym jest to stale ten sam
podzbiór punktów rakiety. Przy ustalonymt, C(t) nie zalezy wiec od chwili obserwacji,
natomiast zmienia sie wraz ze zmianat.
Dla czesci uzytecznejC(t) oznaczmy predkosc jej srodka masy w chwilit przez v(t). Oznaczmy
dalej przezP(t, h),gdzie h > O, te czesc rakiety, która sklada sie z paliwa zuzytego od chwilit
do chwili t+h. Uwaga, która zrobilismy przed chwila w odniesieniu doC(t), przenosi sie na
P(t, h); mianowicie, zbiór punktów P(t, h)przy ustalonych wartosciacht i h nie zalezy od chwili
obserwacji i zmienia sie dopiero przy zmianiet lub h.
Przy powyzszych oznaczeniach jest widoczne, zeC(t) (czesc uzyteczna rakiety w chwilit) jest

zespolem dwóch cial, zlozonym zC(t+h) (czesc uzyteczna rakiety w chwilit+h) i z P(t, h)
(paliwo zuzyte od chwili t do chwili t+h). Jesli oznaczymy jeszcze przezm(t) mase C(t), to jest
oczywiste, ze masa czesciP(t, h)jest równa róznicy mas czesciC(t) i czesci C(t+h), tzn. masa
P(t, h)wynosi m(t)-m(t+h).
Oznaczmy wreszcie przezlI(t, h) predkosc w chwili t+h srodka masy czesciP(t, h) rakiety.
W dalszym ciagu zalozymy, ze funkcjev(t) i m(t) sa rózniczkowalne, oraz ze istnieje granica

(6) Iimu(t, h) = u(t).
h...•O

Skad ta rozbieznosc miedzy równaniem (5) i (8)7 Odpowiedz na to pytanie jest bardzo prosta.

gdzie F jest suma sil zewnetrznych wzgledemC(t).
Równanie (8) jest wlasnie równaniem, o którym mowa w tytule artykulu. Rózni sie ono formalnie
od równania (5) o skladnik

gdzie w(t) = u(t)-v(t) jest - zgodnie z okresleniemlI(t) - predkoscia w chwili t wylotu
gazów wzgledem srodka masy czesci uzytecznejC(t) rakiety.
Poniewaz równanie (l) obowiazuje w dowolnej chwilit dla dowolnego ciala, zatem stosujac je

w chwili t do ciala C(t) dostajemy na podstawie wzoru (7) okreslajacego pochodna w chwilit
pedu ciala C(t)

(8) m(t)iI(t)-w(t)m(t) = F(t),

-w(t)m(t).

m(t)v(t)-w(t)m(t),

(9)

Granice te nazywamy predkoscia w chwilit wylotu gazów z silnika odrzutowego. Powyzsze

zalozenia sa w przyjetym przez nas modelu rakiety (skonczony uklad punktów) spelnione z tym
lepszym przyblizeniem, im wiecej jest punktów wchodzacych w sklad rakiety i im mniejsze sa ich
masy.

Postaramy sie teraz obliczyc pochodna w chwilit pedu czesciC(t) rakiety. Utworzymy w tym
celu iloraz róznicowy pedu i przejdziemy do granicyO z przyrostem czasuh. Otóz ped czesci
C(t) w chwili t wynosi (zgodnie ze wzorem (4) i przy wprowadzonych przeL nas oznaczeniach)

m(t)v(t).

Ped tejze czesciC(t) w chwili t+h jest (zgodnie z poprzednio uczyniona uwaga) suma pedu
w chwili t+h czesci C(t+h) oraz pedu w chwili t+h czesciP(t, h), tzn. wynosi

m(t+ h)v(t+ h)+ (m(t )-m(t+h»)u(t, h,.

Wspomniany wyzej iloraz róznicowy mozna wiec zapisac w postaci

h-l [m(t+h)v(t+h)+ (m(t)-m(t+h»)u(t, h)-m(t)v(t)], lub po prostym przeksztalceniu

h-l [m(t+ h)v(t+ h)- m(t)v(t)] -h-l (m(t+ h)- m(t) )u(t, h).

Przy h •.•O dostajemy w granicy szukana pochodna w chwilit pedu czesci uzytecznejC(t) rakiety .
. d

Przy naszycp zalozeniach i oznaczeniu (6) granica ta równa siedr [m(t)v(t)]-m(t)u(t),
lub po przeksztalceniu

(7)

7
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Przyjmujac x = un, y = tm otrzymamy

(ponic",az Si01''''= O wtedy i tylko wtedy,

.dy IX jest liczba calkowita) równowazny
uklad

2u+3v = k

3u +v = l, gdzie k i I sa dowolnymi

liczbami calkowitymi. Wynika stad, ze liczby

31-k = 3(3u+tI)-(2u + 31') = 7uoraz.
3k - 21= 3(2u + 3v) - 2(3u +v) = 7v sa

calkowite, czyli u iv sa ulamkami
o mianowniku 7. Oznaczajac ich liczniki

odpowiednio przezm i II dochodzimy do

ukladu kongruencji
2m + JII = O (mod 7)

3m+1I = O (mod 1)

równowaznego ukladowi wyjsciowemu.
Ale 3(3m + II) = 9m + 311 '" 2m + 311 (mod 1),
czyli pie,w"", kongruencja wynika z drugiej.

Wystarczy WIec, aby3m+n '" O (mod 1',czyli

n •• 4,., (mod 1), i przyjmujac zam dowolna

liczbe calkowita z przcdLi~lu [O, 6] otrzymam)'

7 serii rozwiazan ~

v(t) = wlog[mom(t)-l)-gt.

gdzie e jest podstawa logarytmów naturalnych, skad (mnozac przezm(l) i potem Odejmujac

m(t»:

m(t)V(I)+ wm(l) = F(t).

v(t) = -wm(l)m(t)-'-g.(11)

(10)

mo-m(l) ~ m(t) (ev(l)fw-l).

Przyjmujac v(t) = 12 kmfs i w = 1 kmfs otrzymujemy stad

mo-m(t) ~ 160000 m(t).

Z ostatniej nierównosci wynika, ze jezelim(l) = 1 tona, to masa zuzytego paliwamo-m(l) musi
wynosic co najmniej 160 000 ton.
Wynik tego rachunku tak zostal skomentowany przez Stefana Banacha w jego podreczniku
"Mechanika", wydanym w roku 1938, a wiec 41 lat temu: "Zeby wiec odbyc podróz

miedzyplanetarna w'wozie, majacym wraz z podróznymi mase 1 tony, nalezaloby zabrac z soba
160 000 ton materialów pednych, co jest oczywiscie niemozliwe. Dowodzi to, ze przy dzisiejszym
stanie techniki podróz taka jest niewykonalna. Sprawa posunelaby sie naprzód, gdybysmy mogli
wydatnie zwiekszycw, tj. predkosc wyplywu gazów, która dzisiaj, praktycznie biorac, dochodzi
do 2 kmfsek".
Tyle cytatu z"Mechaniki" Banacha; natomiast zywiolowy rozwój techniki po II wojme sWiatowej
sprawil, ze w niespelna 30 lat po tej wypowiedzi Banacha rakiety kosmiczne zaczely penetrowac
uklad sloneczny, a czlowiek po raz pierwszy postawil stope na Ksiezycu. Ten fakt stal sie
mozliwy m.in. dzieki temu, ze znane bylo równanie, któremu poswiecony jest ten artykul.
Na zakonczenie nalezy podkreslic raz jeszcze, ze równanie (8) obowiazuje w czasie dzialania
silników odrzutowych, natomiast z chwila ich wylaczenia ruchem rakiety zaczyna rzadzic

równanie postaci (5), gdyz wtedy11'(1) i m(t) staja sie zerami. Jesli wiec z chwila wylaczenia
silników pojazd kosmiczny wejdzie np. na orbite okoloziemska, to ruch po orbicie przebiega
zgodnie z równaniem (5), w którymF oznacza teraz sile majaca - wedlug prawa powszechnej
grawitacji - wartoSC proporcjonalna do iloczynu masy pojazdu i masy Ziemi oraz odwrotnie

proporcjonalna do kwadratu odleglosci pojazdu od srodka Ziemi.

Z równania tego mozemy sie dowiedziec bp., jaka ilosc paliwa musI zostac zuzyta do danej
chwili t, by przy: 10 zadanej predkosci wylotu gazóww oraz 20 danej masiem(I), predkosc V(I)
byla równa drugiej predkosci kosmicznej, tj. równala sie 11,2 kmfs. Istotnie z ostatniego równania
(wobec w> O, -gt < O) dostajemy nierównosc

eV(I)fw ~ mom(t)-l,

Zastanówmy sie, co w tym przypadku sklada sie na wielkoscF(I), która jest miara rzutu sumy sil
zewnetrznych ze wzgledu na czesc uzytecznaC(t) rakiety. Otóz, sila odrzutu w chwili 1jest sila
wewnetrzna ze wzgledu naC(t); jesli wiec pominiemy opór powietrza, to naF sklada sie
wylacznie sila przyciagania ziemskiego, tzn.F = -m(l)g, gdzie g jest skalarnym przyspieszeniem
ziemskim. Ostatecznie równanie (10) przyjmuje postacm(t)V(I)+ wm(t) = -m(t)g,
lub po podzieleniu przezm(t)

Zakladajac, ze w chwili startut = O jest v(O) = O (predkosc poczatkowa równaO) oraz m(O) = mo
(masa rakiety lub inaczej masa czesci uzytecznej rakiety w chwili startu), i calkujac równanie (II)
w przedziale (O,t> dostajemy

W równaniu (5) wektor V(t) oznacza predkosc srodka masy stale tego samego ciala; natomiast
w równaniu (8) wektor v(t) oznacza pr~dkosc w chwilit srodka masy czesci uzytecznejC(t)
rakiety, a wiec wraz ze zmianat coraz to innego ciala (innej czesci rakiety).
W tym miejscu powstaje jednak nastepne pitanie. W naszym rozumowaniu nigdzie nie
korzystalismy z tego, ze chodzi o rakiete poruszana silnikami odrzutowymi; rakieta mógl byc
równie dobrze np. samochód poruszany zwyklym silnikiem tlokowym. Dlaczego wiec w przypadku
rakiety kosmicznej poslugujemy sie równaniem (8), a w przypadku samochodu uzywamy
równania (5)1 Odpowiedz na to pytanie jest równiez latwa. Oba czynnikilI'(t), tj. predkosc
wylotu gazów z silnika, orazm(t), tj. predkosc zuzycia paliwa, maja w sytuacji rakiety
kosmicznej bardzo duze wartosci bezwzgledne, wobec czego czlon (9) w równaniu (8) gra
istotna role; natomiast w przypadku samochodu wartosci bezwzgledne obu tych czynników sa
bardzo male i dlatego skladnik (9) mozna pominac i w ten sposób dostac równanie (5). Z uwagi
tej wynika nastepujacy wniosek: w przypadku samochodu równanie (8) stanowi lepsze przyblizenie
rzeczywistosci fizycznej, poniewaz jednak z punktu widzenia praktycznych zastosowan ta lepsza
aproksymacja nie ma istotnego znaczenia, dlatego poslugujemy sie prostszym równaniem (5).
Obecnie poswiecimy jeszcze troche uwagi szczególnej sytuacji, dla nas mieszkanców Ziemi bardzo

waznej, gdy chodzi o rakiete kosmiczna. wystrzelona z powierzchni Ziemi pionowo do góry.
Oznaczajac przezv(t), 11'(1) i F(t) miary rzutów wektorów V(I), 11'(1) i F(I) na os skierowana
pionowo do góry i zakladajac, zeIII'(t)1 = w = const, dostajemy z (8) równanie skalarne
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