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gwiazdy plaskie,

gwiazdy z dziura

Rys. 1 Przekrój przez wirujaca gwiazde

Prof dr Bohdan PACZYNSKI, czlonek-korespondent PAN
Slonce, najlepiej znana nam gwiazda, przypomina swym wygladem ogromna kule. Podobnie
wiekszosc gwiazd i planet jest kulista. Niektóre z nich sa jednak bardziej kuliste od innych.
Spójrzmy na przyklad na najwieksze planety Ukladu Slonecznego, na Jowisza i Saturna. Planety
te sa wyraznie splaszczone: Ich promienie biegunowe sa o blisko dziesiec procent mniejsze od
promieni równikowych. Dlaczego? Po prostu planety te szybko wiruja. Wyprowadzimy prosty
wzór na zaleznosc pomiedzy prejkoscia wirowania i splaszczeniem.
Dla uproszczenia przyjmiemy, ze masa planety czy gwiazdy jest silnie skupiona ku centrum. Jest

to b.lrdzo dobre przyblizenie dla obiektów gazowych. Przyspieszenie grawit~cyjne jest okreslone
wzorem

GM
gR=~'

gdzie R jest odlegloscia od srodka obiektu,M jego masa, zas G jest stala grawitacji, wynoszaca

6.67 x 10-8 w jednostkach CGS .Przyspieszenie g~awitacyjne skierowane jest ku srodkowi,
a wiec w kierunku -R.
Przyjmijmy teraz, ze nisz obiekt wiruje wokól osi "z" ze stala predkoscia katowaQ. Mówimy,
ze rotacja jest w takim wypadku sztywna. Predkosc rotacji okreslona bedzie wzoremv = Qr,
gdzie r jest odlegloscia od osi rotacji. Czas potrzebny dla wykonania pelnego obrotu jest taki
sam dla' wszystkich punktów obiektu i wynosi

2nr 2n
p,O!.cjl = -v- = Q'

Przyspieszenie odsrodkowe wynikajace z wirowania skierowane jest w kierunku+ r i wynosi

v2
gr = - = Q2r.

r

Natomiast calkowite przyspieszenie,g, jest suma wektorowa przyspieszenia grawitacyjnego
i odsrodkowego, czylig = gR+gr'

Jezeli gwiazda lub planeta znajduje sie w równowadze hydrostatycznej, to jej powierzchnia musi
byc prostopadla do wektora calkowitego przyspieszenia. Mozna udowodnic, ze bedzie to
powierzchnia ekwipotencjalna, to znaczy taka, na której wartosc potencjalu okreslonego wzorem

GM 1
v= __ +_Q2r2

R 2 •

jest stala. Przyklad takiej powierzchni przedstawiony jest na rysunku 1.
Oznaczmy promien,równikowy gwiazdy lub planety przezR" zas promien biegunowy przezRb'

Na równiku mamy R = R" r = R" z = O,

na biegunie zas spelnione sa równosci:R = Rb' r = O, z = Rb'
Poniewaz wartosc potencjalu na równiku i na biegunie musi byc taka sama, przeto mamy
zwiazek

_G_M_ +~ Q2R; '= _G_M_.
Rr 2 Rb

Wzór ten mozemy przeksztalcic do postaci, z której latwo obliczymy splaszczenie:

R,-Rb Q2R: 1 I gr I
(1) --- = --- = - -- na równiku.

- 2GM 2 gR

Jak widac, im szybsze wirowanie, czyli im wieksza predkosc katowa, tym silniejsze splaszczenie.
Jak silni~ mozna splaszczyc sztywno wirujacy obiekt? Oczywiscie zakladamy, ze obiekt znajduje
sie w równowadze hydrostatycznej. W szczególnosci dotyczy to równika, na którym
przyspieszenie odsrodkowe nie moze byc wieksze od 'przyspieszenia grawitacyjnego. A zatem
musi byc spelniona na równiku nierównoscJgrl .,; IgRI,

2 GM
czyli Q Rr .,; --2-'

Rr

Tak wiec splaszczenie musi sie zawierac w granicach

Rr-Rb 10.,;----.,;-.
Rb 2

Innymi slowy stosunek promienia biegunowego do równikovrego musi byc zawarty w granicach
2 Rb-.,;--.,;1.
3 Rr

Sprawdzmy teraz wzór (1) wykorzystujac go dla teoretycznej oceny splaszczenia wirujacych
planet. Saturn jest na pewno planeta zbudowana z gazu, gdyz jego srednia gestosc jest blisko
dziesieciokrotnie mniejsza niz gestosc Ziemi. Tak wiec jego masa jest zapewne silnie
skoncentrowana wokól srodka i wzór (1) powinien dac dobry wynik. Masa Saturna wynosi
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spelniona jest równosc

tymczasem obserwowane splaszczenie wynosi 0.098, a wiec jest tylko nieco wieksze.
Sprawdzmy teraz wzór (1) w przypadku Ziemi. Masa jej wynosi 5,98 x1027 g, promien
równikowy 6,38 x 10· cm, zas okres .obrotu wokól osi (liczony wzgledem gwiazd a nie wzgledem
Slonca) 23 h i 56', czyli okolo 8,62 x 104 s. Odpowiada temu predkosc katowa 7,29 x 10- s S-I.
Ze wzoru (l) wynika splaszczenie równe 0,0017, tymczasem obserwowane wynosi 0,0034,
jest wiec dwukrotnie wieksze. Rozbieznosc wywolana jest bardzo równomiernym rozkladem
masy w calej objetosci Ziemi. Ruch wirowy deformujac Ziem'ie równoczesnie zmienia jej
potencjal grawitacyjny. Tymczasem zmiany te zostaly zaniedbane przy wyprowadzeniu wzoru (I).
Tak wiec wzór (1) ma zastosowanie jedynie do planet i gwiazd gazowych.
Co by sie stalo, gdybysmy spróbowali rozkrecic gwiazde tak szybko, aby przyspieszenie
odsrodkowe na równiku bylo wieksze od przyspieszenia grawitacyjnego? Oczywiscie materia
zaczelaby wyplywac z gwiazdy i moglaby utworzyc wirujacy pierscien lub dysk. W ogólnosci
struktura takiego obiektu moze byc bardzo skomplikowana, wiec ograniczymy sie do
naj prostszej sytuacji. Przyjmiemy, ze gwiazda wiruje sztywno z taka predkoscia, ze na równiku
przyspieszenie odsrodkowe jest dokladnie równe grawitacyjnemu. Natomiast wokól gwiazdy,
w plaszczyznie równikowej wiruje cienki gazowy dysk. Aby dysk mógl pozostawac w równowadze
hydrostatycznej musi on wirowac z tak zwana predkoscia keplerowska. Jest to predkosc, przy
której przyspieszenie odsrodkowe i grawitacyjne sa równe. Zatem w kazdym punkcie dysku

GM 2
--2- = QKr,r

2

-. / GM(2) fi" = QKr = V-r-'

Przekrój poprzeczny sztywno wirujacej gwiazdy i cienkiego keplerowskiego dysku przedstawiony

j~st na rysunku 2. Na rysunku 3 przedstawiona jest predkosc katowa, zas na rysunku 4 predkosc
rotacjijako funkcja odleglosci od osi obrotu dla obiektu przedstawionego na rysunku 2.
Jezeli za splaszczenie gwiazdy z dyskiem uwazac stosunek promienia biegunowego gwiazdy do
zewnetrznego promienia dysku, to oczywiscie splaszczenie to moze byc dowolnie silne.
Powinnismy tylko pamietac, ze masa dysku musi byc zaniedbywalnie mala, tak aby potencjal
grawitacyjny wyrazal sie prostym wzorem:GM/R.
W ogólnosci moga istniec obiekty znacznie b.1fdziej skomplikowane. Na przyklad gwiazda
(lub planeta) moze wirowac niezbyt szybko, zas dysk nie musi swym brzegiem wewnetrznym
siegac az do równika gwiazdy (lub planety). Najlepiej znanym obiektem tego typu jest Saturn
wraz ze swymi pierscieniami widocznymi nawet przez niewielki amatorski teleskop. Tak zwane
pierscienie sa wlasciwie bardzo cienkim dyskiem zlozonym z drobnych kamieni lub brylek lodu.
Srednica dysku wynosi ponad cwierc miliona kilometrów, zas grubosc zapewne nie przekracza
kilkudziesieciu metrów. Dysk sklada sie z kilku czesci przedzielonych niewielkimi przerwami.
Najbardziej znana z nich to przerwa Cassiniego. Caly obiekt w przekroju przedstawiony jest
na rysunku 5. Rysunek 6 przedstawia zaleznosc predkosci katowej i predkosci rotacji od
odleglosci od osi obrotu dla Saturna i jego pierscieni.
Wiele gwiazd jest takze otoczonych dyskami. Dotyczy to zwlaszcza gwiazd podwójnych, w których

jeden skladnik ma blfdzo m:ile rozmiary, drugi jest bardzo duzy, zas masy obu skladników sa
mniej wiecej takie same. Mlteriajest wyrywana z gwiazdy olbrzyma przez sily przyplywowe
wywolane przez gwiazde-karla. Materia ta nie moze spasc wprost na karla, gdyz ma zbyt duzy
moment pedu. W rezultacie gaz wyrwany z olbrzyma tworzy dysk wirujacy wokól karla. Caly
obiekt przedstawiony jest w przekroju na rysunku 7. W wielu gwiazdach podwójnych dysk swieci
jasniej niz obie gwiazdy. Tak wiec sam dysk tez przypomina gwiazde, lecz w dobrym przyblizeniu

jest ona plaska. Wiekszosc zwyklych, kulistych gwiazd swieci dzieki reakcjom termojadrowym
zachodzacym w ich wnetrzu. Natomiast dysk gazowy swieci dzieki temu, ze rózne jego czesci
wiruja z rózna predkoscia i tra o siebie. Tarcie to prowadzi do wydzielania duzej ilosci ciepla,
którejest nastepnie wypromieniowane. Z drugiej strony tarcie prowadzi do transportu momentu
pedu z wewnetrznych, szybciej wirujacych czesci dysku, na zewnatrz. Dzieki temu materia
stopniowo traci moment pedu i porusza sie niezupelnie po orbicie kolowej, lecz raczej po bardzo

5,69 X 1029 g, promien równikowy 6,04 x106 cm, zas okres obrotu wokól osi 10 godzin i 14 minut,
czyli okolo 3,68 x 104 s. Okresowi temu odpowiada predkosc katowa 1,706 x 10-4 S-l. Podstawiajac
wszystkie wielkosci do wzoru (I) otrzymujemy przewidywane splaszczenie Saturna

R.-R. = 0,084,
R.

. w którym QK oznacza keplerowska predkosc katowa. Po lewej stronie równania uzylismy
malej Iit~ry r w mianowniku, poniewaz rozpatrujemy dysk wirujacy w plaszczyznie równikowej,
w której zachodzi r = R. Tak wiec keplerowska predkosc katowa dana jest wzorem

QK = -./ GM ,V r3

zas keplerowska predkosc rotacji obliczymy jako
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Rys. 4 Zaleznosc predkosci rotacji od
odleglosci od osi rotacji dla gwiazdy
z dyskiem. Zachodzi równoscfi = Qr.

Rys. 3 Zaleznosc predkosci katowej od
odleglosci od osi rotacji dla gwiazdy
z dyskiem

Rys. 7 Przekrój przez ciasny uklad
podwójny zlozony z gwiazdy karla
i gwiazdy olbrzyma. Struga gazu
wyrwana przez sily przyplywowe
plynie do dysku wirujacego wokól karla.

Rys. 2 Przekrój przez szybko wirujaca
gwiazde z dyskiem
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Rys. 6 Zaleznosc predkosci katowej
i predkosci rotacji od odleglosci od
osi rotacj i dla Saturna i jego pierscieni.
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Rozwiazanie zadania M 117. Przedstawmy

kazda z 1001 liczb " ••...• 11'00' w postaci
2-i ·1, gdzie l, jest liczba nieparzysta.

Poniewaz liczb nieparzystych mniejszych od

2000 jest tylko tysiac, wiec dla pewnej pary"I,
nJ bedziel, = lJ. skad wynika. zc wieksza

z liczb II" IIJ dzieli sie przez mniejsza.

Rozwiazanie zadania M1111. Wiemy

(algorytm Euklidesa), ZC· NWD(a. b) ~
- NWD(b, r), gdy a - bc+r. Wobec tcao

NWD(a •••• a,,) = NWD(l980a.+a._ ••a.) -
- NWD(a •• a._,) i dalej. indukcyjnie

NWD(a•••• a.) = NWD(a ••a,) = 1.co

bylo do okazania.

gestej spirali, powoli zblizajac sie do gwiazdy centralnej. Tymczasem moment pedu po
przekazaniu do najbardziej zewnetrznych czesci dysku jest stamtad odbierany przez sily
przyplywowe i przekazywany do ruchu orbitalnego dwu gwiazd. Tak wiec przeplywowi
materii z gwiazdy olbrzyma do karla nie towarzyszy prawie zaden przekaz momentu pedu.
natomiast w ostatecznYIJl bilansie energetycznym dysk promieniuje dzieki wydzielaniu duzej
ilosci energii grawitacyjnej materii, która stopniowo osiada na gwiezdzie-karle.
Ocenmy ilosc energii, która wydzieli sie w dysku. W tym celu obliczmy tak zwana energie
wiazania grawitacyjnego czastki o masiem, krazacej po keplerowskiej orbicie kolowej wokól
gwiazdy o masieM. Energia ta równa jest algebraicznej sumie grawitacyjnej energii potencjalnej
i energii kinetycznej, a wiec wyraza sie wzorem

GM l .
Ew = ---m+-mvi..

r - 2

lezeli wykorzystamy wzór (2) wiazacy prejkosc keplerowska z promieniem orbity kolowej.
to wzór na energie wiazania bedziemy m:>~1izapisac w prostszej postaci:

Ew = _ GM
~m.

Oczywiscie, interesuja nas jedynie orbity lezace w plaszczyznie równikowej, totez mamy równosc
r = R.Czastka, która stopniowo przeplywa od Zewnetrznego brzegu dysku o promieniuR. do
brzegu wewnetrznego o promieniuRw moze przekazac na rZecz promieniowania energie równa
róznicy energii wiazania na dwu brzegach. Zazwyczaj mamy spelniona silna nierównosc

Rw ~ R.,zatem róznice energii wiaza~ia mozemy obliczyc ze wzoru

GM GM GM
AEw=--m---m:::=:--m.

2Rw 2R. 2Rw

lasnosc dysku jest to ilosc energii wypromieniowana w jednostce czasuAt. Oznaczajac jasnosc
dysku przez Ld mamy zaleznosc

_ AEw_ GM AM
Ld---_----,

At 2Rw At

gdzie AM jest iloscia masy przeplywajacej przez dysk i osiadajacej na gwiezdzie w czasieAt.

Proces przeplywu materii przez dysk nazywamy akrecja.
Zc wzoru (3) wynika, ze jasnosc dysku jest wprost proporcjonalna do tempa akrecji.
AMIAt, i do energii wiazania jednostki masy na wewnetrznym brzegu dysku. Im wieksza masa
i im mniejszy promien gwiazdy centralnej, tym wieksza wydajnosc zamiany strumienia masy na
strumien promieniowania.
Czy istnieje minimalny rozmiar ciala o zadanej masieM? Ogólna teoria wzglednosci mówi,
ze tak. lest to tak zwany promien grawitacyjny ciala dany wzorem

R. = 2GM
c2> ,

gdzie c = 3 X lot o cm' s-t j~st predkoscia swiatla. Dla Slonca, którego masa jest równa
1,989 x1033 g, promien grawitacyjny wynosi niespelna trzy kilometry. dokladniej 2,95 x105 cm.
Obiekt o promieniu równym swemu promieniowi grawitacyjnemu nazywamy czarna dziura.
Dowolne czastki lub promieniowanie moga tylko wpadac do czarnej dziury lecz nie moga
wydostac sie z niej na zewnatrz. Tak wiec masa czarnej dziury moze rosnac w wyniku akrecji,
lecz nie moze malec. W poblizu czarnej dziury natezenie pola grawitacyjnego rosnie bardzo
szybko. P.-zestrzen ulega silnemu zakrzywieniu. Tory czastek mozna badac przy pomocy dosc

skomplikowanego aparatu matematycznego ogólnej teorii wzglednosci, lecz analiza ta nie nadaje
sie raczej do przedstawienia na lamach Delty. Na szczescie okazuje sie. ze calkiem niezle
przyblizenie daje bardzo uproszczony model pola grawitacyjnego czarnej dziury, polegajacy na
tym, ze zapiszemy potencjal grawitacyjny w postaci

v= GM
R-R. •

a przyspieszenie grawitacyjne bedzie dane przez gradient potencjalu, a wiec w postaci

dV GM

gR = dR = - (R-R.)' .

W ramach tego przyblizenia bedziemy analizowac ruch czastki po orbicie kolowej, zupelnie
ignorujac efekty zarówno szczególnej jak i ogólnej teorii wzglednosci. Mimo to tak przyblizony
opis jest zaskakujaco dobry nie tylko jakosciowo, lecz nawet ilosciowo. Po prostu w poblizu
tak zwanej czarnej dziury Schwarzscbilda dominujacy wplyw na ruch czastek ma silnie rosnacy
potencjal grawitacyjny, zas inne efekty sa mniej wazne, przynajmniej ilosciowo.
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Predkosc katowa czastki poruszajacej sie po kole w plaszczyznie równikowej obliczymy
przyrównujac przyspieszenie odsrodkowe i przyspieszenie 'grawitacyjne :

, GM . V GMDKr = ----, otrzymamy WIecDK = ---o
(r- R.)2 r(r- R.)

Predkosc rotacji otrzymamy natychmiast jako

=v~7L~R.)·

(4)
VK = DK r = .•/ GM (_r ) .V r r-R.

Oczywiscie powinnismy pamietac, ze dla orbit w plaszczyznie równikowej zachodzi równosc
r =R.
Obliczymy teraz energie wiazania czastki o masiem poruszajacej sie po keplerowskiej orbicie
kolowej wokól czarnej dziury. Podobnie jak w poprzednim przypadku energia wiazania bedzie
suma energii potencjalnej i kinetycznej,

GM l,
Ew = ----m+-mvK.r-R. 2

(5)

Wykorzystujac wzór (4) mozemy zapisac energie wiazania w postaci

Ew= _ .GM m( r-2R.).r-R.

Rys. 9 Przekrój przez czarna dziure
z cienkim dyskiem. Wewnetrzny brzeg
dysku ma promien trzykrotnie wiekszy

od pro~ienia czarnej dziury, ~ •.

Rys. 10 Przekrój przez czarna dziure
z grubym dyskiem. Dysk jest rozdety
przez cisnienie promieniowania
wynikajace z duzego tempa akrecji.
Promien wewnetrznego brzegu dysku

zawarty jest pomiedzy2R. i 3R..

/ ~M 2x 1033
~t = MSlonca -- = ---- s :;::1012 lat.

~t 7 x 1013

Jezeli tempo akrecji masy,~M/M, jest niezbyt duze, to dysk jest zupelnie cienki, jak to
schematycznie ukazuje rysunek 9. Obiekt taki wyglada jakplaska gwiazda z dziura w srodku.

Jezeli jednak tempo akrecjijest bardzo duze, to dysk swieci tak jasno, ze cisnienie
promieniowania wzdyma go. Dysk stlje sie gruby, nie jest juz wcale plaski, lecz oczywiscie ma
w samym srodku czarna dziure, jak to widac na rysunku 10. Wzdluz osi rotacji, po obu
stronach dziury, tworza sie lejki przypominajace wiry w wannie, z której szybko splywa woda.
Przyczyna powstania wirów jest w obu wypadkach podobna; w obu wypadkach ciecz czy gaz
wlewa sie do dziury. Mozna wykazac, ze z grubego dysku promieniowanie ucieka glównie przez
powierzchnie obu lejków, które swieca jak dwa reflektory.
Skoro dyski akrecyjne wokól czarnych dziur moga wykorzystywac dowolne gazowe "paliwo"
z niezwykle duza wydajnoscia, to nic dziwnego, ze astronomowie podejrzewaja istnienie tych
egzotycznych óbiektów wszedzie, gdzie cos swieci bardzo jasno.
Najjasniejszymi znanymi nam obiektami we Wszechswiecie sa kwazary, jadra dalekich galaktyk.
Obserwacje mówia, ze kwazary sa stokrotnie jasniejsze od najjasniejszych galaktyk,1013 razy
jasniejsze od Slonca. Tymczasem ich rozmiary sa niewiele wieksze od nasZego Ukladu
Slonecznego, zas' masy sa prawdopodobnie miliard raiy wieksze od slonecznej. Oczywiscie

astronomowie przypuszczaja, ze kwazary sa to jasne dyski wirujace wokól czarnych dziur
o ogromnej masie. Jezeli przypuszczenie to zostanie udowodnione, to kwazary bedzie mozna
nazywac gwiazdami z dziura .

Dla b:lrdzo duzych w.lrtosci promieniar wzór na energie wiazania jest w przyblizeniu taki jak
poprzednio, to znaczyEw= -0,5 GMm/r. Natomiast dla nieduzych wartoscir energia wiazania

moze nawet stac sie dodatnia! Widac to dobrze na wykresie przedstawionym na rysunku 8. Jak
widac najmniejsza wartosc energii wiazania osiagana jest dlar = 3R., i wynosi ona -mc2fI6 .
Mozna wykazac, ze orbity czastek o promieniu mniejszym od3R. sa niestabilne, to znaczy
czastki takie bardzo szybko wpadaja do czarnej dziury. Natomiast orbity o promieniu wiekszym
od 3R. sa stabilne. Oznacza to, ze dysk gazowy moze wirowac wokól czarnej dziury w obszarze
stabilnych orbit, zas jego brzeg wewnetrzny jest kolem o promieniu równym3R•. W wyniku
tarcia w dysku nastepowac bedzie akrecja materii. Gaz bedzie wirowac wokól czarnej dziury
i powoli zblizac sie do wewnetrznego brzegu dysku. Nastepnie bedzie swobodnie "wlewac sie"
do czarnej dziury. Dysk taki moze swiecic niezwykle jasno. Ze wzorów (3) i (5) wynika, ze

c' ~M
jasnosc bedzie dana wzorem Ld = - ---o

16 M
Oznacza to, ze podczas akrecji gaz wyswieci cala swa energie wiazania odpowiadajaca orbicie
o promieniu 3R •. W przeliczeniu na jednostke masy gazu energii tej jest dziesieciokrotnie wiecej
niz mogloby sie wydzielic w mjwydajniejszych reakcjach termojadrowych! Co wiecej, "paliwem"
moze byc zupelnie dowolny gaz. Aby zdac sobie sprawe z energetycznej wydajnosci dysku
lJ.krecyjnego wokól czarnej dziury dokonajmy prostego obliczenia. Aby dysk swiecil tak jasno
jak Slonce, to znaczy aby wypromieniowywal 4 x1033 erg' s-I, musi przez dysk przeplywac
strumien materii o masie

~M 16 4x 1033 X 16
~ = LSlo6ca- = o:;:: 7x 10'3g' S-l.ut c2 9 x lO'

Masa Slonca wynosi okolo 2 x1033 g. Masy tej starczyloby na zapewnienie slonecznej jasnosci
dysku przez czas równy

... ,

R, .l!!i"

•••3"

"l

ot rotacji

'-t's. '1 _jd'"t'"'''' dx;uro

~

os rotacji

Rys. 8 Energia wiazania na jednostke
masy czastki,Ew/m. Linia ciagla
podaje energie wiazania dla czastki
krazacej po kole w potencjale
GM/(r-R.). Linia przerywana
odpowiada potencjalowi GM/r.
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