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Najpowszechniej znanym faktem matematycznym jest prawdopodobnie twierdzenie Pitagorasa
o trójkacie prostokatnym. Z twierdzeniem tym zwiazane jest stare zagadnienie poszukiwania
trójkatów prostokatnych, których boki maja dlugosci bedace liczbami naturalnymi, a wieC
poszukiwanie rozwiazan równania

(1) X2+y2 = Z2

w liczbach naturalnych X, Y, Z. Jak glosi legenda, jedno z takich rozwiazan, mianowicie
32+42 = 52, sluzylo starozytnym Egipcjanom do praktycznego wyznaczania kata prostego
(uzywano do tego sznura z 13 wezlami w równych odleglosciach i ... trzech niewolników).
Latwo sprawdzic, ze dla dowolnych liczb naturalnychm, n takich, zem > n, liczby naturalne
x = m2 -n2, y = 2mn, z = m2 + n2 spelniaja równanie (1) (wiec na przyklad, dlam = 2,
n = l otrzymujemy x = 3, y = 4, z = 5). Mamy wiec prosty sposób konstrukcji trójkatów
pitagorejskich.

Równanie pitagorejskie (1) mozna takze interpretowac arytmetycznie: czy istnieja kwadraty liczb
naturalnych, które mozna przedstawic w postaci sumy kwadratów dwóch liczb naturalnych?
Przy takim sformulowaniu nasuwaja sie jedn'ak od razu inne, podobne pytania. A wiec, na
przyklad, podwojony kwadrat jest oczywiscie suma dwóch kwadratów2Z2 = Z2+Z2, ale czy
prócz tego trywialnego rozkladu istnieja jeszcze inne, postaci

(2) X2+ y2 = 2Z2, X =I Y?

Tutaj takze istnieje sposób skonstruowania calej serii rozwiazan. Jesli mamy jedno rozwiazanie
x2 + y2 = 2Z2 oraz jakiekolwiek rozwiazanie równania pitagorejskiegoa2 + b2 = c2, to
(ax-by)2 + (ay+ bX)2 = (a2 + b2)(X2 + y2) = 2(CZ)2, a wiec dostajemy nowe rozwiazanie
równania (2); na przyklad, z trywialnego rozwiazaniax = y = z = l równania (2) oraz
"egipskiego" rozwiazania równania (1)a = 4, b = 3, c = 5 otrzymujemy P+72 = 2· 52.
Jako nastepny przyklad rozpatrzmy potrojony kwadrat liczby naturalnejZ i zapytajmy, czy
taka liczba moze byc suma dwóch kwadratów liczb naturalnych? Okazuje sie, ze nie!
Mianowicie równanie

(3) X2+y2 = 3Z2

I

nie ma rozwiazan w liczbach naturalnych. Przypuscmy bowiem, ze równanie (3) ma rozwiazania
w liczbach naturalnych i sposród wszystkich takich rozwiazanx, y,'z wybierzmy to, w którym
z jest naj mniejsze.
Wtedy liczby x, y nie moga byc obie parzyste, gdyz jeslix = 2u, y = 2v to
JZ2 = X2+y2 = 4(U2+V2), zatem takze zjest parzyste,z = 2w. Dzielac teraz równosc

X2+y2 = 3z2 stronami przez 4 otrzymujemyU2+V2 = 3w2 a wiec rozwiazanie równania (3),
przy czym w < z wbrew wyborowi rozwiazania x, y, z. A wiec przynajmniej jedna z liczbx, y

jest nieparzysta. Zauwazmy teraz, ze(2a+ 1)2 = 4(a2 +a)+ 1, to zas znaczy, ze kwadrat liczby
nieparzystej daje przy dzieleniu przez 4 reszte 1. Uzywajac kongruencji zapisujemy ten fakt
nastepujaco: (2a+ 1)2 == l (mo d 4). Podobnie (2a)2 == O(mod 4); kwadrat liczby parzystej dzieli
sie przez 4. Wracajac do naszego rozwiazania równania (3), mamyx2 + y2 == l (mod 4), jesli
jedna z liczbx, y jest parzysta, orazx2 + y2 == 2(mod 4), jesli obie liczbyx, y sa nieparzyste.
Z drugiej strony, z2 == O(mod 4) lubZ2 == i'(mod 4), a wiec3Z2 == O(mod 4) lub 3z2 == 3(mod 4).
Tak wiec równosc x2 + y2 = 3z2 jest wykluczona: reszty z dzielenia lewej i prawej strony przez
4 sa rózne! Udowodnilismy wiec, ze równanie (3) nie ma rozwiazan w liczbach naturalnych.
Ten negatywny rezultat nie powinien nas zniechecac do badania nastepnych równan tego typu;
ostatecznie fakt, ze równanie nie ma rozwiazan jest przeciez faktem interesujacym.
Równaniem X2 + Y2 = 4Z2 nie bedziemy sie zajmowac, gdyz wobec4Z2 = (2Z)2 równanie to

sprowadza sie wlasciwie do równania pitagorejskiego. Natomiast równanieX2+ y2 = 5Z2

znowu ma cala serie rozwiazan w liczbach naturalnych, mozna tutaj bowiem uzyc metody,
która wykorzystalismy do badania równania (2): jeslix2 + y2 = 5Z2 oraz a2 + b2 = c2, to
(ax-by)2+ (ay+bx)2 = 5(CZ)2. A wiec równosc P+22 = 5, P wraz z egipskim trójkatema = 4,
b = 3, c = 5 daje 22+1P = 5, 52.
Dwa nastepne równaniaX2 + y2 = 6Z2 oraz X2-+ y2 = 7Z2 znowu okazuja sie nie rozwiazalne
w liczbach naturalnych. Mozna to udowodnic podobnie jak w przypadku równania (3), z tym,
ze w przypadku równaniaX2 + y2 =;= 6Z2 nalezy wziac reszty z dzidenia przez 3 a nie przez 4.
Po rozpatrzeniu tych przykladów nasuwa sie nieodparcie pytanie: jak stwierdzic, czy dla danej
liczby naturalnej n równanie

(n) X2+y2 = nZ2

ma rozwiazanie w liczbach naturalnychX, Y, Z?
Najpierw zauwazmy, ze równanie(n) wystarczy rozpatrywac dla liczb naturalnychn
bezkwadratowych, to znaczy takich-liczbn, które nie sa podzielne przez kwadrat zadnej liczby
naturalnej k > l. Rzeczywiscie, niechn = mPo Jesli x, y, z jest rozwiazaniem równania(n),

to x, y, kz jest rozwiazaniem równania(m); na odwrót, jesli x, y, z spelniaja równanie (m), to
kx, ky, z spelniaja równanie (n).
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Pelna odpowiedz na nasze pytanie dotyczace rozwiazalnosci równania(n) w liczbach naturalnych
zawiera nastepujace twierdzenie, bedace pewnym szczególnym przypadkiem zasady lokalno-
-globalnej.

Twierdzenie. Niech n bedzie bezkwadratowa liczba naturalna. Na to, aby równanie (n) mialo
rozwiazanie w -liczbach naturalnych potrzebai wystarcza, by istnialy liczby naturalne x, y, z takie, ze

(W) NWD(x, n) = 1.

Rozwiazanie zadania M 219. Na krawedzi
OAo ostroslupa o' wierzcholkuO i podstawie
wypuklejAoA, ... A.H obierzmy punktB.
Szukanym wieloscianem jest wieloscian
o scianach AIBA1l+2t AlBO, OA1A2, ... ,

••• t OAnA"+ll OAn+lAn+2' OAn+2B i
AlA, ... A.H• a jego przekatnymi-
odcinki BA2, ••• , BAn+l_

o

Dowód. Przypuscmy najpierw, ze równanie(n) ma rozwiazanie w liczbach naturalnychX, Y, Z.
Niech d = NWD(X, Y, Z); zatem liczbyx = X/d, y = Y/d, z = Z/d sa wzglednie pierwsze,
oraz xZ+ y2 = nr. Tutaj juz NWD(x, n) = l. Rzeczywiscie, jesli liczba pierwszap dzieli x
i dzieli n, to p dzieli x2 -nzz = y2, a wiecp dzieli y. W takim raziep2 dzieli x2+y2 = nz2,

a poniewaz n jest liczba bezkwadratowa, wnioskujemy stad, zep dzieli z. A wiec wspólny
dzielnik pierwszy p liczb x, njest wspólnym dzielnikiem liczbx, y, z,wbrew temu, ze sa one
wzglednie pierwsze. A wiec NWD(x,n) = 1. Poniewaz liczbyx2+y2 i nz2 sa równe, wiec maja
równe reszty z dzielenia przezn. Zatem x2+y2 == nz2 (mo d n) oraz NWD(x, n) = 1. Warunek
konieczny rozwiazalnosci równania(n) zostal wiec udowodniony.

Dowód dostatecznosci warunku poprowadzimy niewprost. Przypuscmy, ze istnieja liczby
naturalne n spelniajace warunek (W) takie, ze równanie(n) nie ma rozwiazan w liczbach
naturalnych.

Wybierzmy najmniejsza liczbe naturalnan o tej wlasnosci i niechx, y, zbeda liczbami
spelniajacymi warunek (W). PoniewazX2+y2 jest równe nr, wiec dzieli sie przezn. Mamy
zatem x2+yZ = kn. Obieramy przy tym liczbyx, y tak, by k bylo mozliwie naj mniejsze.

1
Pokazemy najpierw, ze wtedyk ,,;;;- n. Rzeczywiscie, mozna od razu zakladac, zeO < x < n,

2 .

O < Y < n, gdyz wraz z liczbamix, y warunek (W) spelniaja reszty z dzieleniax, y przez n.
1

Gdy - n < x < n, to zastepujemy x przez n-x; mamy wtedy NWD(n-x, n)=
2 .

= NWD(x,n) = 1 oraz (n_x)2+y2 = x2+y2+n2-2nx = kn+n2-2nx = (k+n-2x)n,
1

a wiec n-x, y takze spelniaja (W) z tym, ze terazO < n-x < - n. Podobnie mozna postapic
2 '

1 1 1
w przypadku, gdyby - n < y < n. A wiec mozna zakladac, zeO < x ,,;;;- n, O < Y ,,;;;-- n,

2 . 2 2
1 1 1 1

zatem kn = x2+y2 ,,;;;- n2+ - n2 = - n2, skad k ,,;;;- n. Pokazemy teraz4 4 2 2

jeszcze, zeNWD(x, k) = 1. Rzeczywiscie, gdy pewna liczba pierwszap dzielila x i k, ta
z równosci x2+y2 = kn wynikaloby, zep dzieli y, skad z kolei wynika, zep2 dzieli x2 +y2 = kn.
Ale p nie dzieli n, gdyz p dzieli x i NWD(x, n) = 1; zatemp2 dzieli k i w rezultacie

(X{p)2+ (y/p)2 = (k/p2)n oraz k/p2 < k, wbrew wyborowi liczby k. A wiec liczby x, k nie maja
wspólnego dzielnika > 1. Teraz mozemy stwierdzic, ze liczbak spelnia warunek (W) - po
zastapieniu w nimn przez k. Istotnie, x2+y2 = kn == O == k· 12 (mod k) oraz NWD(x, k) = 1.
Ponadto wiemy, zek < n. Zatem zgodnie z wyborem liczby njako najmniejszej liczby

naturalnej, dla której spelnienie warunku (W) nie pociaga rozwiazalnosci równania(n), mozemy
stwierdzic, ze równanie(k) jest rozwiazalne w liczbach naturalnych! Zatem istnieja liczby
naturalne a, b, c takie, zea2+b2 = kc2. Mamy wiec (ax-by)2+(ay+bx)2 = (a2+b2)(x2+y2) =
= kc2. kn = n(kc)2, to znaczy, liczbyX =Iax-byl, Y = ay+bx, Z = kc sa rozwiazaniem
równania (n). Jest to rozwiazanie równania(n) w Iic.zbach naturalnych: nie ma bowiem

watpliwosci, zeY i Z sa liczbami naturalnymi, zasX =ft O, gdyz w przeciwnym raziey2 = nZ2,
wbrew temu, zen jest· liczba bezkwadratowa. A wiec nasze przypuszczenie, ze istnieja takie
liczby bezkwadratowe n, które spelniaja (W), ale dla których równanie(n) jest nierozwiazalne
w liczbach naturalnych, prowadzi do sprzecznosci. Twierdzenie jest zatem w zupelnosci
udowodnione .

Praktyczne stosowanie naszego twierdzenia moze byc uciazliwe dla duzychn, dlatego warto
zwrócic uwage na nastepujace uproszczenia. Liczbe bezkwadratowan zapiszemy jako iloczyn
(róznych!) liczb pierwszych: n =Pl ..... p,. Okazuje sie, ze równanie(n) ma rozwiazanie
w liczbach naturalnych wtedy i tylko wtedy, gdy kazde z równan(PI), i = 1, ... ,s, ma

rozwiazanie w liczbach naturalnych. Jesli bowiem równanie(n) jest rozwiazalne, to spelniony
jest warunek (W); biorac reszty z dzielenia liczbx, Y przez PI otrzymamy liczby x" YI takie,
ze xf +yf == O (mo dPI) oraz NWD(XI, PI) = l. Zatem z naszego twierdzenia wynika, ze
równanie (Pi) jest rozwiazalne w liczbach naturalnych. Na odwrót, jeslixf +yf =ptZr ,
i = 1, ... ,s, to wykorzystujac tozsamosc

(A2+B2)(X2+Y2) = (AX-BY)2+(AY+BX)2

stwierdzamy, ze istnieja liczby naturalnex, y takie, ze

X2+y2 = (xi+yi)· .... (x;+y;) = n(zl· .... Z,)2,
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Podobnie mozna bylo postapic i dla równania

(3): x' +y' = 3z'. Jezeli liczby wzglednie
pierwsze x. Y. z spelniaja to równanie, to
widzimy. ze prawa strona jest zawsze
podzielna przez 3. Przez rozwazenie róznych
reszt z dzielenia x i y przez 3 dochodzimy
do wniosku, ze x i y tez musza dzielic sie

przez 3. Wtedy x' +y' dzieli sie przez 9, wiec

z musi dzielic sie przez 3 - co sprzeczne jest
z na!:.zym zalozeniem, zex, y, z sa wzglednie
·pierwsze.

1i

o liczbach p-adycznych pisalismy w Delcie

9/1978,8/1979 i zamierzamy tez napisac
w nastepnym numerze.

to znaczy, równanie (n) ma rozwiazanie w liczbach naturalnych. A wiec nasze twierdzenie mozna
takze sformulowac nastepujaco: Jesli njest bezkwadratowa liczba naturalna, to równanie(n)
ma rozwiazanie w liczbach naturalnych wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby pierwszejp
dzielacej n kongruencja XZ+ yz = nZz (mod p) ma rozwiazanie w liczbach naturalnychx, y, z
takie, zep nie dzieli x ..
Na przyklad równanieXz+ yz = 303Zz niejest rozwiazalne w liczbach naturalnych, bo
303 = 3 . 101 i równanie XZ+ yz = 3Zz nie ma rozwiazan w liczbach naturalnych. Natomiast

równanie XZ+ yz = 221Zz ma rozwiazanie. w liczbach naturalnych, gdyz 221= 13 . 17 i równania
(13), (17) sa rozwiazalne w liczbach naturalnych.
Równanie (n)jest dosc szczególnym równaniem stopnia drugiego o trzech niewiadomych. Czy

nasze twierdzenie nie ma przypadkiem jakiegos odpowiednika dla równan ogólniejszej postaci
niz (n)? Na przyklad, wezmy równanie

(.) a,X~+ ... +a,X,z = O

gdzie a" ... , a, sa liczbami calkowitymi, r > 1. Jak rozpoznac, czy równanie (.) ma
rozwiazanie w liczbach naturalnych? Jeden warunek konieczny jest dosc oczywisty: jesli równanie
(*) ma rozwiazanie w liczbach naturalnych, to liczbya" ... , a, nie moga byc wszystkie dodatnie
(bo wtedy dla kazdych liczb naturalnychx" ... , x, mamy (hX~ + ... +a,x; > O) ani tez nie
moga byc wszystkie ujemne. Ale przyklad równania (3):X;+Xi-3Xl = O pokazuje, ze ten
oczywisty warunek konieczny rozwiazalnosci równania (*) nie jest warunkiem wystarczajacym.
Szukajmy wiec dalszych warunków koniecznych rozwiazalnosci równania (*) w liczbach
naturalnych.

Jesli równanie (*) ma rozwiazanie w liczbach naturalnych, to istnieje tEZrozwiazanie tego
równania w liczbach naturalnych wzglednie pierwszych, to znaczy takich, ze
NWD(x" ... , x,) = 1. Rzeczywiscie, jesli liczby naturalney" ... ,y, spelniaja równanie (*) oraz
d = NWD(y" ... ,y,), to liczby x, = y,ld, ... ,x, ='y,ld spelniaja nasze równanie i sa
wzglednie pierwsze. Wtedy tez dla dowolnej liczby naturalnejm mamy

a,x~+ ... +a,x; = O (mod m) i NWD(xt ~... ,x" m) = l.

Mamy wiec nastepne warunki konieczne rozwiazalnosci (*): Jesli równanie (.) ma rozwiazanie
w liczbach naturalnych, to dla kazdej liczby naturalnejm kongruencja a,X~ + ... +a,X; =
= O (mod m) ma rozwiazanie w liczbach naturalnychx" ... , x, takich, ze
NWD(x" ... , x" m) = 1.

Jakkolwiek trywialne wydawalyby sie zauwazone przez nas warunki konieczne rozwiazalnosci
równania (*), nie nalezy ich lekcewazyc i to przynajmniej z dwóch powodów. Po pierwsze
pozwalaja one czasem stwierdzic, ze równanie postaci (*) nie ma rozwiazania w liczbach
natUralnych. Na przyklad, równanieX~+X~+3X~ = O a takze równanieX~+X~-3X~ = O

nie maja rozwiazan w liczbach naturalnych i stwierdzamy to na podstawie naszych warunków
koniecznych rozwiazalnosci równania (*). Po drugie, mamy interesujaca wiadomosc dla
Czytelnika: nasze warunki konieczne rozwiazalnosci równania (*) sa równoczesnie warunkami
wystarczajacymi! Jest to wlasnie slynne stwierdzenie znane jakozasada lokalno- globalna
Minkowskiego - Hassego :

Równanie a,X~+ ... +a,X; = O, gdzie a" ... , a, sa liczbami calkowitymi, ma rozwiazanie
w liczbach naturalnych wtedyi tylko wtedy, gdy spelnione sa dwa nastepujace warunki:
(o) Liczby a" ... , a, nie sa wszystkie dodatnie ani nie sa wszystkie ujemne.

(h) Dla kazdej liczby naturalnej m kongruencja a,X~+... +a,X; = O (mod m) ma rozwiazanie
w liczbach naturalnych x" ... ,x, takich, ze NWD(x" ... , x;, m) = l.

Twierdzenie to jest dosc trudne do udowodnienia i nie zrobimy tu zadnego kroku w kierunku
jego dowodu. Zauwazymy tylko, ze dla równania(n) udowodnilismy zasade lokalno - globalna,
a nawet twierdzenie znacznie lepsze. Mianowicie, zgodnie z naszym twierdzeniem, dla

rozwiazalnosci równania(n) w liczbach naturalnych wystarcza istnienie odpowiedniego
rozwiazania jednej tylko kongruencjiXZ + yz - nZ2 = O (mod m), podczas gdy ogólna zasada
lokalno - globalna wymaga istnienia rozwiazan nieskonczenie wielu kongruencjiXZ + YZ_nZz =
= O (mod m); dla m = 1,2, 3, .... Przy tej okazji wychodzi na jaw pewna zasadnicza watpliwosc.
Czy zasade lokalno - globalna mozna naprawde wykorzystac dla stwierdzenia istnienia
rozwiazania równania (*) w liczbach naturalnych? Jak sprawdzic mianowicie', czy spelniony jest

warunek (h)? Jak sprawdzic rozwiazalnosc' nieskonczenie wielu kongruencji wystepujacych w tym
warunku?

Okazuje sie, ze jest to zawsze mozliwe i ze mozna to zrobic w skonczonej liczbie kroków. Wiec
przede wszystkim mozna dowiesc, ze warunek(h) jest spelniony wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdej liczby pierwszejp równanie (*) ma niezerowe rozwiazanie w cieleQp liczb p-adycznych.
Dalej dowodzi sie, ze dla kazdej liczby pierwszejp > 2, która nie dzieli zadnego ze
wspólczynników al, ... ,a" równanie (*) ma niezerowe rozwiazanie w cieleQp. Zatem
pozostaje do sprawdzenia rozwiazalnosc równania (*) w cialachQp dla skonczenie wielu liczb
pierwszych, mianowicie dlap = 2 oraz tych liczb pierwszych, które dziela przynajmniej jeden
ze wspólczynników a" ... ,a,. Istnieja zas sposoby pozwalajace dokonac takiego sprawdzenia
w skonczonej liczbie kroków.
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