
A.

Jak pies goni zajaca po Warszawie,
czyli jeszcze o punktach stalych
Okrag na plaszczyznie nie ma wlasnosci punktu stalego (dla odwzorowan ciaglych).

Antypodyzm, czyli przeksztalcenie okregu przyporzadkowujace kazdemu punkt~wi - punkt po
przeciwnej stronie srednicy, nie ma punktów stalych.

Rys. I. Okrag warszawski.

B

Spójrzmy teraz na figureif" zwana "okregiem warszawskim" (nazwa nie jest aluzja do ukladu
sieci komunikacyjnej stolicy, lecz przypomina czasy, w których Warszawa byla centrum swiatowej
topologii).

Ma okrag warszawski wlasnosc punktu stalego, czy nie? Wskazujac ciagle odwzorowanie'fil'

w siebie nie majace punktu stalego dajemy negatywna odpowiedz ~a postawione pytanie.

W przypadku zwyklego okregu negatywnej odpowiedzi dostarczyl antypodyzm, niestety tym
razem bezuzyteczny. Moze wiec nasze pytanie ma odpowiedz pozytywna? Wlasnie! Niechf
bedzie dowolnym ciaglym odwzorowaniem'fil' w siebie. Zabawmy sie w psa i zajaca. Psem niech
bedzie punkt x Eif", zajacem punktf(x) Eif". Pies startuje z punktuA (rysunek) i porusza sie

w kierunku pun~tów B, C i dalej serpenty"ami (sa one utworzone przez fragment wykresu funkcji

l ) .x -+ sin -;; w strone odcinkaAB. Zajac ucieka przed psem i znajduje sie wobec tego przed nim

(strzalki wskazuja kierunek). Przypuscmy, ze uda mu sie umknac, tzn. kazdy punktx znajduje
sie zaf(x). Kazdy punkt a EAB jest granica ciagu punktówal, az, ... z "serpentynowej" .
czesci zbioru if". Poniewaz jednak kazdy punktf(al) znajduje sie przed punktem al, wiec ciag'

f!al).!(aZ), ... jest zbiezny do punktu nalezacego do odcinkaAB, a wiec (ciagiosc!)f(a) EAB.

Widzimy, ze odwzorowanief przeksztalcac musi odcinekAB znów w ten sam odcinek. Musi
miec zatem punkt staly, bo odcinek domkniety ma wlasnosc punktu stalego (patrz artykul
L. GÓrniewicza). Proponujemy Czytelnikowi zbadanie, czy figura zlozona z kola i zageszczajacej
sie wokól niego spirali (rys. 2) ma wlasnosc punktu stalego, czy nie.

Rys. 2. Czy ta figura ma wlasnosc punktu stalego,
czy nie? Na rysunku 3 widzimy dwie dosc podobnie wygladajace figury, z których jedna ma wlasnosc

punktu stalego, a druga nie. Latwo to udowodnic, znów puszczajac po nich psa i zajaca.

Rys. 4. Puszka Kinoshity.

Rys. S. Przestrzeli sc:iua!na i przestrzeli

nicsc:i'lgalna.

IIIll
Rys. 3. Fi;ura Po lewej ma wlasnosc punktu stalego, figura pO prawej nie ma.

Nastepny rysunek 4 przedstawia jeszcze jedna figure, która "powinna miec" wlasnosc punktu
stalego, a nie ma. Figura ta, zwana, ,puszka Kinoshity", jest cylindrycznym pudelkiem z jednym
denkiem i wlozona do srodka spiralnie zwinieta (nieskonczona) tasma. Przestrzen ta "powinna
miec" wlasnosc punktu stalego, bo jest domknieta, ograniczona i "sciagalna": mozna ja lagodnie
sciagnac do punktu, nie zaklejajac przy tym zadnej dziury (najpierw sciagamy caly walec do
podstawy, potem podstawe do punktu). Przestrzenie sciagalne maja zas wiele wlasnosci takich
samych jak przestrzenie jednopunktowe. "Nie ma", bo wyobrazmy sobie nastepujace
przeksztalcenie: najpierw obracamy cala puszke o maly kat. Punkty stale moga byc tylko na
pionowej osi puszki. Wobec tego przesuwamy nieco odcinekOP do góry, umieszczajac go
czesciowo w spirali na wierzchu puszki. Wymaga to "wessania" chocby malego kólka denka
wokól punktu O w odcinek OP, ale to nic nie szkodzi.

Trzeba ponadto lekko naciagnac górna spirale (oraz jej najblizsze otoczenie) tak, aby blisko
punktu P nasze przeksztalcenie pokrywalo sie z wykonanym "przesunieciem" odcinkaOP,
a przy brzegu górnej podstawy - z wylwnanym na poczatku obrotem.

Przedstawione przyklady maja ilustrowac, ze pojecie "wlasnosci punktu stalego" jest nieco

nietypowe i tru~no znalezc ogólna i gleboka jego teorie. Chyba ze ... (p. artykul Krzysztofa
S. Nowinskiego).

(opr. red. na podstawie listu mgr.Slawomira KWASIKA.)

7


