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Gdzie zbudowac sklep. czyli o pewnym problemie Fermat::

Planowana jest budowa sklepu spozywczego S, który zaopatrywany bedzie przez
piekarnie P, mleczarnieM i browar B. Gdzie nalezy zbudowac sklep, by
samochody dostawcze zaopa.trujace go w pieczywo, mleko i piwo pokonywaly
w sumie najmniejsze odleglosci?

Pytanie to postawil francuski matematyk Fermat wloskiemu fizykowi
Torricellemu w nastepujacej wersji geometrycznej: majac dany trójkat znalezc
punkt, którego suma odleglosci od wierzcholków tego trójkata jest najmniejsza.
Torricelli rozwiazal to zadanie kilkoma sposobami. Najprostszy z nich opiera sie
na nastepujacymtwierdzeniu Vivianiego.

Suma trzech odleglosci dowolnego punktu plaszczyzny od boków danego trójkata
równobocznego nie zalezy od polozenia tego punktu.
Uwaga: odleglosc punktuO od boku trójkata uznajemy Za dodatnia, o ile punkt
i trójkat leza w tej samej pólplaszczyznie wyznaczonej przez prosta /
zawierajaca tel} bok, a ujemna w przeciwnym przypadku. Wartosc bezwzgledna
tej odleglosci przyjmujemy za równa odleglosci punktuO od prostej /.

Dowód:_

Niech LIXyZ bedzie równoboczny, g niech oznacza dlugosc jego boku,J - pole,
a x, y, zodpowiednio odleglosci danego punktuO od boków YZ, ZX, Xy.
Wówczas

Rozwiazanie zadania M 254. Podzial na 6
równych wycinków po 60° spelnia
oczywiscie warunki pierwszej cz~i zadania.
Rozwazmy teraz podzial na 7 CZeSCI.
Zachodzi wtedy jedna z dwóch mozliwosci:
albo jedna z czesci zawiera srodek kola
i punkt na jeio 'Jbwodziei wtedy jej srednica
jest wieksza lub równa l, albo jedna czesc
zewicra srodek, a 6 pozostalych pokrywa caly
obwód kola. W dLgim przypadku cO

:!:ej jedna z cze$cl -:-"u~izawlcrac dwa
nkty odleile co na'!!""}!ejo 116obwodu.

('zesc ta ma wtedy ~rednlce •• 1.

2J k' d 'dx+y+z = -, co onczy owo.g

Niech teraz LlPMB bedzie trójkatem wyznaczonym przez piekarnie, mleczarnie
i browar. Wybierzmy punktStak, by proste prostopadle do odcinkówSP, SM,
SB odpowiednio w punktachP, M; B wyznaczaly trójkat równobocznyXYZ.
Niech S' # Sbedzie jakimkolwiek innym punktem. Wówczas, jesliS'P', SM',
S'B' sa prostopadlymi opuszczonymi odpowiednio na boki trójkataXyZ, to
mamy S'P' ~ S'P, S'M' ~ S'M, S'B' ~ S'B, gdzie jedna przynajmniej
nierównosc musi byc ostra. ZatemS'P' +S'M' + S'B' < S'P +
+ S'M + S'B. Jednakze stosujac twierdzenie Vivianiego doLlXYZ otrzymujemy

x SP+ SM + SB ~ S'P' + S'M' +S'B', przy czym, poniewazSjest wewnatrz
trójkata XyZ, znak = zachodzi, gdyS'jest równiez wewnatrz tego trójkata,
a <, gdy jest on na zewnatrz. Ostatecznie mamy wiec
SP+ SM + SB < S'P+ S'M + S'B, co dowodzi, zeSjest poszukiwanym
punktem.

Z konstrukcji wynika, zeSjest punktem przeciecia luków kolowych o cieciwach
PM, MB, BP i kacie rozwarcia 120'. Taki punkt istnieje, o ile wszystkie katy
LlPMB sa mniejsze niz120°. O ile jeden z nich, np.1:: PBM ~ 120°, wówczas
poszukiwanym punktemS jest B.

Dowód:

Wystarczy wykazac, zePB+MB < PU+MU+BU dla dowolnegoU. Oznaczmy

y = 1:: PBM, q;= 1:: PBU, tp = 1:: MBU.

Niech F bedzie rzutem punktuU na prosta zawierajacal' B, a G- rzutem
punktu U na prosta zawierajacaBM. Wówczas, jeslix, y sa odpowiednio
odleglosciamiB od F i G, to

x = BU, cosq;, y = BU, costp

(przy czym, jesli którys z cosinusów jest ujemny, to odpow;ednia odleglosc
traktujemy jako liczbe ujemna).
Otrzymujel11YPB = PF+x, MB = MG+y, czyli PB+MB = PF+MG+x+y.
Z drugiej strony

(uwzgledniamy znaki l).

x+y = BU·cosq;+BU'costp = BU(cosq;+costp) =

= 2BU· cos-q;;tp . cos tp;q; .

1 1 1
Tgx+TgY+Tgz = J

(*)
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Jeden z powyzszych cosinusów ma wartosccos; (który z nich - to zalezy od

tego, czy U lezy wewnatrz, czy na zewnatrz ~MBP), ale poniewaz y ~ 120°,

wiec· cos ; :::::;~ . Zatem maksymalna wartosc wyrazenia (*) toBU.
Otrzymujemy

PB+MB:::::; PF+MG+BU.

Poniewaz jednak przyprostokatne PF i GM trójkatów prostokatnych iJPFU
i iJMGU sa krótsze niz ich przeciwprostokatne PU i MU, wiec ostatecznie
otrzymujemy: -

PB+MB < PU+MU+BU.

Oznacza to, ze w rozwazanym przypadku poszukiwany punkt S równy jestB,
czyli ze sklep nalezy wybudowac w obrebie browaru. Ma to te dodatkowa zalete,
ze zapewnia regul".rna dostawe swiezego piwa.
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" //' o'~, I . I~sródf wsz" tki~ ko~i n;bdrdziej )I\anym/~zorem jest gwiazdozbiórWielkiej\/ -/ (~rlim,iedzic o \\-\ z~iUl:ielu kulturac~iwiazdozbiór t,en byl zwiazany
/' /' ", I "-- -' .... / z nied*wiedzie , J;11il1}..o/lenie~6rym osobom tr~no dopayiyc sie podobienstwa tego

/ "O / ? - -ukla.dlll-~u-~zd do jakiegokolwi9' 'Zwierzecia., moze! z wyjatkiem kaczki. Niektóre

/ ", lo •. / cywili:zhcje umiescil~ w tym miejs~~/"'Óz, inne czerpak.A~b chochle ..
" / ..., ..... ,' Kiedy 'udzie uswiadll/mili sobi~z€gwiazdy tworzace"p1ekne wzory na niebie w rzeczywistosci

" / •..••...••..••..I nie mdia naj~zesciej 'Qic.;:lYSoba wsp~nego i t~rza jedynie przypadkowe (jak .

" / 1- - - -w- ka~doskOf)ie-}liKlaldy, trudno bylo \wie~, ze ta antyregula dotyczy takze tak
".<.., l charakferystycznych g~azdozbiorów, j~rion czy Wielka Niedzwiedzica. I o dziwo,

, '- / po doll:ladnym wyznacz~niu odl~los6 i tzw. ruchów wlasnych poszczególnych skladników,

'- - J_ ok~zalh sie, ze wie~s:o~gwiazd tworzacych te gwiazdozbiory jest ze soba w pewien sposób- - .zWla&a1:;\~ _ - - -
Juz w 1869 roku R. A. Proctor stwierdzil, ze 5 "srodkowych" gwiazd Wielkiej Niedzwiedzicy

porusza sie razem w jednym kierunku. Od tego czasu zidentyfikowano wiele kolejnych
skladników tej grupy. Jest to najblizsza znana nam gromada gwiazd, prawie dwa razy
blizsza niz Hiady w Byku (Patrz w niebo 12/1979). Obecnie znamy juz okolo dwudziestu
czlonków Ursa Maior. Naleza do niej równiez gwiazdy lezace poza macierzysta konstelacja,
np. 21 Malego Lwa (Leo Minoris), oc Korony Pólnocnej (Coronae Borealis)- spróbujcie
znalezc te gwiazdy na niebie wedlug mapki obok.
Do grupy tej naleza równiez slabsze gwiazdy z wymienionych gwiazdozbiorów a takze
ze Smoka (Draco) i Malej Niedzwiedzicy (Ursa Minor).
Srodek gromady odlegly jest od nas o okolo 75 lat swietlnych, ma ona ksztalt elipsy o osi
wielkiej - 30 lat swietlnych i malej - 18.

Kiedy odkryto, ze prawie wszystkie jasne gwiazdy w Wielkiej Niedzwiedzicy tworza
gromade - astronomowie zauwazyli, ze w ogóle wiele bardzo jasnych gwiazd, miedzy
innymi Syriusz, oc Wezownika, 4 Lwa, fJ Woznicy i wiele innych, porusza sie w przestrzeni
wzgledem nas mniej wiecej w jednym kierunku, pokrywajacym sie z kierunkiem, w którym
zmierza gromada Ursa Maior. Obecnie uwaza sie, ze te jasne, bliskie gwiazdy nie sa
czlonkami powyzszej gromady, ale tworza cos w rodzaju duzego strumienia gwiazd. Gromada
Ursa Maior porusza sie razem z tym strumieniem. Nasze Slonce jest w nim zanurzone,
wiec jego skladniki mijaja nas ze wszystkich stron, co tlumaczy ich obecnosc w róznych
czesciach nieba.
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