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Skrót. pracy, która uzyskalaI nagrode na

konkursie prac maturalnych z matematyki
w 1980 roku.

Niech Q bedzie krzywa stopnia drugiego, polozona w pewnej plaszczyznieH. Stozkiem

o wierzcholku p <t Hnazywamy zbiór wszystkich prostych przechodzacych przezp
i przecinajacych Q. W szczególnosci Q moze byc para prostych przecinajacych sie lub
równoleglych, ap - punktem w nieskonczonosci. Wtedy' stozek sklada sie z dwu plaszczyzn
przecinajacych sie albo równoleglych.

Przez stozek dualny bedziemy rozumiec zbiór wszystkich plaszczyzn stycznych do pewnej
krzywej plaskiej drugiego stopnia, przechodzacych przez ustalony punkt nie nalezacy do tej
plaszczyzny. Szesc prostychlt, lz, 13, h, 15, 16 nazwiemy wspólstozkowymi, gdy sa równolegle
do tworzacych pewnego stozka. Analogicznie szesc plaszczyzn nazwiemy wspólstozkowymi,
kiedy sa równolegle do plaszczyzn pewnego stozka dualnego.

Twierdzenie 1. Prostelt, lz, 13, 14,15, 16 o wektorach kierunkowych (au, a", au), ...
... , (a6x, a6., a6.)sa wspólstozkowe wtedy i tylko wtedy, gdy wyznacznik
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jest równy zeru.

Dowód. Mozemy zalozyc, ze prostel t, ... , 16 sa równolegle do tworzacych stozkaT, którego
wierzcholkiem jest (O, O, O). Zatem naT leza proste Xj = taJx, Yj = taj., Zj = taj •• gdzie t
jest parametrem. Napiszmy równanie stozkaT w postaci
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Podstawiajac, mamy dlaj = 1,2,3,4,5,6,:

(2) t2(AaJx+Baj.+Caj.+2Dajxaj.+2Eaj.aJ.+2Faj.ajx) = O.

Traktujac to jako równanie jednorodne z niewiadomymiA, B, C, D, E, F dostajemy, ze

wymieniony w tezie. wyznacznik jest równy zeru. Na odwrót, jezeli wyznacznik jest równy
zeru, to uklad (2) ma rozwiazania niezerowe i prostelt, ... , 16 sa równolegle do tworzacych
stozka opisanego przez równanie(1).

W bardzo podobny sposób dowodzi sie nastepujace
Twierdzenie 2. Plaszczyzny:rtt, :rtz, :rt3,n4, nS,:rt6 o wek •.:>rach normalnych (au, a", at.), ...
... , (a6x, a6•• a6.) sa wspólstozkowe wtedy i tylko wtedy, gdy wyzna~znik z twierdzenia
jest równy zeru.

Twierdzenie 3. Niech przeksztalcenie afiniczneT przeksztalca 6 niewspólstozkowych
plaszczyzn na 6 innych tak, ze pola na nich nie ulegaja zmianie. WówczasT jest izometria.
Dowód (szkic). Mozemy zalozyc, ze punkt O= (O, O, O) jest wspólnym punktem wszystkich
szesciu plaszczyzn nJ, ... ,:rt6. Skladajac zT jednokladnosc J:tk i ewentualnie translacjeR
otrzymamy przeksztalcenie T' = J:tk o R o T które zachowuje O a nie zmienia odleglosci
plaszczyzn równoleglych do:rt t, ... , :rt6. Niech T' ma przedstawienie

x' = axx+a.y+a.z

y' = bxx+byy+b.z

z' = cxx+c,y+c.z.

Z warunku zachowywania odleglosci plaszczyzn równoleglych do danych wynika, ze macierz
utworzona ze wspólczynników axx, ... , C.Z jest ortogonalna. Wynika stad, zeT jest izometria.
Przyklad. Rozpatrzmy ostroslup prawidlowy o podstawie bedacej szesciokatem foremnym
oraz przeksztalcenie afiniczneS, które na plaszczyznie podstawy ostroslupa jest
jednokladnoscia o srodku w srodku szesciokata i wspólczynniku 1/2, zas na prostej
zawierajacej wysokosc ostroslupa jest jednokladnoscia o tym samym srodku i wspólczynniku 2.
Przeksztalcenie to zachowuje pola na wszystkich szesciu plaszczyznach w których leza
sciany ostroslupa, ale nie jest izometria.
Z twierdzenia 3 wynika kilka wniosków.
Wniosek l. Ponumerujmy w czworoscianieABCD krawedzie liczbami l, -2, 3, 4, 5, 6
i niech SI oznacza pole trójkata zbudowanego na i-tej krawedzi i wierzcholku bedacym
srodkiem krawedzi/ przeciwleglej do i-tej. Niedh S; maja podobne znaczenie ~ czworoscianie
A'B'C'D'E'F'. Wówczas ABCD jest podobny doA'B'C'D'E'F' wtedy i tylko wtedy gdy
SI :SZ:S3:S4:SS:S6 = S~:S;:S;:S~:S; :S~.
Dla dowodu wystarczy zauwazyc, ze plaszczyzny w których leza opisane trójkaty nie sa
wspólstozkowe.
Wniosek 2. Przeksztalcenie afiniczneT jest podobienstwem, gdy przeksztalca pewna sfere
na sfere.

Wniosek 3. Elipsoida jest sfera wtedy i tylko wtedy, ggy istnieje 6 plaszczyzn
wspólstozkowych, przechodzacych przez jej srodek i wycinajacych z niej przekroje o równych
polach.
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