
Rzeczywiscie: definicja ta jest jasna, zrozumiala, nic tu trudnego ani przesadnie'
madrego. No to ~ zamiast cieszyc sie prostota, napiszemy cos takiego:
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(n -+ CX)),

gdzie, O < lOn < -I~n"

(3)

(2)

Jest to slawnywzór Stirlinga. Zgodza sie chyba wszyscy, ze panu Jamesowi
Stirlingowi (1692-1770) udalo sie zapisac rzecz prosta w sposób wysoce
skomplikowany ...
Skad sie bierze ten przedziwny wzór? Zainteresowanych mozemy odeslac do
podreczników analizy matematycznej (w wielu z nich mozna znalezc wzór
Stirlinga z· pelnym dowodem) -lub tez zachecic do dokonczenia czytania
niniejszego tekstu.
Samo pojecie silni bywa w matematyce bardzo uzyteczne. Z definicji (I) nie
wynikaja jednak zadne "rozsadne" reguly dzialan na symbolun!. Otóz zaleta
wzoru (2) tkwi w tym, ze wyrazenie stojace po jego prawej stronie dobrze sie
nadaje do wykonywania operacji arytmetycznych. Najlepiej to zilustruja przyklady.
W róznych zagadnieniach analizy spotyka sie ciagi majace w mianownikun!.
Czynnik ten uwaza sie za dosc silnie" uzbiezniajacy"; znaczy to tyle, zen! dazy
dosc szybko do nieskonczonosci. Jak szybko? Jak to wymierzyc? Mówimy, ze

ciag (bn) dazy do nieskonczonosci szybciej niz(an) jesli !!~-+ 00. Jesli natomiast
\ an

iloraz ten ma granice dodatnia skonczona, mówimy, ze ciagi(an) i '(bn) daza do
nieskonczonosci jednakowo szybko. Sytuacja jest idealna, gdy ta granica jest
jedynka; wtedy mówimy, ze rozwazane ciagi sa asymptotycznie równe i piszemy:

an ~ b" (n -+ (0). Wzór (2) pok~zuje, ze ,

( )n

.~- n

n! ~ V'2nne-
/

stad zas widac natychmiast, ze ciag(n!) dazy do nieskonczonosci szybciej, niz
(n2), niz (n3), ogólnie, niz (nP), gdzie p jest dowolnie duzym wykladnikiem; takze
szybciej, niz (2n), niz (3n), bgólnie, niz (an), gdzie a jest dowolnie duza podstawa;
ale wolniej, niz np. ciag(n"). Te wnioski mozna zreszta otrzymac, tez bez
wiekszego trudu, bezposrednio z definicji (I). Znacznie bardziej subtelne jest np.

stwierdzenie, ze ci~g(n!) dazy do nieskonczonosci szybciej, niz ( }n) n, ale

wolniej, niz (+n)n. Wywnios}<:owac to wprost z ~efinicj i (I) byloby trudno;
natomiast z wzoru (3) jest to widoczne od razu - wystarczy tylko wiedziec, ,ze
2 < e < 3.
W zbiorach zadan z analizy matematycznej czesto mozna znalezc takie
cwiczenie: obliczyc granice

lim j1n!
n~oo n .

o pewnym profesor:z;e mówiono: To bardzo madry czlowiek - potrafi naj prostsza
idee zawiklac tak, ze jedynie najbystrzejsi sluchacze sa w stanie go zrozumiec ...

~Niejeden autor stwarza pozory szczególnej glebi spojrzenia ubierajac banalne
tresci w nadmiernie wyszukana forme. Czyzby to mialo istotnie znamionowac
klase uczonego? Czy w ogóle moze miec sens postepowanie w mysl sugestii
zawartej w tytule? Spora' czesc badan naukowych w dziedzinach "teoretycznych"
polega na wyrazaniu rzeczy skomplikowanych w sposób prostszy - ale takze
vice versa. O celowosci pierwszej z tych metod nie trzeba chyba nikogo
przekonywac. Natomiast druga budzi raczej odruch nieufnosci. Komplikowac?
Po co?

Nie mamy zamiaru kon.tynuowac rozprawki filozoficznej na temat sensownosci
komplikowania - choc rozwiniecie tego zagadnienia mogloby byc frapujace.
Zamiast tego, ograniczymy sie do pewnego przykladu.
W naszym przykladzie "rzecza prosta" bedzie pojecie silni:

(1) n!=1·2· ... ·n ..

Zapisac rzecz prosta
w sposób
skomplikowany

Do wzoru (2) wiazanego z nazwiskiem
Stirlinga doszli niezaleznie w 1730 roku

Srirling i de Moivre. Zaden z nich nie byl

w stanie podac naprawde scislego dowodu,
pierwsze pelne dowody pochodza dopiero od
Gaussa.

Wzór Stirlinga dla n = 20 daje

20! = 24288· 1014, podczas gdy dokladna
wartoscia jest

20! = 2432902008176640000; b1ad wzgledny

wzoru Stirlinga wynosi tu wiec ok. 0,4
peocenta.
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Granice te da sie wyznaczyc metodami calkiem elementarnymi (wystarcza
wiadomosci szkolne) - ale zadanie jest wtedy nielatwe. Za to dla znajacych wzór
Stirlinga zadanie jest typu "samograj":

I l (;-..-.-- )1' l..... (n!)lfn = -- 1,2nnnne-n+en In= (2nn)lf2ne-t+<n(n ~ __u.n n e

To, ze ciag (Vli!) dazy do nieskonczonosci, jest dosc jasne (jego wyrazy to
srednie geometryczne poczatkowych odcinków ciagu 1,2, 3, ... ). Otrzymany

przed chwila wynik daje dodatkowa informacje, zeyli'! dazy do nieskonczonosci
tak samo szybko, jakn; dokladniej, dostalismy równosc asymptotyczna

:r-- nJI n! ~ -e (n ~ (0).

(n ~ (0).

Widac- stad, ze ten srodkowy wspólczynnik gromadzi niepokojaco duza czesc
ogólnej "masy". Zamiast wielkosci rzedul/n, która nalezalaby sie przy

rozkladzie równomiernym, 'mamy wielkosc rzedu 1/{n.
A wiec wierzcholek górki bedzie coraz wyzej. Poniewaz masa ogólna sie nie
zmienia, mozna sie domyslac, ze nasza górka bedzie ksztaltem coraz bardziej
przypominac iglice (rzut oka na rysunki: dlan = 4 mamy rozbudowane "podium
zwyciezców", dlan = 8 sylwetke Palacu Kultury i Nauki).
Spróbujmy to udowodnic. Pokazemy mianówicie, ze jesliaj est dowolna liczba

(Kto podejmie trud przeprowadzenia dowodu elementarnego, lacno zrozumie,
dlaczego wzór Stirlinga jest "mocnym" twierdzeniem).
Przypomnijmy sobie - dla odmiany - trójkat Pascala. Jak wiadomo, jego n-ty
wiersz (numeracja odn = O) sklada sie zn + I liczb naturalnych, tak zwanych

wspólczynników Newtona (:) =~k!(;~k)T' k = O, ... ,n. Oto dla przykladu
wiersz ósmy:
l, 8, 28, 56, 70, 56, 28, 8, l rozpoczyna sie od jedynki, nastepnie wspólczynniki
wzrastaja; poczawszy od polowy dlugosci wiersza wspólczynniki maleja az do
jedynki; czesc wznoszaca jest symetryczna do opadajacej. Wymienione wlasnosci
przysluguja wszystkim wierszom trójkata Pascala. Sa one powszechnie znane.
Spróbujmy sie zorientowac, jaki jest "rozklad masy" w wierszach o duzym
numerze. Cóz to znaczy? Wyobrazmy sobie, ze podzielilismy pewien ustalony,
wzorcowy odcinek nan +1 równych przegródek i ze do kazdej z nich sypiemy

piasek w ilosci proporcjonalnej do odpowiedniego wspólczynnika (:) ; przy tym
ogólna masa piasku jest stala, niezalezna odn - przyjmijmy ja za jednosc.
Poniewaz suma wspólczynników Newtona wn-tym wierszu równa sie2n, wiec

masa piasku nasypanego dok-tej przegr~dki bedzie równa2-n (:) • Gdyby
rozklad masy byl równomierny, ilosc piasku w kazdej przegródce bylaby równa
l ten + l). Rzecz jasna, tak nie jest. W przegródkach blisko srpdka piasku bedzie
wiecej, w przegródkach skrajnych - mniej. Piasek utworzy górke. Interesuje nas
ksztalt tej górki przy n ~ 00.
Gdy n jest parzyste, górka ma wyrazny wierzcholek:n-ty wiersz trójkata Pascala
ma wyraz srodkowy, najwiekszy. Przesledzmy zachowanie sie wspólczynnika

Newtona (1i~2)' gdy n dazy do 00 przyjmujac wartosci parzyste.
Na mocy wzoru Stirlinga [piszemyn - k = I]:

(n) n! _ y2nnnne-nHnk - k !(n--="kT! -}!2nkkk~~k~';'.v-2-;rc:ril~~I~-;;-
t I t I

__.1.._ ( ,!)k+ '2·(.~)1+ '2" een-e.-e, ~ __ .!... __ (_!!._)k+ -2 ( !,_)l+-iy'2nn kl. y2nn k 1

(n) ]1--"'"
2-n 2

n/2 ~nn (n ~ (0).

Przyjmijmy k = 1 = ..~.n; dostaniemy wtedy

(4)
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n = SO

dodatnia mniejsz-a niz -}, to suma wspólczynników Newtona (;) wzgledem

k ~ an zgromadzi, przy duzychn, znikomo mala czesc sumy' wszystkich (:),

gdy k ~ n. Przez syme~ie, jesli+ < b < I, to r-ówniez "na prawo odb bedzie

malo masy". Zatem prawie cala masa bedzie skupiona blisko srodka.
Mamy wiec wykazac, zean -+ O, gdzie

(5)
15

[xl oznacza c>zesccalkowita liczbyx, tj.
najmniejsza liczbe calkowita nie
przekraczajaca x.

35

Suma ta ma[a(n + l)] skladników; najwiekszym z nich jest ostatni, od powiadajacy
wartosci k = [an]. Stad oszacow!lnie (doprawdy, malo subtelne)

an < 2-n [a(n+ l)l([:n])'

Prosi sie teraz skorzystac z wzoru (4) podstawiajack = [an]. Otóz my sobie
ulatwimy zycie jeszcze bardziej i przyjmiemy po prostuk = an (wyrazenie po
prawej stronie wzoru (4) ma sens takze dlak i I niekoniecznie calkowitych).
Oczywiscie [an] ~ an (n -+ (0), wiec asymptotyczna równosc we wzorze (4)
zostanie zachowana:

(n) l (n )an+.~ ( n )(J -a)n+ .~. I ( I )"[an] ~ 'yi~~' "an" -(l-a)n- . = y2nna(l-a) aU(I_a)l-a

Wobec nierównosci (5) ciag(an) szacuje sie asymptotycznie przez wyrazenie

(6)
a(n+ l)

y2nna(l-a)

Do punktu kratowego (k, l) mozna dotrze\:

z punktu (O, O) na(k; I) sposóbów.

Dla a E (O, 1/2) liczba w duzym nawiasie jest mniejsza od jednosci (co mozna
sprawdzic zwykla metoda rachunku rózniczkowego). Zatem ciag (6) dazy do zera,
wobec ciego takze an -+ O - a o to wlasnie chodzilo. -
Wykorzystujac oszacowanie(5)-(6) nietrudno przeliczyc, ze jesli sypiemy pias'"
na droge dlugosci l kilometra wedlug Rodanej recepty, przyjmujac np.n = 100U

(czyli dzielac ten kilometr na dzialki metrowej dlugosci), to srodkowa
stumetrówka zgromadzi > 99,8% calej masy piasku.
Opisane zjawisko mozna zinterpretowac w nieco innym jezyku. Wyobrazmy sobie.
ze punkt wedrujacy po plaszczyznie startuje z polozenia(O, O) i w kazdym
kroku przesuwa sie o wektor jednostkowy poziomo w prawo lub pionowo w góre
(wybór jest losowy, z równym prawdopodobienstwem). NiechSoznacza dowotny
sektor·wyznaczony przez dwie pólproste wychodzace z punktu (0,0) i
zawierajacy w swoim wnetrzu dwusieczna pierwszej cwiartki plaszczyzny (prosta
y = x). Wówczas nasz bladzacy punkt znajdzie sie w obrebie sektoraS
z prawdopodobienstwem dowolnie bliskim I, po dostatecznie ~ielu krokach.

Kolejny, ostatni juz, przyklad bedzie nieco "lzejszej natury". Panowie S, W, N, E
graja w brydza. Jaka jest szansa, ze w pierwszym rozdaniu S otrzyma 13 trefli,
W - 13 kar, N - 13 kierów, a E - 13 pików? Znikoma - to pewne. Przy
zalozeniu pelnej losówosci szansa ta równa sie oczywiscie IIN, gdzie N oznacza
liczbe wszystkich mozliwych rozkladów.
N jest duza liczba naturalna. Ale jak duza? Miliard? Bilion? 1I0cyfrowa to liczba?
1znów wzór Stirlinga pomoze nam zorientowac sie w rzedzie jej wielkosci. "Reka"

(52) ,gracza S moze byc wybrana z talii na 13 sposobów. Dla gracza W zostaje

(39) "39 kart, z których lJ mozna wybrac na 13 sposobów. Zlozostalych 26 kart

(26) .wybieramy na 13 sposobów karte graczaN. 13 kart, które zostaly, 'otrzymuje
gracz E. Zatem

N = (~~) (~~)(~~)
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Zastosujmy wzór (2):

gdzie

A wiec N jest liczba 29-cyfrowa! Prowadzac obliczenie staranniej (z uzyciem
tablic logarytmicznych) otrzymujemy rezultat

- 52! = y104n 5252e-:52+S."

13! = Jl26n·1313e-13+s13•

Dzielac pierwsza z tych liczb przez druga w czwartej potedze dostajemy

N = 2103.5(13n)-1.5ew,

w = eS2 -4e13;(7)
1

--~- < w < O.
39

Interesuje nas liczba cyfr w ~zapisie dziesietnym liczbyN. Nalezy w tym celu
liczbe N zlogarytmowac (przy podstawie 10). Jesli nie zalezy nam zbytnio na
dokladnosci, zastapmy wielkosc 13n przez 40, pominmy czynnikeW jako bliski
jednosci i przyjmijmy 0,3 jako przyblizona wartosc log 2. Wówczas rachunki
staja sie tak prpste, ze mozna je wykonacw pamieci. Ich wynik: 28,65 .
Popelniamy przy tym blad< 0,2:

28.,45 < log N < 28,85.

......... .

~i";t:,;~;'"';;:~';i<.~JfY

I
Za SzcL.cpanem lelenskim ("Sladami

Pitagorasa") podcijcmy, ze

(52' j\ 3 !)' = 53644737765488792839237440000,

Tamze znajd.l.ieCzytelnik wyliczenie. jak
dlugo tfLcba grac yvbryoz<l. zeby wyczerpac

WSi.yslkie mozliwe rozklady, W. E, Hanley

obliczyl. ze gdyby miec tyle talii malych,

pasjansowych kart, zebyw kazdej L nich
kany byly ulozone inaczej,i gdybysmy te

WSL.ystkic talie schow<.lli ciasno do

Szc~l:jcnnego puudka. to jego przekatna

mialaby ~OJ lat swietlnych.

Na lepsza dokladnosc (przy zastosowanej metodzie) nie stac nas; dokladnosc ta
jest bowiem ograniczona oszacowaniem (7) wykladnikaw. Z nierównosci (8)
wynika, ze .

5,24'1028 < N < 5,49'1028.

Jest to wiec bardzo duza liczba. Gdyby cala powierzchnie kuli ziemskiej, wraz
z górami, oeeanami itp., obsadzic gesto brydzystami (4 m2 na jeden stolik
z czwórka graczy), przyjmujac sredni czas rozgrywki itd. - dokonczenie tego
rodzaju spekulacji pozostawimy tym z Czytelników, których to bawi.
Pozostala nam kwestia dowodu wzoru StirIinga. Zapewne wielu z Czytelników
nie lubi przyjmowac-wiadomosci tylko "na wiare"; wsród nich znajda sie i tacy,
którzy wola potrzebne uzasadnienie wymyslic, niz szperac w literaturze. (Taka
postawa nie jest rzadkoscia i wsród twórczych naukowców; czasem swiadczy ona
o dociekliwosci', czasem o lenistwie) .
Dla tych Czytelników podamy tutaj pobiezny szkic tego dowodu. Uzupelnienie
szczególów moze stac sie interesujacym cwiczeniem.
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Rozpatrujemy szeregLan, gdzie
n=l
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(8) . 28,72 < Jog N < 28,74.

dla n > l.al

(9)

( l ) n
-1 a ,= n- - ln----l

, n 2 n-l

Wyrazy tego szeregu spelniaja dlan > I nierownosc O< an < 1/12n(n-l);
mozna to 'wykazac np. wykorzystujac rozwiniecie funkcji ln(I+x) w szereg

potegowy. Zatem szeregLan jest zbiezny, a oznaczajac przezsjego sume,
zas przezSnjego n-ta sume czesciowa latwo dostac oszacowanie na
róznice en = S-Sn < 1/12n.
Przez indukcje sprawdzamy, ze

Sn=s-en=(n+ ~)Inn-n-Inn!,astad
1

n+ -'-
n! = n 2 e-n-s+sn'
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(:?~) Powolujemy sie teraz na wzór Wallisa (por. np. Delta 8/1980):

l . 2 2 4 4·. 2n 2n . _ 24n(n!)4-n=hm-'-'-'-' ·---·---=hm-----·-
2 n ...• oo l 3 3 5 ... 2n-l 2n+ I n ...• oo ((2n)!)2(2n+ 1) .

Pa uwzglednieniu wzoru (9) stwierd~amy, ze wartosc tej granicy wynosi' ~e-2',

skad e-S =Y2n. Podstawiamy to do (9) i wychodzi nam wzór (2).
Jak ten Sttrling do tego doszedl?!
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