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Mariusz SKALBA

(3)

Równanie (3) ma natomiast nieskonczenie wiele rozwiazan
w liczbach naturalnych p, x, y, gdyz sprowadza sie do równania
PelIa:

Poniewaz spelnione sa zalozenia twierdzenia 1, wiec istnieje co
najwyzej skonczenie wiele takich liczb pierwszychp, ze:

xZ+m2
p = ---- = y2+ 1, gdzie x, y E N.

m2+1

Przyklad

Niech m bedzie liczba naturalna oraz:

xZ+mz

It(x) = m2+' ,/z(y) = y2+ 1.

Zamieszczony artykul jest skrótem pracy maturalnej autora, wówczas ucznia
IV Liceum Ogólnoksztalcacego im. Mikolaja Kopernika w Krosnie.
Opiekunka pracy byla mgr Lucyna Redziak. Praca ta zostala wyrózniona
zlotym medalem na Konkursie Uczniowskich Prac Matematycznych w 1982 r.,
organizowanym przez Polskie Towarzystwo Matematyczne i redakcje De/ty.

p=(I)

Do napisania niniejszej pracy zainspirowala mnie lektura ksiazki
W. Sierpinskiego "Teoria liczb" cz. II. Znajduje sie w niej dowód
Andrzeja Schinzla, ze 7 jest jedyna liczba pierwsza spelniajaca
przy naturalnych x, y równanie

2x2-1
__ = 2y2_1.
7 \

o pewnym problemie
z elementarnej teorii liczb

Z (I) wynika, ze

Znalazlem inny dowód tego twierdzenia. Oto jego szkic.

Z dowodu twierdzenia 1 wynika ponadto efektywna metoda
znajdowania wszystkich takich liczb pierwszych w konkretny\:h
przypadkach.

{7P+ 1 = 2X2p+l=2y2,

skad po wymnozeniu stronami i oznaczeniu2xy = kotrzymujemy:
p = 4m2+ 1, x = 2m2+1, y = 2m.

Twierdzenie2 (uzupelniajace)
Jezeli wyróznik trójmianu kwadratowegoI(x) o wspólczynnikach
wymiernych jest kwadratem liczby wymiernej, to istnieje co
najwyzej skonczenie wiele takich liczb pierwszychp, ze:

p = I(x), gdzie x jest calkowita.

Analiza zalozen twierdzenia 1 i intuicja sklonily mnie do
wysuniecia nastepujacych przypuszczen.
Przypuszczenie l

Jezeli zadna z liczbLIt, Ll2, LIt Ll2 nie jest kwadratem liczby
wymiernej oraz spelnione sa nastepujace warunki:
1) równanie n = It(x) = Iz(y) ma nieskonczenie wiele rozwiazan
w liczbach calkowitych n, x, y,
2) nie ma takiej liczby naturalnejm > 1, ze dla kazdej trójki
liczb calkowitych n, x, y spelniajacej równanien = It (x) =
= 12 (y) jest mln,

to istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszychp takich, ze:

p = II, (x)1 = I/z(y)l, gdzie x, y calkowite.

Przypuszczenie 2
Jezeli zadna z liczbLIt, L1z nie jest kwadratem liczby wymiernej.
LIt Ll2 jest takim kwadratem, orazA t Ll2 - Az LIt = O i spelnione
sa warunki 1) i 2), to zachodzi teza przypuszczenia 1.
Juz gdy napisalem prace maturalna, profesor Andrzej Schinzel
podal mi kontrprzyklad obalajacy przypuszczenie 1. Natomiast
przypuszczenie 2 jest prawdopodobnie prawdziwe, gdyz wynika
z nastepujacej znanej hipotezy:

jezeli I(x) jest nierozkladalnym trójmianem kwadratowym
o wspólczynnikach calkowitych i nie ma stalego czynnika
wiekszego od I, to istnieje nieskonczenie wiele takich liczb
pierwszych p, ze

p = I/(x)l, gdzie x jest calkowite.

x2_(m2+1)y2 = 1.

Korzystajac ze wspomnianej efektywnej metody mozna w tym
konkretnym przypadku udowodnic twierdzenie o wiele bardziej
precyzyjne, a mianowicie:

jezeli liczby natural~e p, x, y spelniaja (3) orazp jest liczba
pierwsza, to:

p(7p+ 8)= (k+ l)(k-l).

Z analizy tego dowodu wynikla mozliwosc uogólnienia
powyzszego wyniku.
Twierdzenie l

Niech dla i = 1, 2,f.(x) bedzie trójmianem kwadratowym
o wspólczynnikach wymiernych.LI, - jego wyróznikiem, aA,
wspólczynnikiem przyxZ• Jezeli LltLl2 jest kwadratem liczby
wymiernej oraz A t Ll2 - A Z LIt #- O, to istnieje co najwyzej
skonczenie wiele takich liczb pierwszychp, ze:

p = I. (x) = Iz(y), gdzie x, y sa calkowite.

(2)

8+21p=--.[2-7
Nie moze bycI = 1 ani I = 2, gdyz byloby wtedyp < O.

Dla I = Jwzór powyzszy dajep = 7. Sprawdzamy natychmiast,
ze trójka liczbp = 7, x = 5, y = 2 spelnia (I).
Nie moze byc wreszcieI ~ 4, gdyz wtedy:

8+21
1(1-1) > 11_-- < 2[2-7 '

gdy tymczasem dla kazdej liczby pierwszejp jest p ~ 2.
Rozwazajac analogicznie przypadekplk-l stwierdzamy, ze nie
ma innych liczb pierwszych spelniajacych (1).

Poniewaz p jest liczba pierwsza, wiecplk+ 1 lub pik-l.
Rozpatrzymy zatem dwa przypadki.

Niechplk+1. Wtedyk+l = Ip,k-l = Ip-2,gdzie/EN.
Jezeli podstawimy te wartosci do równania (2) i rozwiazemy je
wzgledem p, to dostaniemy
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