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Paradoksalny rozklad kuli

Doc. dr WojciechGUZICKI, dr Piotr ZAKRZEWSKI

Kazdy z Was na pewno kiedys bawil sie ta"ngramem, kwadratem pocietym na kawalki, z których

mozna zlozyc ogromna ilosc róznych figur geometrycznych, czesto o cieszacych oko ksztaltach.
Spotyka sie równiez inne podobne lamiglówki. Czesto w kacikach rozrywkowych róznych
czasopism formuluje sie wprost nastepujace zadanie: pociac narysowany wielokat na kawalki
w taki sposób, by zlozyc z nich kwadrat, trójkat, krzyz czy jakas inna figure geometryczna·
Czasami stawia siefograniczenia na linie podzialu, najczesciej zadajac, by byly one prostymi.
Zastanówmy sie jednak, czy tak postawione zadanie o wielokatach ma zawsze rozwiazanie.

Zadanie: Na plaszczyznie dane sa dwa wielokatyA i B. Rozlozyc wielokat A na mniejsze
wielokaty tak, aby mozna bylo z nich zlozyc wielokatB.

Kazdy natychmiast dostrzega warunek konieczny istnienia takiego rozkladu: pola wielokatówA

'itJ musza byc takie same. Pole wielokata bedzie bowiem suma pól wielokatów, na które go

podzie!i1ismy (czesc wspólna dowolnych dwóch wielokatów podzialu jest suma odcinków - ma
wiec zerowe pole) i pole nie zmienia sie przy przekladaniu wielokata z jednego miejsca na inne.
Ten warunek konieczny jest równiez wystarczajacy. Proponujemy Czytelnikowi samodzielne
odtworzenie na podstawie rysunków na marginesie dowodu tego twierdzenia, udowodnionego
przez Bolyaia i Gerwiena.

Teraz spróbujemy rozwazyc trudniejsze zadanie. Rozkladajmy dowolne zbioryA i B na sumy
dowolnych innych zbiorów, byle odpowiednio przystajacych (zbiory przystajace to takie, które
mozna nalozyc przez izometrie, czyli przeksztalcenie nie zmieniajace odleglosci). Bedziemy
zakladac, ze zbiory, na które dzielimy, sa rozlaczne, nie ograniczamy sie natomiast do
podzbiorów plaszczyznyR2•

Definicja. Dwa zbiory A, B SR" (n = 1,2,3 ... ) sa rówaowazne przez rozklad skonczony, jesli
istnieja zbiory A l, •.•, Am, B" ... , Bmtakie, ze
(a) A = Al V ... V Am, B = B, v ... v Bm;

(b) Al n AJ = 0 = Bl n Bj, o ile i =I- j;
(c) zbiory Al i Bl sa przystajace dlai = 1, ... , m.

Podkreslmy, ze kawalki, na które rozkladamy zbioryA i B, moga byc zupelnie dowolne i dalekie
ód jakiejkolwiek geometrycznej regularnosci - pojecie równowaznosci przez rozklad skonczony
ma wiec wyraznie teoriomnogosciowy charakter.

Problemem, jakie zbiory sa równowazne przez rozklad skonczony, zajmowali sie w latach
dwudziestych Stefan Banach i Alfred Tarski, dowodzac twierdzenia znanego pod nazwa
twierdzenia o paradoksalnym rozkladzie kuli.

Twierdzenie: Kazde dwa ograniczone zbioryA, B SR3 o niepustych wnetrzach sa równowazne
przez rozklad skonczony. W szczególnosci dowolna kula jest równowazna kuli o dwukrotnie
wiekszym promieniu.
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Rozwiazanie zadania F 221. Z rozwiazania

zadania F 220 wynika, ze srednia droga

swobodna jest odwrotnie proporcjonalna do

cisnienia. Wewnatrz banki termosu .t ~ 1 cm.
Oznacza to, ze czasteczki praktycznie nie
zderzaja sie miedzy soba, a jedynie ze

sciankami banki. Przy zderzeniu
z zewnetrzna scianka czasteczki uzyskuja

srednio energie kinetyczna odpowiadajaca

temperaturze pokojowej To = 293 K.

?:alózmy, ze przy zderzeniu ze scianka

wewnetrzna uzyskiwana energia odpowiada
sredniej temperaturze tej scianki w ciagu

stygrrrecia, tj. T = (T, + T2)/2 = 353 K.

Energia przenoszona przez jedna czasteczke
jest równa

Cv

w = NA (T- To),

gdzie dla gazu doskonalego, zlozonego
5

z molekul dwuatomowych Cv = "2 R

(R - stala gazowa, NA -liczba Avogadra).

Liczba czasteczek zderzajacych sie

w jednostce czasu z jednostka powierzchni

wynosi

z = 2nvsr ~ PNA V 3RT6 - 3RTo i'NA'

gdzie vi, jest srednia predkoscia czqsteczek,
It - masa l mola powietrza. Ilosc traconego
wj ednostce czasu ciepla jest wiec równa

q= zwS = _5_p,rRT (T-To)'S2y'3 V ~ To ~
~ 1,85 J/s.

Stad czas stygniecia

t = nlcw(T, - T2) '" 4,5 x lO' s '" 12,5 h,
q

gdzie Cw jest cieplem wlasciwym wody.

N(f.) =20
n(E) =;;

Zastanówmy sie, na czym polega paradoksalnosc twierdzenia Banacha- Tarskiego. Jego
sprzecznosc z intuicja zwiazana jest chyba z naszymi wyobrazeniami o masie czy w przypadku
bryl jednorodnych - objetosci. Czy mozliwe byloby rozlozenie kulki ze zlota na kawalki tak,
aby z nich mozna bylo zlozyc kulke dwa razy wieksza, a wiec osiem razy ciezsza?! To przeciez
lepiej niz zamiana olowiu w zloto za pomoca kamienia filozoficznego - nie potrzebujemy nawet
olowiu!

Wyjasnienie paradoksalnosci tej interpretacji jest proste - kulka sklada sie ze skonczonej liczby
niepodzielnych czastek (wyrazony jest tu poglad jednego z autorów, drugi, którego ojciec jest
fizykiem, woli nie wypowiadac sie na ten temat), nie mozna wiec dzielic jej na dowolne zbiory
tak, jak mozemy dzielic istniejace tylko w naszej wyobrazni idealne podzbiory przestrzeniR3•

Z tej strony sredniowiecznym alchemikom nie grozi wiec na razie konkurencja.

Nie wyjasnia to jednak, w jaki sposób mozliwe jest powiekszenie objetosci bryly tylko w wyniku
rozkladania jej na mniejsze i skladania w inny sposób. Musimy wiec dokladniej przesledzic
rozumowanie przeprowadzone poprzednio dla wielokatów i zobaczyc, czy przenosi sie ono na
przypadek dowolnych zbiorów. Powtarzajac to rozumowanie powiedzielibysmy: zbiórA

rozkladamy na sume rozlacznych zbiorówA" ... , An przystajacych odpowiednio do
rozlacznych zbiorówBl' ... , Bn, Z których sklada sie zbiórB. Objetosc zbioru A jest zatem suma
objetosci zbiorów A" ... , An, te z kolei maja te same objetosci, coB" ... , Bn (bo zbiory
przystajace maja te same objetosci), których suma jest objetoscia zbioruB. Zgadza sie, prawda?
W tym rozumowaniu zalozylismy milczaco, ze kazdy zbiór w przestrzeni ma objetosc, tzn. ze
istnieje funkcja m przyporzadkowujaca kazdemu zbiorowiA ~ R3 liczbe m(A) w taki sposób, ze

(1) (addytywnosc) jesliA = A l U ... u An i zbiory A" ... , An sa parami rozlaczne, tom(A) =
= m(A,) + ... + m (An),

(2) (niezmienniczosc) jesli zbioryA i B sa przystajace, tom (A) = m (B).

Kazda taka funkcjam nazywa sie uniwersalna, niezmiennicza ze wzgledu na izometrie miara
skonczenie addytywna.

Teraz sytuacja powoli staje sie jasna. Zalozylismy milczaco, ze ta.ka miara istnieje. Czy jednak
potrafimy tego dowiesc? Otóz twierdzenie Banacha-Tarskiego pokazuje wlasnie, ze takich miar
w przestrzeni R3 nie ma. Paradoksalne jest wiec nie to, ze z kuli mozna zrobic dwa razy wieksza,
ale to, iz myslimy, ze umiemy zmierzyc objetosc kazdego zbioru w przestrzeni.

Inaczej mówiac, jesli chcemy okreslic niezmiennicza miare skonczenie addytywna w R3, to
musimy zrezygnowac z jej uniwersalnosci - zawsze beda istnialy zbiory niemierzalne.
Oczywiscie rodzina zbiorów mierzalnych, tzn. tych, na których miara jest okreslona, musi
spelniac nastepujace warunki:

(1) jesli A, B sa mierzalne, toA u B, A nB, A' tez sa mierzalne,

(2) jesli zbiór B jest izometrycznym obrazem zbioru mierzalnegoA, to zbiór B jest mierzalny.

Takie rodziny zbiorów nazywamy niezmienniczymi (ze wzgledu na izometrie) cialami zbiorów.
Przykladem miary okreslonej na takim ciele zbiorów jest miara Jordana. Opiszemy ja
w przypadku plaszczyznyR2, uogólnienie na przestrzenR3 bedzie latwym cwiczeniem dla
Czytelnika.

Chcac zmierzyc pole zbioruA pokrywamy go siatka kwadratów o bokue i obliczamy dWie
liczby:

N (e) = liczba kwadratów przecinajacych zbiórA,
n (e) = liczba kwadratów zawartych w zbiorzeA.

Nastepnie przechodzimy do granicy dlae -> O i kladziemy

m(A) = lim eZ • N(e) = lim e2 'n(e), o ile obie granice istnieja i sa równe.
e~O e~O .

Dowodzi sie, ze tak zdefiniowana miara Jordana jest niezmiennicza ze wzgledu na izometrie.
Miara Jordana odpowiada pojeciu dlugosci (w R), pola (w R2) czy objetosci (wR3). Np.
dwuwymiarowa miara Jordana prostokata jest iloczynem jednowymiarowych miar jego boków.

Cialo zbiorów mierzalnych w sensie Jordana jest dosc obszerne. W szczególnosci wielokaty na
plaszczyznie sa mierzalne wzgledem miary Jordana. Z latwoscia dowodzimy teraz koniecznosci
warunku równosci pól w twierdzeniu Bolyaia-Gerwiena. Wystarczy powtórzyc przeprowadzone
na pQczatku rozumowanie traktujac pole wielokata jako jego miare Jordana i korzystajac z jej
addytywnosci i niezmienniczosci.
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Widac tez od razu, ze w twierdzeniu Banacha-Tarskiego zbiory, na które rozkladamy kule,
musza byc niemierzalne nie tylko wzgledem miary Jordana, ale takze wzgledem kazdej innej
miary niezmienniczej, wzgledem której obie kule byly mierzalne.

Pojawia sie naturalne pytanie, czy paradoks Banacha-Tarskiego mozna powtórzyc na
plaszczyznie. Czy istnieja np. dwa wielokaty o róznych polach równowazne przez rozklad
skonczony. Nadzieje na to przekresla nastepujace twierdzenie Banacha:

Twierdzenie. Na plaszczyznieR2 istnieje uniwersalna, niezmiennicza ze wzgledu na izometrie
miara skonczenie adriytywna, rozszerzajaca miare Jordana.

Zbiór przeksztalcen, który wraz z dwoma
przeksztalceniami zawiera ich zlozenie oraz

przeksztalcenia odwrotne do kazdego z nich
i jest niepusty, nazywamy grupa
przeksztalcen.
Kazdy zbiór przeksztalcen wzajemnie
jednoznacznych okreslony przez warunek

postaci: to wszystkie przeksztalcenia, które
zachowuja ... " tworzy grupe. W szczególnosci
grupe tworza izometrie.

Z twierdzenia Banacha wynika natychmiast, ze jesli dwa mierzalne w sensie Jordana podzbiory
plaszczyzny sa równowazne przez rozklad skonczony, to maja te sama miare Jordana.

Sytuacja na plaszczyznie jest zatem calkQwicie odmienna od sytuacji w przestrzeni trójwymiarowej
Skad bierze sie ta zasadnicza róznica? Okazuje sie, ze powody leza w algebraicznej strukturze
grup izometrii. Podstawowym krokiem w dowodzie twierdzenia Banacha-Tarskiego jest
znalezienie dwóch izometriirp i lp przestrzeni R3 (w istocie sa to obroty wokól dwóch róznych osi
przechodzacych przez poczatek ukladu wspólrzednych) o tej wlasnosci, ze równosc

nie zachodzi dla zadnych, róznych od zera, liczb calkowitychkI, /,. Oznacza to, ze grupaG'I'.'I'
zlozona ze wszystkich izometrii postaci

jest tzw. grupa wolna o dwóch generatorachrp i lp. Analiza dowodu twierdzenia Banacha-
Tarskiego pokazuje, ze wlasnie obecnosc wolnej podgrupyG'I','I' w grupie izometrii R3 umozliwia
swobode w manipulowaniu punktami niezbedna do uzyskania paradoksalnego rozkladu.

Argumentu powyzszego nie da sie zastosowac w przypadku plaszczyzny. "Latwo" bowiem
wykazac, ze jeslirp i lp sa dowolnymi izometriami plaszczyznyR2, to

co dowodzi, zeG"" 'I' nie jest grupa wolna o generatorachrp i lp.

Przez ind~kcje definiujemy zstepujacy ciag podgrup grupy G:

Istnienie miary, o której mówi twierdzenie Banacha, zagwarantowane jest przez tzw.
rozwiazalnosc grupy izometrii plaszczyzny.
Przyjrzyjmy sie temu pojeciu.

Jesli G jest dowolna grupa przeksztalcen, to przez[G, Gl oznaczamy zbiór zlozony ze wszystkich
przeksztalcen postacif o g o f-lo g-l, gdzief, g E G. Okazuje sie, ze zbiór[G, Gl jest podgrupa
grupy G.

G,+, = [G" G.].Go = G,

00 co

= 2: k·(I_q)·qk-l = 2: k·qk-L
k=1 k=1

Rozwiazanie zadania M 469. Oznaczmy przez

X liczbe rzutów. Wtedy P(X = k) = p' qk-l,
gdzie q = 1 - p, co wynika z niezaleznosci
rezultatów kolejnych rzutów. Obliczmy EX.

co

EX= 2: k'p'qk-' =
k=1

co 00

- J; k'qk = 2: (m+l)'qln_
k=l 111=0

Jesli zdarzy sie, ze dla pewnej liczbyn grupa G, jest trywialna: G,= {id}, to mówimy, ze grupa G
jest rozwiazalna.

00 co co

- 2: k'qk = 2: 111' q" + 2: q"-
k= l m=O 111=0

00 l I
- 2: k'qk= l-q = p'k=1

Zauwazmy, ze grupa G jest przemienna wtedy i tylko wtedy, gdy G,= [G, Gl = {id}. Kazda
grupa przemienna jest wiec rozwiazalna. Nietrudno sprawdzic, ze grupa G izometrii plaszczyzny
jest tez rozwiazalna (G3 = {id}, wystarczy pokazac, zeG2 jest grupa przesuniec).

Prawdziwa jest nastepujaca ogólniejsza wersja twierdzenia Banacha:

RozwilIzanie zadania M 470. Skorzystamy

z wyniku poprzedniego zadania. W pierwszym

rzucie otrzymujemy pewien wynik. Teraz

prawdopodobienstwo uzyskania innego

wyniku w pojedynczym rzucie wynosi ~ '

zatem sredni czas oczekiwania jest równy ~ .
5

Podobnie, srednie czasy oczekiwania na

kolejne "brakujace" liczby oczek wynosza
6 6 6. 6 ...
"'4' 31 2" 1 T' sumUjac Je otrzymuJePlY

( I l I I I )6 1+ 2" + 3" + 4" + "5 + 6" = 14,7.

Twierdzenie. Jesli G jest rozwiazalna podgrupa grupy izometrii przestrzeni R'(n = 1,2,3, ... ), to
w przestrzeni R' istnieje skonczenie addytywna miara uniwersalna rozszerzajaca miare Jordana
i niezmiennicza ze wzgledu na izometrie nalezace do grupy G.

Z tego twierdzenia wynika w szczególnosci, ze paradoksalnego rozkladu kuli nie udaloby sie
uzyskac uzywajac wylacznie przesuniec i obrotów wzgledem osi o ustalonym kierunku (dlaczego?).

Warto podkreslic, ze dowód twierdzenia Banacha najlatwiej przeprowadza sie metodami analizy
funkcjonalnej. Jest to wiec kolejna, obok geometrii, algebry, teorii miary i teorii mnogosci
dyscyplina matematyczna "zaangazowana" w te zagadnienia. Miedzy innymi dzieki tej
róznorodnosci uzywanych technik problematyka ta stanowi interesujace pole badan.

Na zakonczenie przypomnijmy otwarty dotychczas problem sformulowany przez A. Tarskiego
w 1924 roku: czy kolo i kwadrat o tych samych polach sa równowazne przez rozklad skonczony?

Te nowa wersje kwadratury kola pozostawimy C~ytelnikowi jako zadanie na dlugie zimowe
wieczory (najblizszych, oby tylko kiJku, zim).
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