
Rozwi".anie .adania M li08.
Niech p b<:dzie prawdopodobienstwem
otrzymania orla w pojedynczym
rzucie, q = 1 - Pi niech u'" oznacza
szukane prawdopodobienstwo.
Mamy u" = qU,,-l + p(l - u,,-l\.
Istotnie, je~li w pierwszym rzucie
wypadl orzel, w pozostalych ma
wypa~c nieparzysta liczba orlów. Jesli
reszka - parzysta. Zauwazmy, ze
u" - t = (q - P)(U"-i - t). Poniewaz
Uo = l, mamy u" - t = t(q - p)", czyli
u" = t + t(q - p)".

Ro.wi".anie " ••dani ••M lilO.
Poniewaz sin2 x = t(1- cos2x), mamy

sin2 1 + sin2 2 + ... + sin2 n
Hm ------------- n
l cos 2+ cos 4+ ... + cos2n= - - Hm -------------.
2 n._Q:) 2n

Ostatnia granica jest równa zeru, gdyz
ciag

cos 2+ cos 4+ + cos2n =
= Re(e2i + e.i + + e2"i) =

( 2i l - e2"i )
=Re e ----1- e2i

jest ograniczony. Szukana granica jest
wiec równa t.

Rozwi".anie .adania F 24'1.
Oznaczmy przez a stosunek obj<:to~ci
lodu do objetosci zajmowanej przez lód
porowaty, przez {3- czeU lodu, która
ulegla stopieniu.

Objetosc wody, która,powstala przy
topnieniu lodu, jest równa

V", =a·{3·h·k·S,

gdzie S jest polem powierzchni
przekroju szklanki. Pozostala masa
lodu wynosi (p - gestoU lodu)

mL = (1 - (3)a . h . p' S.

Korzystajac z prawa Archimedesa
otrzymujemy objetosc zanurzonej
czesci lodu

Vi = (1.- (3)a . h . k . S,

a stad wysokosc poziomu wody
V., +Vi

H = --S-- = a .h .k = 0,54 h.
Od momentu, gdy lód zaczyna plywac
w wodzie, dalsze topnienie nie ma
wplywu na poziom wody w szklance.

Norma 2-adyczna

Kwadrat nie moze byc podzielony na nieparzysta liczbe trójkatów o równych polach.

Nim przystapimy do dowodu tego twierdzenia, przedstawimy dwa ogólne rezultaty,
na których bedziemy sie opierali. Dowód pierwszego z nich wymaga zaawansowanych
rozwazan algebraicznych, których przedstawienie przekracza mozliwosci tego artykulu.

1. W zbiorze liczb rzeczywistych mozna wprowadzic tzw. norme 2-adyczna, tzn.
okreslic funkcje, przyporzadkowujaca dowolnej liczbie rzeczywistejx liczbe rzeczywista
nleujemnallxll, spelniajaca warunki:

a) IIxll = O wtedy i tylko wtedy, gdy x = O,

b) II~II= 2.

Dla dowolnych liczbx, y

c) IIx . yll = lIxII: lIyll,

d) IIx+ yll ~ max(lIxll, lIyll)·

Z c) wynika, ze 11111= 11111. 11111,a wiec 11111=1. Podobnie, II - 111. II- 111= 1, czyli
11- 111= 1. W konsekwencji, dla dowolnegox mamy 11- xII = \lxII.

Norma 2-adyczna ma równiez wlasnosc:

e) jesli \lx\l > \lyll, to \Ix + y\l = IIx\l.

Istotnie, na podstawie d) mamy IIx+ yll ~ max(lIx\l, \lyll) = lIxii. Z drugiej strony,
\lx\l = \Ix + y + (-y)1I ~ max(lIx + y\l, lIyll)· Stad i z faktu, ze lIyll< \lxII wynika, ze
\lxII ~ \Ix + yll· W konsekwencji IIxll = IIx+ yll·

Nietrudno teraz zauwazyc, ze jesli niezerowa liczbe wymierna w,przedstawimy w
postaci w = 2k • l!., gdzie k jest liczba calkowita, zasp,q -liczbami calkowitymiq

nieparzystymi, to liwII= 2-k•

2. Zalózmy, ze pewien czworokat na plaszczyznie podzielono na trójkaty i kazdy z
wierzcholków trójkatów podzialu pomalowano na jeden z trzech kolorów: zielony,
niebieski, czerwony w ten sposób, ze na zadnej prostej nie leza punkty wszystkich
trzech kolorów oraz ze dwa sasiednie wierzcholki czworokata sa pomalowane jednym
kolorem, a dwa pozostale - pozostalymi. Wówczas pewien trójkat podzialu ma
wierzcholki róznokolorowe.

Zalózmy, ze jednokolorowe wierzcholki czworokata sa niebieskie. Boki trójkatów
podzialu sa podzielone przez wierzcholki róznych trójkatów na odcinki. Zauwazmy ze
na obwodzie trójkata, którego wierzcholki nie sa róznokolorowe, lezy parzysta liczba
odcinków, których jeden koniec jest niebieski, a drugi czerwony. Jesli wiec zaden
trójkat podzialu nie ma róznokolorowych wierzcholków, to sumujac liczby takich
odcinków na obwodach tych trójkatów, otrzymamy liczbe parzysta, Zauwazmy, ze
przy tym sumowaniu kazdy odcinek, który nie lezy na obwodzie czworokata, byl
liczony dwukrotnie, a kazdy odcinek z obwodu - jednokrotnie. Wynika stad, ze liczba
tego typu odcinków, lezacych na obwodzie czworokata, jest parzysta. Jest to jednak
niemozliwe, bo na boku czw?rokata o koncach niebieskich lezy parzysta ich liczba, a
na pozostalych nieparzysta.

Przejdziemy teraz do dowodu sformulowanego na poczatku twierdzenia. Poniewaz
norma 2-adyczna jest funkcja przyjmujaca wartosci rzeczywiste nieujemne, wiec
mozemy podzielic plaszczyzne na trzy rozlaczne zbiory:

z = {(x, y) : IIxll < 1, \lyll < l}, N = {(x, y) : \lxII ~ 1, IIxll ~ lIy\l},

C = {(x, y) : \lxII < lIy\l, \lyll ~ l}.
Pomalujmy punkty pierwszego z tych zbiorów na zielono, drugiego na niebiesko i
trzeciego na czerwono. Zauwazmy, ze

I. Jesli (XI,YI) jest punktem zielonym, a(X2,Y2) - niebieskim (czerwonym), to
(X2 - XI,Y2 - yI) jest punktem niebieskim (czerwonym).

\

Istotnie, gdy (X2' Y2) jest punktem niebieskim, to z wlasnosci normy 2-adycznej
otrzymamy, ze IIx2 - fIli = \lX2\1 ~ T. Poniewaz \lX2\1 ~ IIY211oraz IIYIII < 1, wiec
\lX2 - XI\l ~ max(IIY211,IIYIII) ~ \lY2- YI\l. Punkt (X2 - Xl, Y2- yI) jest wiec tez
niebieski. Dowód dla punktu czerwonego jest podobny.
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ll. Na zadnej prostej nie leza punkty wszystkich trzech kolorowo

. Zalózmy, ze jest inaczej. Przesuwajac prosta, na której leza punkty wszystkich ·trzech
kolorów, równolegle w ten sposób, by punkt zielony przeszedl na (0,0) i korzystajac
z 1. mozemy zalozyc, ze punkt czerwony(Zl,1/I) i niebieski (Z2,1/2) leza na. prostej
przechodzacej przez (0,0). Istnieje wiec liczba ~ taka, zez~ = ~Z2, 1/1 = ~1/2. Zatem
IIZ111 = 1I~III1Z211, 111/111= 1I~1I111/211·Poniewaz IIz111 <: 111/111i ~ i- 0, wiec IIz211 < 111/211,
co jest niemozliwe. '

Zalózmy, ze kwadrat o wierzcholkach (0,0), (0,1), (1,0), (l,l)podzielono nan
trójkatów o równych polach. Wierzcholek (0,0) jest zielony, (0,1) - czerwony, a dwa
pozostale - niebieskie. W mysl 2, którys z trójkatów podzialu ma róznokolorowe.
wierzcholki. Przesunmy ten trójkat równolegle tak, by wierzcholek zielony przeszedl
na (0,0). Z 1. wynika, ze pozostale wierzcholki nie zmienia kolorowo Zalózmy, ze po
przesunieciu wierzcholkiem czerwonym jest(Zl,1/1), a niebieskim - (Z2,1/2)' Pole
trójkata o wierzcholkach (0,0),(Zl,1/1), (Z2' 1/2) jest równe ~ = !IZ11/2 - Z21/11.

Poniewaz IIz111 < 111/111i IIz211 ~ 111/211,wiec IIZ11/211 < IIZ21/1II· Zatem II~II =
= 1I!lIl1z211111/111~ 2· 1 . ,1 = 2. Wynika stad, zen jest liczba parzysta, ggyz jak
zauwazylismy, dla nieparzystegon mamy II ~II = 1.

Jak dobrze wiadomo CzytelnikomDelty, przy wielokrotnym rzucie symetryczna
moneta do uzyskania orla potrzebne sa srednio dwa rzuty (zadanie M 469Delta
5/1987). Jasne jest, ze taka sama jest srednia liczba rzutów potrzebna do otrzymania
reszki. A co sie dzieje przy oczekiwaniach na serie dlugosci dwa? Wówczas sytuacja
zmienia sie radykalnie. Jak nietrudno sprawdzic, srednia liczba rzutów potrzebna do
uzyskania dwóch orlów pod rzad jest 6, natomiast dla uzyskania serii (O,R) potrzeba
srednio tylko 4 rzuty. Róznice te sa jeszcze bardziej widoczne przy oczekiwaniach na
dluzsze serie; i .tak na przyklad do uzyskania serii (O,O,R,R,O,O) potrzeba srednio
70 rzutów, dla serii(0,0,0,0,0,0) az 126,podczas gdy dla serii (O,O,O,O,O,R)
wystarczaja srednio 64 rzuty, czyli prawie dwukrotnie mniej! Obliczenie czasów
oczekiwania w tym przypadku wymaga dosc zmudnych rachunków. Okazuje sie
jednak, ze przy uzyciu podstawowych faktów z teorii martyngalów mozna latwo
wyliczac srednie czasy oczekiwania na serie dowolnej (skonczonej) dlugosci przy
wielokrotnym powtarzaniu doswiadczenia nawet bardziej skomplikowanego niz rzut
moneta· .
Sprecyzujmy dokladnie problem. Zalózmy, ze powtarzamy wielokrotnie doswiadczenie
losowe Z, w pojedynczej próbie mozemy otrzymac co najwyzej przeliczalna liczbe
wyników (kazdy z dodatnim prawdopodobienstwem). Oznaczmy zbiór tych wyników
przez.W. NiechA = (a1,a2, ... ,am) bedzie dowolnym ciagiem, którego wyrazami
sa elementy zbioruW i oznaczmy przezTA pierwszy moment pojawienia sie seriiA
w ciagu powtórzen doSwiadczeniaZ. Pytamy sie, ile razy trzeba srednio powtórzyc
doswiadczenie Z, by uzyskac serieA. I

Probabilistyczny model jest nastepujacy: dana jest dyskretna zmienna losowa
Z o zbiorze wartosciW oraz ciag (Zl, Z2'.") niezaleznych zmiennych losowych
okreslonych na przestrzeni probabilistycznej (O,P) o rozkladach prawdopodobienstwa
takich samych jak rozkladZ. Wtedy TA jest zmienna losowa przyjmujaca wartosci w
zbiorze liczb naturalnych, okreslona nastepujaco

TA (w) = mi~{k : Zk(W) = am, Zk-1(i.I1)= am-1, ... , Zk-m+1(W)= ad.
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