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W roku 1871 ukazala sie praca Georga Cantora inicjujaca badania nad pojeciem
zbioru. Niewiele osób wrózylo wówczas temu pojeciu tak wielka przyszlosc, jaka stala
sie jego udzialem. Pojecie zbioru jest dzis podstawowym pojeciem matematyki.

Niech X oznacza pewna zbiorowosc (mnogosc) naj rózniejszych przedmiotów. Zbiór
(w znaczeniu zwyklym - klasycznym, cantorowskim) rozumiany jest wtedy jako zespól
Z tych przedmiotów z X, które wyróznia jakas wspólna wlasnosc. Zatem przedmiot
nalezy do pewnego zbioru, .gdy ma okreslona wlasnosc, nie nalezy do niego, gdy
tej. wlasnosci nie ma. Przy takim ujeciu zaklada sie milczaco, ze dany konkretny
przedmiot moze pewna wlasnosc miec lub jej nie miec, czyli moze do zbioru nalezec
lub nie. Innej mozliwosci nie ma. Przykladem moze byc zbiórA liczb calkowitych
wiekszych od -3 i mniejszych od 4

A= {x E C: -3 < x < 4} = {-2,-1,0,1,2,3},

gdzie C oznacza zbiór wszystkich liczb calkowitych (rys.l).

Nie jest to jedyny sposób przedstawienia zbioru. Zbiór mozna równiez dobrze okreslic'
podajac jego funkcje charakterystyczna.

Funkcja charakterystyczna zbioruZ C X nazywamy funkcjeXz : X --> {O, l}
okreslona wzorem

(1)
{l,Xz(x) = O,

gdy x E Z,
gdy x f/. Z.

Zbiór Z mozna wtedy przedstawic w postaci zbioru par

Wspomniany zbiórA wygladalby nastepujaco

A = {... , (-4, O), ( -3, O), ( -2,1), (-1, 1),(O, 1), (1, 1), (2, 1), (3, 1), (4,O), (5, O), ... } .

Z = {(x,Xz(x))} .(2)
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Rys.2 Wykres funkcji XA przedstawia rysunek 2.

Zycie codzienne dostarcza nam jednak przykladów, gdzie podobna Interpretacja, tzn.
dokladne wskazanie elementów przynaleznych do zbioru (czyli maja~ych okreslona
wlasnosc), nastrecza duze trudnosci.

Dla przykladu wezmy "wysokiego mezczyzne". Czy wysoki mezczyzna to ten,
który ma co najmniej 180 cni, czy 185 cm, czy tez dopiero 193 cm wzrostu? Widac
wyraznie, ze nie mozna tu w zaden sposób przeprowadzic naturalnej i sensownej
granicy miedzy "mezczyzna wysokim" a tym, który nim nie jest. Stwierdzenie,
ze np. wysocy sa tylko ci, którzy maja powyzej 185 cm wzrostu, jest tu, oczywiscie, .
sztuczne. Bo co zrobic z mezczyzna, który ma 184 c.m wzrostu? On jest przeciez tez
"wysoki" , podobnie jak i ten, który ma 183 cm wzrostu.

Analogicznie przedstawia sie sprawa z pojeciem "lysy". O czlowie.ku, który nie ma ani
jednego wlosa na glowie, z pewnoscia powiemy, ze jest lysy; ale co zrobic z tym, który
ma pewna ilosc wlosów na glowie, choc nie za bardzo zaznaczona?

Roswi~saniesadania M 613.
Zal6i:my, i:e a i b Sll, wzglednie
pierwsze. Je,(Jit + ~ = k, to
a2 + b' = abk, czyli b2 = a(bk - aj.
Znaczy to, zeb2 jest podzielne
przez a. Jest to mozliwe tylko dla
a = ±1. Podobnie b = ±1. Tak wiec
w~r6d par liczb wzglednie pierwszych
rozwilloZaniami SA tylko (±l, ±l).

Ogólnie: liczba t + ~ jest calkowita
tylko dla a = ±b.

Podobnie, jak .okreslic cene za 100 Kg ziemniaków, oferowanych' w róznych punktach
sprzedazy. Czy cena 2500 zl jest "wysoka", czy nie? Jak wyglada "wysokosc" tej ceny
dla 2800 zl, 3000 zl czy tez 3200 zl?

W celu unikniecia takich niescislosci L. A. Zadeh wprowadzil w 1965 roku pojecie
zbioru rozmytego (ang.fuzzy set). Analogicznie do zaleznosci (1) i (2) zbiór rozmytyZ
okreslony w obszarze rozwazan X mozna przedstawic jako zbiór par

(3)

gdzie P,z : X --> [O, l] jest tzw, funkcja przynaleznosci, która kazdemu elementowi
:z: E X przyporzadkowuje stopien przynaleznosci do danego zbioru rozmytego: od
nieprzynaleznosci (P,z(x) = O) poprzez przynaleznosc czesciowa(O < Jtz(x) < 1), do
calkowitej przynaleznosci (P,z(x) = 1).
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Dla ilustracji zalózmy, ze funkcja przynaleznosci zbioru rozmytegoF
przedstawiajacego "wysokiego mezczyzne" wyglada tak, jak na rysunku 3. Mozna.
ja interpretowac nastepujaco: mezczyzny ponizej 160 cm nie uznajemy na pewno za
'wysokiego, mezczyzne powyzej 185 cm na pewno uznajemy za wysokiego, a mezczyzne
o wzroscie od 160 cm do 185 cm uznajemy za wysokiego w pewnym stopniu (170 cm -
wysoki w stopniu 1/2), przy czym tym bardziej, im blizsze 1 sa wartosci funkcjiJLr

150 160 170 1BO 190 w cm

RY8,3

A oto inne przyklady zbiorów rozmytych.

Niech X = {l, 2, 3, 4,5,6,7,8,9, la}. Rozmyty zbiór "kilka" w przestrzeni X mozna;
okreslic jako

Poniz8zy, upr08zczony bardzo przyklad
pozwoli zapoznac Czytelnika z
pewnym za8to8owaniem pojecia
rozmytosci w wybranym problemie
ekonomicznym.

Przyjmijmy, ze na pewnym terytorium
znajduja 8ie dwa zaklady produkcyjne
A i B produkujace ten 8am wyrób
przy róznym koszcie jedno8tkowym.
Ceny tego wyrobu 8a wiec równe:
kA i kB. Moze 8ie zdarzyc, ze ceny
te nie 8a 8tale i nie kazda cena je8t
mozliwa do przyjecia. Ceny zbyt
wY80kie moga wywolac niezadowolenie,

- a ceny zbyt ni8kie moga 8powodowac
upadlo U zakladu. CenykA i kB
mozna wówczas potraktowac jako
ro'Zmyte okreslajac funkcje mozliwosci
(przynaleznOlIci) wprowadzenia róznych
cen wyrobów obu zakladów (powolujac
np. grupe ek8pertów proponujacych
rózne ceny). Powiedzmy, ze w
zakladzie A- rozwazano cztery warianty
cen, a w zakladzieB trzy warianty,
przy czym kazda z proponowanych
cen ma odpowiedni 8topien realnosci
funkcjonowania na rynku. Pokazuja to
tabele:

~~
k

I'A(k)

k

I'B(k)

l
0,5 EE 3

0,3

"kilka"= {(l, O), (2, i) , (3, ~) , (4, ~) ,(5,1)', (6, ~) , (7, ~) , (8,i) ,(9, O) ,(10, O)}.

Oznaczmy przezd zbiór bulek pieczonych dzisiaj, przezw - zbiór bulek pieczonych

wczoraj, przezp - przedwczoraj., Umówmy sie, ze wartosc funkcji przynaleznosci
dan'a bedzie równosciami:JL(d) = 1, JL(w) = 0,5, JL(p) = O, 1. Otrzymujemy zbiór
rozmyty, który mozna traktowac jako matematyczne ujecie terminu "swieze bulki":
bulki pieczone przedwczoraj sa "swieze" w stopniu 0,1, bulki wczorajsze .sa "swieze"
w stopniu 0,5, a dzisiejsze sa rzeczywiscie "swieze" (w stopniu 1).

Zauwazmy, ze zwykly zbiór mozna traktowac jako zbiór rozmyty, a jego funkcja
przynaleznosci jest funkcja charakterystyczna.

Na zbiorach rozmytych mozna wykonywac dzialania podobnie jak na zbiorach,
zwyklych. Pokazemy, jak to mozna czynic, wskazujac jednoczesnie na pewne róznice.

Zalózmy, ze w pewnym zbiorze rozwazan X mamy dwa zbiory rozmyteA i B
o funkcjach przynaleznosci odpowiednioJLA i JLB'

Zbiory te sa równe, gdy dla dowolnegox jest JLA(X) = JLB(x), MÓYii~y zas, ze zbio~A
jest zawarty w zbiorzeB, gdy JLA(z) ~ JLB(z) dla kazdego z E X. Aby okreslic sume
(A U B), czesc wspólna(A n B) i uzupelnienie (A'),·wystarczy podac wartosci ich
funkcji przynaleznosci dla z E X:

JLAUB(z) = max{JLA(z),JLB(z)},

JLAnB(Z) = min{JLA(z),JLB(z)},

JLA/(x) = 1- JLA(z).

Powyzej okreslone dzialania sa uogólnieniem dzialan na zwyklych zbiorach i maja
wiele wlasnosci tych dzialan.

Nie maja jednak wszystkich wlasnosci. Np. nie sa spelnione warunkiA U A' = X,
A n A' = 0 (JLe(z)== o i JLx(x) == 1). Mozna to latwo sprawdzic na przykladzie zbioru
"kilka" ..

Metody teorii zbiorów rozmytych bywaja przedmiotem wielu dyskusji i znajduja
obecnie coraz wieksze zastosowanie we wspomnianych wyzej naukach, a takze

w technice (np. teoria systemów i sterowania). Okazuje sie bowiem, ze problem
"rozmycia" mozna badac scislymi metodami matematycznymi, a pewien sceptycyzm
oraz nieufnosc w efekty tej nowej teorii wynikaja zwykle z jej nieznajomosci.

Przedstawione tutaj pojecie zbioru rozmytego, zilustrowane kilkoma przykladami,
znajduje szczególnie szerokie zastosowanie w naukach "miekkich", takich jak
medycyna, ekonomia, psychologia. Wystepujace w nich okreslenia: zdrowy czlowiek,
maly popyt, duza wydajnosc, dobry pracownik, wysoka cena itp., czesto prowadza, jak
widzielismy, do wieloznacznosci i nieporozumien, gdyz zawieraja zbyt duzo "rozmycia".

Z tych tabel widac, ze najbardziej
realna cena dla zakladuA to cena
nr 3, a dla zakladu B cena nr 2.

Majac funkcje przynaleznosci cen dla
obu zakladów mozna zaintere80wac
8ie problemem u8talenia zbiorowosci
nabywców wyrob6w rozwazanych
zakladów (przy zalozeniu, ze 8a
sprzedawane tylko w miejscowosciA
i odpowiednio B). Stawiamy zadanie
znalezienia granicy rozdzielaj acej
klient6w kupujacych w miejscowosciA
od klientów kupujacych w miejscowosci
B. Przyjmujemy doU naturalne
zalozenia, ze cena p przejazdu jednego
kilometra jest stala oraz ze klient
chce placic jak najmniej. Niech
C bedzie miejscem zamie8zkania
pewnego klienta. Odleglosc C od
A i B jest odpowiednio dCA i dc B .
Wtedy dla klienta zlokalizowanego
w punkcie C koszt zakupu wyrobu
z zakladu A wyno8i dCA' p + kA
jednostek platniczych, a z zakladuB
wynosi dCB ' p + kB jednostek.
SZ:Ikana granice stanowi wtedy zbiór
punktów spelniajacych równanie:
dCA' P +kA = dCB ,p + kB' Wielkosci
dCA i dCB (a wiec i potencjalny
klient) beda, zmienne w zaleznosci od
przyjetych cenkA i kB.

AuB=BuA

AU(BUC)='(AUB)UC
AnB=BnA

A n (B n C) = (A n B) nC

A U (B n C) = (A U B) n (A U C) }An (B U C) =(An B) U (An C)

(A')' = A

(AU B)' = A' n'B'}(A n BY = A' U B'

- przemiennosc

- lacznosc

- przemiennosc

- lacznosc

- rozdzielnosc

- inwolucja

- prawa de Morgana
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