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(;cneratoralui grupy izoluetrii
os.niokata foremnego sa np. ohrót. o
kat n/4 i symetria wzgledem prostej
przechodz'lC'ej przez wierzcholek
wielokata i jego srodek symetrii. Rzad

obrotu o kat n / 4 równy jest 8, rzad
ohrotu o S1r/4 tez 8, a rzad ohrot\). o
n /2 jest równ)' 4.

Gf"neratol'anli grupy izollletrii
pla.szczyzny sa np. wszystkie sYluetrie
osiowe albo tez symetrie wzgledem
wszystkich prostych przechodzacych
pl'r.ez ustalony punkt i jeszcze jednej
prostej nie przechodzacej przez ten
punkt. Rzad synletrii osiowej jest
r6wuy 2. Rzad przesuniecia o wektor
nie,.erowy jest nieskOllczony. Rzad

2k
obrotu o kat -n. g'dzie k i nsan
wzg'lednie pierwsze. jest r6wnyn. Rzad
ohrotu o kat niewsp6huif'rny z7r jest.
nieskollczony.

W artykule tym chcialbym zapoznac Czytelnika z pewnym otwartym do tej pory
problemem z teorii grup oraz przedstawic zwiazek tego problemu ze slynnym
problemem Burnside'a. Z pojeciem grupy CzytelnicyDelty mieli okazje spotkac
sie niejednokrotnie, samo pojecie wchodzi zreszta w zakres programów szkolnych'

(np. grupy izometrii). Nie bede wiec omawial szczególów, przypomne jedynie definicje
i przejde od razu do rzeczy. Niepusty zbiór G z operacja(x, y) f---> xy prowadzaca
od par elementów do elementów G nazywamy grupa, jesli spelnione sa nastepujace
aksjomaty:

(i) Dzialanie grupowe jest laczne, tj. dla dowolnychx, y, z E G mamy

x(yz) = (xy)z.

(ii) Istnieje element e (jednosc grupy) taki, ze

xe = ex = x

dla kazdego elementu x grupy G (element taki jest jedyny).
(iii) Kazdy element x grupy G ma odwrotnosc X-l, tj. taki element, ze

-I -lxx = X X = e

(odwrotnosc taka jest wyznaczona przezx jednoznacznie).

Podgrupa grupy G nazywamy podzbiór, który sam jest grupa ze wzgledu na dzialanie

grupowe. Wynika stad, ze kazda podgrupa zawiera jednosce oraz wraz z para
elementów zawiera ich iloczynxy i ich odwrotnosci. Ogólnie mówiac, j~srr Go jest

podgrupa, G i zawiera elementyx i y, to zawiera równiez wszystkie elementy postaci

(1) z = xa1 y"1 xa2 yb, ... xanybn ,

gdzie wykladniki ai i bi sa liczbami calkowitymi (przyjmujemy przy tymXO = e dla
dowolnego x). Latwo zam-yaiyc, ze dla dowolnych x i y w grupie G zbiór elementów
postaci (1) jest podgrupa, G, przy czym jest.to najmniejsza podgrupa zawierajacax i
y. Mówimy o tej podgrupie, ze jest generowana przezx i y. Podobnie mozna mówic
o podgrupie Go C G generowanej przez elementyXl, X2, ••• , Xk. Sklada sie ona z

iloczynów poteg (dodatnich lub ujemnych) tych elementów. Jezeli Go= G, to mówimy,
ze grupa G mak generatorów i elementy Xi (i = 1,2, ... ,k) sa jej generatorami.
Oczywiscie jakies inne elementy w innej ilosci równiez moga generowac grupe G.
Istnieja grupy nie majace skonczonej liczby generatorów, tj. wieksze od kazdej swojej

podgrupy generowanej przez skonczona liczbe elementów (tak jest dla grupy wszystkich
przesuniec prostej). Jesli idzie o grupe generowana przez pojedynczy elementx, to
mamy dwie mozliwosci. Albo istnieje liczba naturalna k taka, ze Xk = ej wtedy istnieje
tez taka najmniejsza liczba naturalna ko, zwana rzedem elementu x, ze Xko == e. W tym

przypadku grupa generowana przezx ma dokladnie ko elementów XO = e, x, x2, ... ,

xko -I i branie wiekszych wykladników prowadzi do poprzednich elemen tów, bo
Xko = xo~ xko+1 = x itd. Grupa taka jest z punktu widzenia teorii grup nieodróznialna

od grupy obrotów ko-kata foremnego (mówimy, ze obie grupy sa izomorficzne).
W drugim przypadku wszystkie potegixk, k = O, ±1, ±2, ... , sa rózne i grupa

generowana przezx jest izomorficzna z grupa, wszystkich liczb calkowitych
z dodawaniem jako dzialaniem grupowym. Mówimy w tym przypadku, ze rza,d

elementu x jest nieskonczony. Oczywiscie grupa generowana przez jeden element musi
byc przemienna, tj.xy = yx dla dowolnych jej elementów.

W roku 1902 W. Burnside postawil pytanie, czy grupa o skonczonej liczbie
generatorów, której wszystkie elementy maja rzedy wspólnie ograniczone (tj. istnieje
stala M taka, ze rzedy wszystkich elementów grupy sa skonczone i nie wieksze odM),

musi byc grupa skonczona. Problem ten przez ponad pól wieku pozostawal nie
rozstrzygniety, nie znana byla tez odpowiedz na jego slabsza wersje, w której warunek
wspólnej ograniczonosci rzedów elementów grupy jest zastapiony przez skonczonosc

tych rzedów (warunek oczywisty, bo element rzedu nieskonczonego generuje grupe
nieskonczona). Problem ten rozstrzygneli matematycy radzieccy. W roku 1959
P. S. Nowikow zaanonsowal (bez podania dowodu) istnienie nieskonczonej grupy
o dwóch lub wiecej generatorach, dla której rzedy wszystkich elementów sa dzielnikami

pewnej liczby n ~ 72.
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FiZYCZnE nOWInHl

Sbbsz~ WNSj<; rozst.rzygn:1,1 negat.ywnie E. S. Golod w roku1964, a pelny dowód
wersji silniejszej podali w r\,ku 1968 S. 1. Adjan i P. S. Nowikowj rezultat byl nieco
slabszy niz anonsowany uprzednio przez Nowikowa. Udowodnili oni, ze jezelin jest.
licZ'b~ nieparzyst:1" nie mniejsz~ niz 4381i m ? 2, to istnieje grupa nieskOllczona
o m generat.orach, której kazdy element spelnia w;J.runekx" = e. Jest to jeden
z najtrudniejszych wyników t.eorii gru p, trzyczesciowa praca Adjanai Nowikowa liczy

ponad 300 stron druku i uzywa ponad 500 lematów.

Problein, o którym chce tu opowiedziec, równiez formuluje sie bardzo prost.o. Nie
jest on do tej pory rozwiazany. Mianowicie jest to pyt.anie nastepujace: czy jezeli
dla. grupy G istnieje stalaC taka, ze dla dowolnych skOJlczonych podzbiorówA i B
grupy G mamy

Jezeliby jeszcze cos zalozyc o grupie G spelniajacej warunek (2), to wtedy latwiej
mozna by rozwiazac nasz problem. Na przyklad zakladajac przemiennosc grupy G

i spelnianie warunku (2) mozna udowodnic jej skonczonosc (niemal to uczynilismy
w tym artykule), podobnie mozna by to zrobic zakladajac tzw. rozwiazalnosc grupy
G lub czyniac jeszcze inne zalozenia. Nas interesuje jednak ten problem w calej jego
ogólnosci. Czytelnika pragnacego poglebic te tematyke mozemy skierowac do ksiazki

A. G. l{urosza Teoria Grup (po rosyjsku), Moskwa 1967 (wydanie III), w szczególnosci
str. 497-500 - oczywiscie nie moze tam byc mowy o dowodzie Adjana i Nowikowa, a

nawet wynik Goloda cytowany jest bez dowodu. Problem, o którym mowa w artykule,

zostal postawiony (w ogólniejszej postaci dla tzw. grup lokalnie zwartych) w pracy
autora On the Burnside problem for locally compact groups,Symposia Math. 16(1975),
409~416.

to grupa G musi byc SkOllczona? W powyzszym wzorze symbollZI oznacza moc

(liczbe elementów) zbioru Z, a iloczyn AB jest zbiorem wszystkich iloczynów xy,
gdzie x E A i Y E B. Problem ten postawiony przez autora tego artykulu w roku 1974

powstal w zwiazku z pewnymi rozwazaniami z zakresu tzw. analizy harmonicznej
na grupach. Jest on równiez zwiazany z klasycznym problemem Burnside'a. Aby
sie o tym przekonac, zauwazmy, ze jezeli grupaG spelnia (2) iGo jest podgrupa,
skonczona, grupy G, to IGnl :S G. Istotnie: mamy GoGo = Go, bo iloczyny elementów
podgrupy Go sa, w tej podgrupie, a kazdy elementx podgrupy Go mozna zapisac jako

iloczyn x = xe. Kladac w (2) A = B = Go otrzymamy ClGol 2: IGoI2, czyli IGol :S G.
Zauwazmy dalej, ze kazda podgrupa przemienna grupy G spelniajacej warunek (2)
musi byc skonczona. Niech bowiemGil bedzie podgrupa, przemienna, grupy G. Gdyby

grupa Go zawierala elementXo rzedu nieskonczonego, to wszystkie potegiXo bylyby
rózne i wtedy ustalajac dowolnien polozylibysmy A = B = {xg = e, Xo, x~, ... ,X~:-l}.
Wtedy lAI = IBl = n, oraz AB = {e, Xo, x5, ... , x~n-2}, a wiec IABI = 2n - 1. Ze
wzoru (2) wynika wtedy G(2n - l) 2: n2, co, oczywiscie, nie moze'byc prawda dla
duzych n, a n wybieralismy dowolnie. Wynika stad, ze rzedy wszystkich elementów
sa skonczone. Poniewaz elementy generuja podgrupy mocy równej swojemu rzedowi i
moce podgrup skonczonych G sa nie wieksze nizG, wiec i rzedy wszystkich elementów

grupy G maja rzedy wspólnie ograniczone przezG, a wiec sytuacja jest taka jak w
problemie Burnside'a. Poniewaz nie jest dla nas istotne, czy podgrupy przemienne

grupy spelniajacej warunek (2) sa skonczone, dowód ten opuscimy, ale Czytelnik
korzystajac z dotychczas udowodnionych faktów moze ten dowód otrzymac. Jezeli

istnieje grupa nieskonczona spelniajaca warunek (2), to wybierajac w niej dowolne
elementy XI, X2, ••• , xn, gdzie n 2: G i generujac przez te elementy podgrupe Go
grupy G otrzy.mamy podgrupe, która ma wiecej nizG elementów, a zatem jest
nieskonczona, ma skonczenie wiele generatorów oraz rzedy wszystkich jej elementów sa
wspólnie ograniczone przez liczbeG. Roztrzyga wiec ona wspomniany wyzej problem
Burnside'a. Wynika stad, ze jezeli postawiony przez nas problem ma rozwiazanie

negatywne, tj. istnieje grupa nieskonczona spelniajaca warunek (2), to konstrukcja
takiej grupy jest bardzo trudna, bo zawiera w sobie rozwiazanie bardzo trudnego
problemu Burnside'a. Byc moze nie ma takiej grupy i rozwiazanie problemu jest
pozytywne. Mialoby to interesujace konsekwencje dla analizy harmonicznej, w

szczególnosci rozstrzygaloby to tzw. hipotezeLp dla grup dyskretnych. Przy tym
dowód takiego twierdzenia nie musi byc beznadziejnie trudny. Oczywiscie nie mozna

gwarantowac, ze problem w ogóle da sie rozstrzygnac (zdarzaja sie w matematyce
przypadki, ze zarówno sformulowana hipoteza, jak i jej zaprzeczenie nie maja dowodów
w ramach rozwazanej teorii - sa od niej niezalezne; tak bylo np. ze slynna hipoteza

continuum lub z pewnikiem wyboru), ale miejmy nadzieje, ze w tym przypadku tak
nie jest.

HOLOGRAFI A PRZY utyCIU

PROMIENI RENTGEN A

Czy mozna zajrzec do wn~trza Zywej
komórki nie niszczlIC jej przy okazji ?
Odpowiedz na to pytanie byla dotychczas
negatywna. Mikroskopy optyczne
wykorzystujll zbyt dlugie fale Metlne by
mogly byc uZyte do badan najmniejszych
bakterii czy wirusów. Z kolei mikroskopy
elektronowe, których zdolnosc rozdzielcza
dochodzi do pojedynczych angstremów
(10-10 m) nie mogli byc latwo uZyte do
badania struktur biologicznych, gdyZ mozna
badac za ich pomOCIltylko cienkie warstwy
i to w prózni. Jednakze rezultaty otrzymane
w 1987 roku w Laboratorium imienia

Lawrence'a Berkeley naleZ/jcym do
Uniwersytetu Kalifornijskiego w Berkeley
pozwalajll na wi~ej optymizmu. Do badan'
komórek uZyto bowiem ·mi~kkich· promieni
rentgena o dlugosciach fal mi~dzy 25 a 32A.
W zasadzie promienie X o dlugosciach fal
pomiedZY'10 A a 50A powinny umozliwic
badania obiektów o rozmiarach mniejszych
niz 100 A. W praktyce problemem powaZnie
utrudniajllcym dotychczasowe eksperymenty
byla slaba spójnosc zródel promieni rentgena
jak i slaba zdolnosc rozdzielcza filmów
rejestrujllcych to promieniowanie. Dzi~ki
wykorzystaniu nowych tródel promieni X
zbudowanych w Narodowym Laboratorium w
Brookhaven oraz specjalnych warstwowych
detektorów przekroczono po raz pierwszy w
holografii rentgenowskiej granic~ zdolnosci
rozdzielczej 11'm= 1000 A. Obiektem badan
byly grupy enzymów, tworzllce kulki o

wymiarach O,851'm± 0,12 I'm znajdujlIce
si~ w komórkach trzustki szczura. Badano

warstwy o grubosci 2000 A. W cillgu 80
minut ekspozycji przez próbk~ przechodzilo •
8x101l fotonów, co odpowiada dawce okolo
200 megaradów. Rozproszone promieniowanie
przechOÓZllce interferowalo na detektorze

warstwowym (zbudowanym z odpowiedmego
polimeru) z wiazkIl nierozproszonll tworzac
hologram. Wytrawienie owego polimeru
wytwar;zalo wypukla rzet~, która nast~pnie
byla pokrywana warstwll zlota i palladu,
ogllldana pod mikroskopem elektronowym i
ostatecznie analizowana za pomocy
komputera. Kulki enzymów znajdujlIce si~
wewnlltrz Zywych komórek byly doskonie
widoczne na ekranie. Uzyskana w ten sposób
rekordowa zdolnosc rozdzielcza wyniosla okolo
400A, co jest wynikiem 20 razy lepszym niz
poprzednie rezultaty. Autorzy pracy
twierdZIl, ze wynik ten moze ulec dalszej
poprawie. Wydaje si~ wi~c, ze opanowana
zostala nowa, nieniszczaca metoda badania
wnetrza mikroskopijnych obiektów
blOloglcznych

(2) C1ABI2: IAIIBI,
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