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Mamy tu na mysli system Zermelo
i Fraenkla z aksjomatem wyboru
(w skr6cie ZFC).

Zbi6r tych punkt6w y osiOY. dla
kt6rych prosta przechodzaca przez y
i r6wnolegla do osi OX przecina wykres
funkcji J w "niewielu" punktach, jest
"duzy". o ile J jest r6zniczkowalna.

Funkcja przyporzadkowuje kazdemu
elementowi dziedziny dokladnie jeden
element zbioru wartolfci. Intuicyjnie
jest wiec jasne, ze zbi6r wartosci nie
moze miec mocy wiekszej niz zbi6r
argunlen t6w .

Pierwsza funkcje przeksztalcajaca prosta rzeczywista Rna cala plaszczyzne
skonstruowal przed ponad stu laty Georg Cantor. Od tego czasu wlasnosci takich
funkcji przyciagaly uwage wielu matematyków. Funkcja rzeczywistaf o wartosciach
w plaszczyznie moze byc w naturalny sposób utozsamiona z uporzadkowana para

funkcji (h, h), jej wspólrzednych, przyjmujacych wartosci rzeczywiste. Mozna wiec
mówic o ciaglosci, rózniczkowalnosci etc. funkcjif rozumiejac przez to posiadanie tych
wlasnosci przez obie jej wspólrzedne. Wiadomo wiec na przyklad, ze odwzorowanie
prostej na plaszczyzne moze byc ciagle, ale nie moze byc rózniczkowalne.

W tym artykule zajmiemy sie pytaniem nastepujacym - czy istnieje funkcja
przeksztalcajaca prosta na plaszczyzne, taka, ze w kazdym punkcie co najmniej
jedna z jej wspólrzednych jest rózniczkowalna ? Problem sformulowany jest w jezyku

analizy i od analizy mozna by oczekiwac jego rozwiazania. Rzeczywistosc jest
jednak inna: odpowiedzi na nasze pytanie nie daje nie tylko analiza, ale cala w ogóle
matematyka oparta n'a przyjetym powszechnie za jej podstawe systemie aksjomatów
teorii mnogosci. Michal Morayn'e, lulody matematyk wroclawski, udowodnil bowiem
kilIta lat temu, ze istnienie szukanej przez nas funkcji jest równowazne slynnej
hipotezie continuum! Sformulowana przez Cantora hipoteza continuum glosi, ze
kazdy nieskonczony podzbiór prostej jest badz przeliczalny, badz ma moc continuum.

Wyniki Kurta Godla (1940) i Paula J. Cohena (1963) pokazujace odpowiednio, ze
hipotezy continuum nie da sie ani obalic, ani udowodnic w teorii mnogosci, naleza do
najwiekszych osiagniec matematyki XX wieku.

Co ma jednak wspólnego hipoteza continuum z funkcjami rózniczkowalnymi ?
Punktem wyjscia do odpowiedzi na to pytanie jest nastepujace twierdzenie pochodzace
od Stefana Banacha:

Jesli funkcja f : R -+ R jest rózniczkowalna na zbiorzeA C R, to zbiór wszystkich

liczb y, dla których w zbiorze A istnieje co najwyzej przeliczalnie (tj. skonczenie lub
przeliczalnie) wiele takich x, ze f(x) = y, ma moc continuum ..

Powyzsze twierdzenie pozwala na ujawnienie teoriomnogosciowego charakteru

rozwazanego przez nas zagadnienia. Niech bowiemf = (h, h) bedzie funkcja
przeksztalcajaca prosta na plaszczyzne i taka, ze dla kazdej liczbyx istnieje ff(x)

lub f~(x). Oznaczmy przez Di dla i = 1,2 zbiór punktów rózniczkowalnosci funkcji
fi, a przez Gi zbiór wszystkich y E R, dla których istnieje co najwyzej przeliczalnie

wiele takich x E Di, ze fi(X) = y. Skupmy nasza uwage na zbiorzeT = Gl X Gz.
Poniewaz funkcja f jest "na", to kazdy element ze zbioruT jest postaci f(x) dla
pewnego x E R. Jednoczesnie wiemy, ze R= Dl UDz. Jesli wiec przez A:. dla i = 1,2

oznaczymy zbiór wszystkich t E T, takich, ze t = f(x) dla pewnego x E Di, to bedziemy
mogli napisac, zeT = A~U A~. Wezmy teraz dowolna liczbeXo i zapytajmy, ile jest

w A~ punktów o odcietej xo. Otóz, je~li (xo, y) jest jednym z nich, to z definicji
zbioru A~ wynika, ze istnieje liczba z E Dl taka, ze Xo = h(z) i y = h(z). Takich
liczb ,z moze byc jednak co najwyzej przeliczalnie wiele, boXo E Gl. Tym bardziej wiec

zbiór wszystkich punktów postaci f(z) jest co najwyzej przeliczalny. W analogiczny
sposób mozna. pokazac, ze w zbiorzeA~ jest co najwyzej przeliczalnie wiele punktów

. o ustalonej rzednej yo. Zauwazmy wreszcie, ze na mocy cytowanego twierdzenia

Banacha zbiory Gl iGz maja moc continuum. Istnieja wiec róznowartosciowe funkcje
hl i hz przeksztalcajace zbiory Gl iGz, odpowiednio, na R. Funkcja h = (hl, hz)
odwzorowuje wówczas wzajemnie jednoznacznie z.biórT na cala plaszczyzne, przy czym
zbiory A~ i A~ przechodza na pewne zbioryAl i Az. Zbiory te odgrywaja, jak latwo
sprawdzic, taka role na plaszczyznie, jaka zbioryA~ i A~ w zbiorze T. Mianowicie:

(i) plaszczyzna jest suma zbiorów Al iAz,

(ii) na kazdej prostej pionowej jest co najwyzej przeliczalnie wiele punktów ze
zbioru Al, a na kazdej prostej poziomej jest co najwyzej przeliczalnie wiele punktów
ze zbioru Az.

I tu dochodzimy do sedna: istnienie rozkladu plaszczyzny na dwa zbiory o powyzszych
wlasnosciach jest, jak pokazal Waclaw Sierpinski, równowazne hipotezie continuum!

Powrócmy do twierdzenia Moraynego. Naszkicujemy tu dowód wynikania w jedna
strone. Przypuscmy mianowicie, ze hipoteza continuum jest falszywa. Istnieje wówczas
nieprzeliczalny podzbiór X ósi odcietych nierównoliczny ze zbiorem R, tj. majacy
od niego "mniej" elementów. Utwórzmy podzbiórZ plaszczyzny zlozony ze wszystkich
punktów lezacych na pionowych prostych przechodzacych przez zbiórX.
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_ Zadania

Zastanówmy sie, jaka jest moc zbioruZ nAl, Poniewaz przeciecie kazdej prostej
pionowej ze zbioremAl jest co najwyzej przeliczalne, wiec zbiórZ n Al jest suma
mniej niz continuum zbiorów co najwyzej przeliczalnych. Mozna dowiesc, ze suma taka
nie moze miec mocy continuum. Zrzutujmy teraz zbiórZ n Al na os rzednych. Rzut
ten tym bardziej nie moze miec miec mocy continuum (dlaczego?) i w szczególnosci
na osi rzednych istnieje liczbay, która do niego nie nalezy. Wynika stad, ze prosta
pozioma L przechodzaca przezy jest rozlaczna ze zbioremZ n Al, Prosta L przecina
wiec zbiór Z wylacznie w punktach nalezacych do zbioruA2• Z konstrukcji wynika
jednak, ze zbiór punktów' przeciecia dowolnej prostej poziomej ze zbioremZ jest
równoliczny z X, a wiec nieprzeli:czalny. Otrzymalismy sprzecznosc z zalozeniem, ze
przeciecie zbioruA2 z kazda prosta pozioma jest co najwyzej przeliczalne.

Zakonczylismy tym samym szkic dowodu pierwszej czesci twierdzenia Moraynego,
czyli wykazalismy, ze istnienie szukanej funkcji implikuje hipoteze continuum. Dowód
implikacji przeciwnej wykorzystuje druga, pozostawiona przez nas bez dowodu czesc
cytowanego wyniku Sierpinskiego, ze hipoteza continuum pociaga za soba istnienie
podzbiorów Al i A2 plaszczyzny o wlasnosciach (i) i (ii). Pokazemy zatem, jak za ich
pomoca zdefiniowac odpowiednia funkcje. Kladziemy najpierw:

h(x) = x . sin x dla x E (-1, 00) , h(x) = x . sin x dla x E (- 00, 1),

gdzie h, h maja byc wspólrzednymi definiowanej funkcjif. Dzieki takiemu okresleniu
w kazdym punkcie co najmniej jedna z nich bedzie rózniczkowalna. Aby zbiorem
wartosci funkcji f byla cala plaszczyzna, wystarczy zapewnic, by przeksztalcala
ona przedzial [1,+00) na zbiórAl, a przedzial (-00,-1] na zbiórA2• Pokazemy,
jak zrealizowac pierwszy z tych celów, w przypadku drugiego postepowanie jest .
analogiczne. Wezmy wiec dowolna liczbez i niech Xz bedzie zbiorem skladajacym sie
ze wszystkich liczbx z przedzialu [1,00), dla którychx . sin x = z. Latwo zauwazyc,
ze Xz jest zbiorem przeliczalnym. Mozna go zatem przeksztalcic na co najwyzej
przeliczalny z zalozenia zbiór wszystkich punktów ze zbioruAl o odcietej z. Okreslmy
wiec funkcje h na zbiorzeXz tak, by to wlasnie robila. Sprawdzenie, ze postepujac
w ten sposób dla wszystkich" liczbz, zdefiniujemy poprawnie funkcjef2 na calym
przedziale [1,00), oraz ze funkcjaf = (!t,h) przeksztalci ten przedzial na zbiórAl,
pozostawiamy Czytelnikowi. "

Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 523. Niech A bedzie najmniejszym zbiorem zawierajacym liczby pos~aci 1 +2-n dla
n = 1,2, ... i zamknietym ze wzgledu na dodawanie. Udowodnic, ze granica ciagu liczb
z A musi byc dwójkowo-wymierna (czyli jest postacik· 2-n, gdzie k, n sa calkowite
nieuj emne).
Rozwiazanie na str. 1

M 524. Niech p bedzie liczba pierwsza. Przypuscmy, zen! dzieli sie przezpk, ale nie
dzieli sie przezpHI. Udowodnic, ze

k = f= [;]1=1

Rozwiazanie na str.11.

M 525. Niech a, b, n beda naturalne. Przypuscmy, zean - bn dzieli sie przezn.
Udowodnic, ze(an_bn) / (a - b) równiez dzieli sie przezn.
Rozwiazanie na str. 15

Redaguje dr Rafal STARONSKi

F 256. Predkosc rozchodzenia sie sprezystych fal podluznych wynosijf;, gdzie k nosi
nazwe modulu scisliwosci, ap jest gestoscia osrodka. Na podstawie prawa Hooke'a
dla sprezystych odksztalcen objetosciowych wykazac, ze predkosc rozchodzenia sie fali

podluznej mozna okreslic równiez jakofi!i, gdzie t::..p i t::..p oznaczaja zmiane cisnienia
i gestosci.
Rozwiazanie na str. 11

F 257. Na podstawie wyników poprzedniego zadania obliczyc predkosc rozchodzenia
sie fal podluznych w atmosferze w warunkach normalnych. Zakladamy, ze proces
rozchodzenia sie fali akustycznej w atmosferze jest procesem adiabatycznym,
tj. z"aleznosccisnienia gazu od jego objetosci wyraza sie wzorempVI< = constj
dla powietrza w warunkach normalnych",= 1,40.
Rozwiazanie na str. 11
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