
gdzie b= g(O), € jest odbiciem w pierwszej osi lub
identycznoscia, ar - obrotem wokólO przeprowadzajacym el
na go(eI).

Poniewaz izometrie przeprowadzaja srodek odcinka na srodek
odcinka, wiec dla dowolnegog E G i a, b E Rz mamy

(3) g G(a+ b») = ~(g(a) + g(b») ,

W szczególnosci,biorac b= O, mamygo (~a) = ~go(a), skad

przez indukcje otrzymujemygo (Zl"a) = zl"go(a) dla n = 1,2, ...
Z kolei zauwazmy (jak?), ze z (3) wynika

(4) go(a+ b) = go(a)+ go(b) ,

co lacznie dajego (zl" a) = zl"go(a), dla k, n = 0,1,2, ...
Poniewaz, dla ustalonego a, przekstalceniet ~ go (ta) jest ciagle,
wiec otrzymujemy stad

(5) go(>.a)= >.go(a), dla kazdego>.E Rl.
Wlasnosci (4) i (5) dowodza, ze przeksztalceniego jest
wyznaczone przez swoje wartosci dla el= (l, O) i ez = (0,1).
Istotnie, wobecx = (Xl'XZ) = Xlel + xzez, mamy
go(x) = xlgo(eI) + xzgo(ez). Zauwazmy tez, ze znajomosc
go(eI) wyznaczago(ez) z dokladnoscia do znaku (dlaczego?).
Patrzac na el iez jak na zaczepione wO wektory stwierdzamy,
ze izometriago jest albo obrotem, albo zlozeniem odbicia
wzgledem osi wyznaczonej przez el i obrotu.

Zbierajac razem te wszystkie spostrzezenia otrzymujemy

Przyklad 1. NiechG bedzie zbiorem wszystkich przeksztalceng

przeprowadzajacych Rl w Rl, które spelniaja warunek

(l) g(xI) - g(xz) =xl - Xz
. g(xz) - g(xa) Xz - Xa

dla parami róznych Xl,xz, xa E Rl.

Zauwazmy, ze dla dwóch przeksztalcen91 , gz E G takze
ich zlozenie nalezy doG. Zauwazmy tez, ze gdyXz f; Xa, to
równiezg(xz) f; g(xa) - zatem kazde przeksztalcenieg E G jest
róznowartosciowe. Przez proste sprawdzenie stwierdzamy, ze
do zbioruG naleza wszystkie przesuniecia, tj. przeksztalcenia
postaci X ~ x-b. Wiec dla dowolnego przeksztalceniag,
nalezacego doG, równiez przeksztalceniego(x) = g(x) -- g(O)
nalezy doG. W ten sposób dowolne przeksztalcenieg E G
okazalo sie zlozeniem przeksztalceniago, które ma wlasnosc
go(O) = O i·przesuniecia:g(x) = go(x) - g(O). Podstawiajac
dla go w formule (1)Xz = O otrzymamy ~( l) = .LL, a wiec-gO x3 -.%3

go(xI) = 90("'3) ·Xl. Ustalmy Xaf; O i oznaczmy90("'3) = a.
%3 %3

Zatemgo(x) = ax, przy czyma f; O (dlaczego ?). Ostatecznie,
przyjmujac b = g(O), widzimy, ze dowolne przeksztalcenieg E G

ma póstac

(2) g(x) = ax + b, gdzie a f; O i a, b E R l .
Przeksztalcenia nalezace doG okazaly sie wzajemnie
jednoznaczne (przeksztalcenie odwrotne dog wyraza sie wzorem
g-lex) = ~x - ~). ZatemG jest grupa. Przyporzadkowujac
przeksztalceniu danemu wzorem (2) pare liczb(a, b)

otrzymujemy wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie grupyG
w zbiór A = {(a, b) E Rz : a f; O}. Oznaczajac przeksztalcenie
(2) przezg(a.,bl mamy

g(a.,bl g(c,dl(x) = a(cx + d) + b = (ac)x + (ad + b),

co w zbiorzeA odpowiada dzialaniu

(a,b)(c,d) = (ac,ad+b).

Przyklad 2. NiechG bedzie zbiorem wszystkich izometriiRz
(tj. przeksztalcen nie zmieniajacych odleglosci). Jak wiadomo
(chocby ze szkoly), izometrie tworza grupe·

Podobnie jak poprzednio wyróznimy wsród nich przesuniecia
x ~ x - b (teraz x, bE RZ) i kazdej izorr.etriig
przyporzadkujemy przeksztalceniego zachowujaceO dane
wzoremgo(x) = g(x) - g(O).

Grupy Liego

,-

Doc. dr Wojciech WOJTYNSKI

Grupy te pojawily sie okolo roku 1870 za sprawa
pracujacego w Niemczech norweskiego matematyka
Sophusa Lie. Chcial on zastosowac do równan
rózniczkowych metody podobne do tych, jakie stworzyl
dla badania rozwiazalnosci równan algebraicznych Evariste
Galois. Jego nadzieje w tej mierze ziscily sie tylko
czesciowo, jednak klasa grup odkryta przy tych badaniach
okazala sie wazniejsza od problemu, którego rozwiazaniu
miala sluzyc.

Poczatkowo bardzo geometryczna i lokalna teoria
grup Liego dzieki pracom Engela, Killinga i Cartana
uzyskala gleboki sens algebraiczny stajac sie jednym
z podstawowych narzedzi globalnej geometrii rózniczkowej.
W latach trzydziestych zaczela sie, trwajaca do dzisiaj,
inwazja metod teorii grup Liego w fizyce. Obecnie grupy
Liego sa jednym z podstawowych pojec wspólczesnej
matematyki.

Znaczenie grup Liego wynika z nastepujacych okolicznosci:
(A) Warunki, jakim ma odpowiadac grupa Liego, nie sa
bardzo ograniczajace - istnieje duzo grup Liego.
(B) Pomimo owego "liberalizmu" warunki te wymuszaja
bardzo specjalna strukture algebraiczna pozwalajaca
na szczególowy i konkretny opis ..
(C) Wszystkie naturalne i wazne grupy, majace "charakter
geometryczny", sa grupami Liego.

Z tych powodów grupy Liego umozliwiaja w wielu
sytuacjach (punkt (A») ujecie ilosciowe (oferrhjac
rodzaj "wspólrzednych" - punkt(B» z pozoru bardzo
niesprecyzowanych sytuacji. Glebsza analiza (której
tu, niestety, nie mozemy przeprowadzic) pokazuje, ze
grupy Liego sa obiektami o bardzo regularnej strukturze,
której czesto "w zastanej sytuacji" zupelnie nie widac.
Co wiecej, do wykrycia tej struktury (za sprawa teorii
grup Liego) wystarcza proste kryteria. A swiat, jak sie
okazuje (punkt (C), jest zbudowany bardziej regularnie,
niz to na pierwszy rzut oka widac. Grupy Liego stanowia
instrument pozwalajacy te ukryta regulax:nosc ujac w scisle
formuly.

Artykul ten nie bedzie scislym i metodycznym wykladem
teorii grup Liego - skoncentrujemy sie na ukazaniu
na przykladach wymienionych wyzej aspektów (A), (B) i
(C).

Zaczniemy od nie~ormalnej definicji: grupy Liego to
takie grupy, które mozna lokalnie (czyli po podzieleniu
na odpowiednio male fragmenty) utozsamic (dla kazdego
fragmentu z osobna) z fragmentem przestrzeniRn (przy
ustalonym n) i, w efekcie tego utozsamienia, oPlsywac za
pomoca wspólrzednych. We wspólrzednych tych dzialanie
grupowe wyraza sie za pomoca funkcji rózniczkowalnych,
tzn. wspólrzedne elementu bedacego wynikiem dzialania
na elementachx i y sa funkcjami rózniczkowalnymi
wspólrzednych tych elementów.

A oto przyklady, które powinny zasugerowac, ze definicja
ta spelnia warunek (A).
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(6) g(x) = go(x) + g(O) = r €(x) + b,



Kazde przeksztalcenie zG' jest wiec postaci

Jak latwo zauwazyc, zbiór wszystkich izometrii R2 dzieli sie
w sposób naturalny na dwie czesci: zbiór tych izometrii, które
w rozkladzie (6) majaE bedace identycznoscia (nazywa sie j~
izometriami parzystymi) i zbiór tych izometrii, w którychE

jest odbiciem. Dalej zajmiemy sie dla uproszczenia tylko tym
pierWszym zbiorem, który, jak mozna sprawdzic, jest grupa-
oznaczmy ja przezG'.

Kazdy nieidentycznosciowy obrót wyznacza swoja os obrotu
jako zbiór wszystkich punktów stalych. Ustaimy zwrot tej
osi tak, by kat obrotu byl dodatni (zgodnie z regula sruby
prawoskretnej) i zawarty w przedziale(Oj 1\"). W ten sposób
(w ustalonym ukladzie wspólrzednych o poczatku w srodku
ciezkosci bryly) kazdemu nieidentycznosciowemu obrotowi
9 E G przyporzadkowac mozemy wektor jednostkowyv osi

obrotu i liczbe I() E (0;1\"). Zauwazmy, ze pary(v,11') i (-v, 11')

odpowiadaja temu samemu obrotowi. Ale zamiast pary (v,l())
mozemy wziac wektorI() ·v. Dolaczajac do tak otrzymanych
wektorów jeszcze wektorO, jako odpowiadajacy przeksztakeniu
identycznosciowemu, otrzymujemy odwzorowanie grupyG

w kule K C RS o srodku wO i promieniu 1l', w której utozsamia

sie pary punktów antypodycznych (konce srednic) ograniczajacej
ja sfery. Odwrotnie, kazdemu punktowi a EK odpowiada obrót

o kat równy odleglosci a odO i (jes1i a f. O) o osi wyznaczonej
przez wektor 0'&.

Nasuwa sie oczywista parametryzacjaG' - kazdemu
przeksztakeniu przyporzadkowujemy kat obrotu i wektor
przesuniecia. Odwzorowujemy w ten sposóbG' w RS (bo
wektor ma dwie wspólrzedne). Aby to odwzorowanie bylo
wzajemnie jednoznaczne, musimy ograniczyc sie do katów
z przedzialu (O; 211'). Wówczas dowolnemug E G' jest
przyporzadkowana trójka(a, blob2), gdzie a to kat obrotu r
ze wzoru (1), a(b l, b2) = b - przeksztalcenie to oznaczy~y
9(",b1,b2)' I znów, jak w przykladzie l, mozemy znalezc obraz
skladania przeksztalcen grupyG' w zbiorze parametrów
B = {(a, bl, b2) E RS: O ~ a < 211'}: Jesli umówimy sie, ze
dodawanie katów bedziemy przeprowadzali z dokladnoscia
do 21l', to

g(a.bt,b2) g(P,Cl,C2)(X) = r,,(rp(x) + (b1,b2)) + (CIoC2)=

= r"rp(x) + r,,(blob2)) + (Cl,C2) =
= r,,+p(x) + (bl cosa - b2sina + cl,bl sina + b2cosa + C2),

czyli

(a,bl,b2)(.8,cl,C2) =
= (a + .8,bl cosa - b2 sin a + Cl, bl sin a + b2 cos a + C2) •

Przyklad 3. NiechG bedzie grupa ruchów bryly sztywnej
wokól jej nieruchomego srodka ciezkosci (fizycy powiedzieliby:
G jest przestrzenia konfiguracyjna dla ruchów bryly wokól
srodka ciezkosci). Mozna wykazac, ze kazdy ruch z grupyG
jest obrotem wokól pewnej osi (przechodzacej przez srodek
ciezkosci). Pozwala to na sparametryzowanie grupyG.

Oczywiscie w ogólnej sytuacji nie ma mozliwosci
uzyskania utozsamienia fragmentu grupy G zawierajacego
element neutralny z fragmentemRn zawierajacym zero
w ten sposób, by dzialan~e grupowe tlumaczylo sie po
prostu na dodawanie odpowiednich wektorówRn -
dodawanie ta.kie jest bowiem przemienne, a grupa G
niekoniecznie. Mozna jednak uzyskac takie utozsamienie,
ze w obrebie poszczególnych prostych przechodzacych
przez zero dodawaniu wektorów odpowiada mnozenie
odpowiadajacych im elementów grupy. Traktujac takie
utozsamienie jako odwzorowanieF z Rn do G otrzymamy
warunek

(8) F(tl + h)X) = F(hx) . F(hx) dla x E Rn •

Definiujac teraz, dla ustalonego x E Rn, funkcje
!x : R -+ G wzorem !x(t) = F(tx) mozemy przepisac (8)
w postaci

(9) !x(tl + t2) = !x(h) .!x(t2)'

W przypadku parametryzacji z przykladu 4 funkcja tak
otrzymana ma postac!x(t) = lOt.", = (10"')\ jest wiec
funkcja wykladnicza. W zwiazku z ta sytuacja kazda
parametryzacje o wlasnosci (8) nazywamy odwzorowaniem
wykladniczym. Funkcje o wlasnosci (9) nazywamy grupami
jednoparametrowymi. Obraz takiej funkcji jest bowiem
sam grupa Liego, lokalnie identyczna (jako grupa) z Rl
z dodawaniem jako dzialaniem grupowym.

I
Przyklad 5. Niech dane bedzie naczynie (zbiór)N wypelnione
ciecza. NiechG bedzie grupa ruchów tej cieczy. Nie chcemy
tu precyzowac, jakiego typu ruchy nas interesuja. Podamy
natomiast przyklad rodziny ruchów tworzacych grupe
jednoparametrowa.

To, ze parametryzacja wykladnicza istnieje dla kazdej
grupy Liego, jest pierwszym podstawowym wynikiem teorii
grup Liego (tzw. pierwsze twierdzenie Liego).

Wyobrazmy sobie, ze na czasteczki cieczy dziala jakies pole
sil w ten sposób, iz predkosc chwilowa kazdej czasteczki
przeplywajacej przez ustalony punkt jest taka sama w kazdym
,momencie (tak np. moze plynac woda w potoku). Okreslone
w ten sposób pole predkcsci jest przykladem pola wektorowego,
które wyobrazamy sobie jako rodzine strzalek, a mówiac
jezykiem mniej naiwnym, kazdemu punktowi przyporzadkowana
jest trójka liczb - wspólrzedne zaczepionego w tym punkcie
wektora. Zatem pole wektorowe to trzy funkcje liczbowe
okreslone na zbiorzeN. Okreslmy rodlline przeksztalcen I()t

zbioru N'- parametr t bedziemy interpretowali jako czas.
Wartosc przeksztalcenia 'Pt w punkciex okres1imy jako
polozenie w chwili t czasteczki, która w chwiliO znajdowala sie
w punkcie z. Czytelnik zechce sam. uzasadnic formule

(~O) I()tl+t2(x) = I()t1 (l()t2(X)) .

Oznacza ona, ze odwzorowaniet --+ I()t jest grupa

jednoparametrowa·

g(x) = r(x) + b .(1)

Postaramy sie teraz zasugerowac istnienie struktury,
o której mowa w warunku (B).

Przyklad 4. NiechG bedzie grupa dodatnich liczb rzeczywistych
z mnozeniem jako dzialaniem grupowym. Grupa ta dana jest
bezposrednio jako fragment R l, jest wiec grupa Liego w sensie

naszej definicji. Mimo to wprowadzimy jej parametryzacje j
przyporzadkowujac (dodatniej) liczbie:1:, rozumianej jako
element grupyG, licl';be loglO x, rozumiana jako element Rl.

W wyniku tego p'rzeksztakenia (poniewaz loglO(XII)=
= loglO x + loglO II) dzialanie grupowe wG przechodzi
na dodawanie parametrów.

Przyklad 6. Parametryzacja grupyG z przykladu l nie jest
wykladnicza (tj. nie spelnia warunku(8)). Czytelnik zechce
sprawdzic, ze w przypadku omawianej grupy wykladnicza jest
parametryzacj a

(U,V)--+g( ••","",,-1.U), gdzie(u,v)ER2.'
Parametryzacja ta dotyczy tylko czesci grupyG skladaj acej sie
z odwzorowan z--+ az + b przy a > O.

Przyklad 1. Prosze sprawdzic, ze dla grupy omawianej
w przykladzie 3, dla kazdego wektorav funkcja t --+ (v, t) jest
jednoparametrowa grupa wG. W szczególnosci wprowadzona w
przykladzie 3 parametryzacja jest wykladnicza.
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Wprowadzenie wykladniczej (kanonicznej) parametryzacji
jest pierwszym kr()kiem w badaniu grup Liego. Krok drugi
(znacznie trudniejszy) polega na okresleniu na przestrzeni
Rn (której fragment wokól zera stanowi zbiór parametrów
przy parametryzacji kanonicznej) dzialania algebraicznego,
zwiazanego z dzialaniem grupowym w G, które
przyporzadkowuje parze wektorów (a,b) trzeci wektor,
zwany ich iloczynem (lub nawiasem) Liego i oznaczany
[a, bl. W przypadku grupy z przykladu 3 odpowiednia

przestrzenia jest R3, a nawiasem Liego wektorów jest ich
iloczyn wektorowy. '
Przestrzen Rn z nawiasem Liego nazywa sie wtedy algebra
Liego grupy G. Jej struktura algebraiczna koduje calkowita
informacje o lokalnej strukturze G (tj. o tym, jaka jest
grupa G w otoczeniu jedynki). Analiza mozliwych postaci
algebr Liego pozwala wiec lokalnie opisac odpowiadajace
im grupy. Taki jest wierzcholek góry lodowej zwanej teoria
grup Liego ..

maladel1a

Petelki na torusie

Mamy torus i mamy lepka, rozciagliwa nic. Slowo
"lepka" oznacza, ze raz przylozona do torusa
juz sie od niego oderwac nie moze. Moze sie
natomiast dowolnie na nim przemieszczac.
I owijamy torus ta nicia. Np. 3 razy przez otwór,
potem 2 razy dookola calego torusa, potem 5
razy przez otwór, ale w przeciwna strone i 3 razy
dookola calego w te sama strone co poprzednio.

Interesuja nas tylko takie owiniecia,vi których
koniec nitki jest polaczony z jej poczatkiem.
Na t~kich owinieciach bedziemy rachowac.
Podstawowa sprawa przy rachowaniu jest
odpowiedz na pytanie, jakie obiekty sa równe.
Za jednakowe (czyli równe) owiniecia bedziemy
uwazali takie, które mozna nalozyc przez
przemieszczanie nici na torusie.

Dodawac owiniecia bedziemy w naturalny sposób:
po wykonaniu jednego owiniecia nie laczymy
jeszcze jego poczatku z koncem, tylko koniec
traktujemy jako poczatek drugiego owiniecia,
wykonujemy je i dopiero jego koniec laczymy
z poczatkiem pierwszego.,
Pytanie o wlasnosci dodawania owiniec wydaje sie
trudne, a okazuje sie, ze sa one dokladnie takie
jak wlasnosci dodawania "po wspólrzednych" par
liczb calkowitych:

(k, I) + (m, n) = (k + m, 1+ n).
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Gdyby udalo sie nam to udowodnic, to
znaczyloby to miedzy innymi, ze podany

J

na poczatku przyklad owiniecia jest równy
takiemu: 2 razy przez otwór w przeciwna strone,
a potem 5 razy dookola calego torusa. Bo te
liczby to wlasnie sa oddzielnie zliczane obiegi
przez otwór i oddzielnie - dookola calosci.

Widac wobec tego, jak sie zabrac do dowodu
- wystarczy udowodnic, ze owiniecie (1 raz
przez otwór, 1 dookola i znów 1 przez otwór)
jest równowazne owinieciu (2 przez otwór i
1 dookola). Gdy te trzy owiniecia stanowia cala
petelke, sprawa jest oczywista - wystarczy zaczac
liczyc od "i znów". Nam jednak potrzebna jest
mozliwosc zamiany kolejnosci owijania równiez
wtedy, gdy te owiniecia stanowia fragment
bardziej skomplikowanej petelki. Ale to tez jest
proste do sprawdzenia - rysunek na okladce.

Tak wiec wykazalismy, ze grupa owiniec torusa
jest izomorficzna z grupa par liczb calkowitych.

Plynie stad (i w ogóle z podobny'ch owijkowych
rozwazan na róznych powierzchniach) szereg
wniosków topologicznych, ale to juz inna historia.

Mala Delte przygotowal Marek KORD OS


