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Na jakiej podstawie jestesmy sklonni uznac pewne
przedmioty za bardziej symetryczne od innych?

Mozemy postapic np. tak: dla kazdej z ogladanych figurF rozwazmy zbiórSym(F)
wszystkich ruchów sztywnych (izometrii euklidesowych), które nakladajaF na F. Ten
z pr;>;edmiotów uznamy za bardziej symetryczny, którego zbiór symetriiSym(F) jest
"bogatszy", tj. ma wiecej elEjmentów. Nawet jesli figuraF jest pozbawiona wszelkiej
symetrii, to i tak zbiór Sym(F) jest niepusty: przeksztalcenie identycznosciowe
naklada F na F. Jest oczywiste, ze skladajac przeksztalcenia nalezace do zbioru
Sym(F), a takze odwracajac przeksztalceniez'Sym(F), nadal pozostaniemy w tym
zbiorze.

Jesli X nie jest figura geometryczna, lecz po prostu zbiorem pewnych przedmiotów,
to rozwazanie izometrii nie ma sensu, ale zbiórPer (X) wszystkich wzajemnie
jednoznacznych przeksztalcen X na X (zwanych permutacjami) ma te same wlasnosci,
które zauwazylismy wyzej dla zbiorów symetrii.
Oto przyklady permutacji:
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Zonglerka

Gra w 3 karty: Kt6ra permutacja zmyli widza? Ta permutacja jest latwa ... ... a ta trudna do wykonania.

I Ia·a =a ·a=e.

3. Dzialanie· jest laczne:

~.(b'c)=(a.b).c dladowolnych a,b,cEG.
Zbiór G, wyposazony w dzialanie· spelniajace powyzsze aksjomaty, nazywamy grupa.
Na ogól dzialanie grupowe nazywa sie mnozeniem, a element neutralny -- jedynka
(na wzór grupy multiplikatywnej dodatnich lic,zb rzeczywistych). Panuje tez zwyczaj
nazywania dzialania dodawaniem, a elementu neutralnego zerem, gdy chcemy krótko
zasygnalizowac, iz grupa jest przemienna (tj.a· b= b . a dla dowolnych a, bE G).

Wszystkie rozwazane dalej grupy beda skonczone, tzn. zbiór G 1?edziemial zawsze
skonczenie wiele elementów (liczbe elementów grupy nazywamy rzedem grupy i
oznaczamy IGI). Np. jesli zbiór X sklada sie zn kolejnych liczb: 1,2, ... l n, to grupa
Per(X) ma, jak ni~trudno obliczyc,n! elementów. Grupe te oznaczamySn.

Ciekawych przykladów grup skonczonych dostarczaja nam wielosciany w przestrzeni
trójwymiarowej. Oznaczmy przezO(W) grupe tych obrotów przestrzeni, które
przeprowadzaja wieloscianW na siebie. GdyW1 jest ostroslupem prawidlowym
nieforemnym, którego podstawa jest n-kat foremny, to grupaO(WL) ma n elementów
i sklada sie z obrotów ostroslupa wokól jego osi. Nosi ona nazwe grupy cyklicznejCno

Gdy W2 jest graniastoslupem (ale nie szescianem), którego podstawa jest ten
sam n-kat foremny, to jego grupa obrotówO(W2) ma 2n elementów: n "starych"
obrotów podstawy orazn nowych obrotów, bedacych zlozeniem starych obrotów
z pólobrotem h, stawiajacym graniastoslup "do góry nogami". GrupaO(W2) nosi
nazwe grupy diedralnejDn (grupy dwuscianu).

Wspólne wlasnosci zbiorów symetrii i zbiorów permutacji mozna wyslowic jak
nastepuje. Dany jest zbiór G z dzialaniem· (u nas skladanie przeksztalcen),,które md.
nastepujace wlasnqSci:
1. G zawiera element e neutralny ze wzgledu na dzialanie· :

e . (J, = a . e = a dla dowolnego a E G .

2. Kazdy elementa E G ma w zbiorze G element odwrotnya':c~
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Grupy cykliczne Cn i diedralne Dn tworza dwie nieskonczone serie typowych grup
obrotów przestrzeni 3-wymiarowej. Oprócz nich mamy jeszcze trzy grupy wyjatkowe,
zwiazane z brylami platon~kimi. Dla czworoscianu dostajemy 12-elementowa
grupe T. Dla szescianu i dla osmioscianu foremnego mamy grupe 24-elementowa,
oznaczana. tradycyjnie przezO. Wreszcie dla dwunastoscianu i dla dwudziestoscianu
foremnego mamy grupelo 60 elementach. (Zachecam Czytelników do odszukania tych
wszystkich obrotów dla kazdej z bryl.)

I Il = 6024101ITI= 12

Rozwiazanie zadania F 258.
A) Srodek rombu jest srodkiem
symetrii tego obwodu. Spos6b
podlaczenia tego obwodu do fr6dla
pradu sprawia, ze kazdemu elementowi
jednego boku mozemy przyporzadkowac
odpowiedni element boku r6wnoleglego.
kt6ry bedzi-: wytwarzac pole o tej
sanlcj wartosci, ale prze<,iwnie
skierowane. Oznacza to, ze indukcja
w srodku rom bu jest r6wna zeru.

b.

B) W przypadku drugiego sposobu
podlaczenia (rys.) pola magnetyczne
wytworzone pr1.~Z poszczególne
boki zsumuja sie dajac w srodku
rombu pole r6zne od zera. Indukcje
pola w punkcie 0, jaka daje
pojedynczy bok, oznaczmy przezB'.
Calkowita indukcja w tym punkcie
wyniesie B = 4B'. Na podstawie
prawa Biota - Savarta mozemy
obliczyc natezenie pola magnetycznego
w punkcie 0, pochodzace od jednego
z boków:

H/ = ~(sin LAOD + sin LDOB),47fT

poniewaz LAOD = a/2, LDOB =
= a, T = avls/4, wiec

H'= IM (V:3+1).27fv3a

Znajac op6r drutu R = p4. / S
obliczymy natezenie pradu w obwodzie.:

1= !...=~
R 4pa

Stad

/ 1-'0 ES {;; {;;B = 1-'04B = --, (V3 + ll/V3.27fpa

Zauwazmy, ze grupaO ma 4! elementów, podobnie jak grupaS•. Moze to ta sama
grupa, tyle ze w "geometrycznym przebraniu" ?

Dwie grupy Gl, Gz uznamy za takie same (izomorficzne), jesli istnieje wzajemnie
jednoznaczne przeksztalcenief: Gl ~ Gz, które zachowuje mnozenie:

f(x . y) = f(x) . f(y) dla dowolnych x, y E G.

Nietrudno dowiesc, ze grupaO jest istotnie izomorficzna z grupa.S4. W tym celu
nalezy zauwazyc, ze kazdy obrót szescianu permutuje zbiór czterech przekatnych,
przechodza.cych przez jego srodek. Co wiecej, kazdy obrót szescianu jest wyznaczony
przez te permutacje jednoznacznie.

Nie nalezy jednak sadzic, ze kazde dwie grupy, które maja tyle samo elementów, sa
izomorficzne. Np. grupyS3 i CG maja po 6 elementów, ale sa rózne: wC6 mnozenie
jest przemienne, a wS3 - nie (sprawdz l).

Glównym zadaniem teorii grup skonczonych jest ich pelna klasyfikacja.
Grupa G= {gl, ... , gn} jest w pelni opisana przez swoja tabelke mnozenia, która
podaje wynik pomnozenia kazdych dwóch jej elementów. Tabelka ta jest wiec
kwadratem o bokun. Takich tabelek jest skonczenie wiele. Dla malych liczbn
mozemy je wszystkie bez trudu wypisac, ale dla duzychn zadanie robi sie klopotliwe:
wiekszosc tabelek nie chce spelniac aksjomatów grupy! Trzeba wiec szukac innych
sposobów.

Inna mozliwosc stwarza nastepujace twierdzenie Cayleya: kazda grupa skonczona rzedu
n jest podgrupa w grupie permutacjiSn. (Mnozenie z lewej strony przezg E G miesza
elementy grupy G, okreslajac w ten sposób ich permutacje.)

Dla klasyfikacji grup rzedun nalezaloby opisac wszystkie podgrupy w grupieSn.
Niestety, jest to równiez zadanie beznadziejne dla duzychn. Twierdzenie Cayleya daje
nam jednak mozliwosc wygodnego reprezentowania grup skonczonych za pomoca liczb,
np. w pamieci komputera.

Wlasciwa droga do klasyfikacji grup rozpoczyna sie od nastepujacego odkrycia:
niektóre grupy skonczone sa. zbudowane z dwóch grup o mniejszej liczbie elementów.
Aby znalezc taki rozklad dla grupy G, wystarczy wskazac w niej podgrupe
normalna H, tj. taki podzbiór H C G, który:
1. jest podgrupa, tzn.H wraz z mnozeniem pochodzacym z G spelnia aksjomaty
grupy, oraz
2. dla dowolnych elementówx E G i h E H element xhx' pozostaje wH (warunek
normalnosci) .
Jesli H =f: {e} i H =f: G, to G jest zbudowana z pary grup. Jedna z nich jest samaH,

a druga. - tzw. grupa ilorazowaG/H, która ma dokladnie IGI/IHI elementów.

Uznamy, ze badanie takiej grupy G zostalo zredukowane do zbadania mniejszych
grup H i G/H. Pozostaje jednak problem opisu tych grup G, które nie maja podgrup
normalnych H róznych od {e} i G. Takie grupy nazywamy grupami prostymi.

Które z grup opisanych wyzej byly proste? Grupa cyklicznaCn jest prosta tylko
wtedy, gdy n jest liczba pierwsza. Grupy diedralne nie sa, proste: zawieraja podgrupy
normalne Cn. Grupy permutacji Sn takze nie sa, proste: zawieraja one podgrupy
normalne An, skladajace sie ze wszystkich permutacji parzystych.
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Permutacja miesza naturalna kolejnosc liczb; np. ()'ESI'> moze przeksztalcac 12345
w 21435. Liczby te mozemy ponownie uporzadkowac, zamieniajac miejscami niektóre
pary liczb sasiednich. Jesli liczba tych zamian jest parzysta, to permutacja tez nazywa
sie parzysta. Taka jest np. permutacja ()'z powyzszego przykladu:

Zadanie: wykaz, ze grupaT obrotów czworoscianu foremnego jest izomorficzna
z grupa A4.

Mozna udowodnic, ze dlan 2: 5 grupa An jest prosta. Mamy wiec juz dwie
nieskonczone serie grup prostych:Cp, gdzie p - liczba pierwsza, orazAn dla n 2: 5.
Odkryto jeszcze 16 innych serii skonczonych grup prostych. Podobnie jak seriaAn
zostala wykryta w grupach permutacjiSn, tak te nowe serie zostaly wykryte za.
pomoca grup macierzy.

x Macierz dla algebraika to po prostu kwadratowa tablica skladaja,ca sie z liczb.
Najwazniejsza cecha macierzy jest to, ze je mozna mnozyc. Dla geometry - macierz to
bardzo ekonomiczny sposób zakodowania przeksztalcenia afinicznego (zachowujacego
proste) przestrzeni n-wymiarowej, które zachowuje punkt(O, O, ... , O). W tej

.interpretacji mnozenie macierzy dokladnie odpowiada skladaniu przeksztalcen, a zbiór
macierzy odpowiadajacych przeksztalceniom odwracalnym tworzy grupe - GL(n,R).
Jest to grupa Liego - o nich tez mozesz poczytac w tym numerzeDelty.

Oczywiscie, grupa GL(n,R) jest nieskonczona. Wezmy wiec zamiast nieskonczonego
zbioru liczb rzeczywistych skonczony zbiór resztFq = {O, 1,2, ... ,q-l} dla
ulubionej liczby pierwszejq. Liczby ze zbioru Fq mozna, podobnie jak liczby
rzeczywiste, dodawac i mnozyc biora,c zawsze wynik moduloq. Rozwazajac macierze
o wspólczynnikach ze zbioruFq otrzymujemy grupe skonczona, GL(n,q). Wspomniane
wyzej grupy 16 nowych serii powstaj a, z grup GL(n,q) przez proste operacje
algebraiczne. Sa one scisle zwiazane z tzw. prostymi grupami Liego i dlatego nosza
wspólna nazwe grup skonczonych typu Lie.

W takim razie AC' = CB' + BA';
oznaczajac przezR promien kuli, mamy
AC = R, CB = y, BA = xsina, stad

R2 =y2 +.x2sin2a,

Rozwiazanie zadania M 528.
Ustalmy poczatek ukladu
wsp6lrzednych w punkcie przeciecia
prostych m, n, ot! x - jako dwusieczna
kata miedzy pr03tymi, ot!z -
w pla.szczyznie wyznaczonej przez
proste m, n (kt6re przecinaja sie pod
katem 2<».

y

a to jest r6wnanie elipsy.

~rodek kuli ma wsp6lrzedne C=
= (x, g, O), A jest punktem styczn,?sci
sfery z prosta m, B - rzutem
prostopadlym C na plaszc7.Y7.nexz.

Wszystkie grupy proste, wspomniane dotad, uchodza za typowe. Oprócz nich istnieja
jeszcze tzw. grupy sporadyczne, odkrywane ad hoc i nie mieszczace sie w zadnym
schemacie. Byly one znajdowane pojedynczo, w ciagu kilku dziesiecioleci.

Znamy obecnie 26 grup sporadycznych. Kazda z nich ma swoja, nazwe, zwykle
pochodzaca od nazwiska jej odkrywcy-konstruktora. Mamy wiec 5 grup Mathieu:
Mu, MI2, M22, M23, M24 - zostaly odkryte w 1860 r., z których najmniejsza Mu
ma 7920 elementów, a najwieksza -M24: 244823040 elementów. Grupe Mu mozna
reprezentowac w komputerze jako podgrupe permutacji 11liczQ, generowana, przez dwa
elementy:

Rozwiazanie zadania M 527.
W koncu dostajemy los, kt6ry albo
wygrywa, albo przegrywa. Ze wzgledu
na synietrie prawdopodobienstwo
otrzymania kazdego z takich los6w
jest takie samo. Zatem szukane
prawdopodobienstwo wynosi
k/(n - m), czyli jest takie jak
w sytuacji, w kt6rej' usunieto by
wszystkie losy uprawniajace do
nastepnego ciagnienia. Znajduja sie
one w r6znych loteriac h wylacznie
w celach propagandowych.

Dalej mamy 4 grupy Janko:Jl - 1966 r., J2, J3 - 1969 r., J4 - 1980 r.; grupy
Higmana-Simsa: HS - 1968 r., McLaughlina: Me - 1969 r., Suzuki: Suz - 1969 r.,
Rudvalisa: Ru - 1973 r., Helda: He - 1969 r., Lyonsa: Ly - 1972 r., O'Nana: ON-
1976 r., trzy grupy Conwaya: .1, .2, .3 - 1969 r., trzy grupy Fishera:M(22), M(23) i
M(24)' - 1971 r. oraz w koncu cztery grupy Griessa:FI'>,F3, F2, FI - 1976 r.

Najwieksza posród grup sporadycznych jest grupa FI, która ma
246 "320.59.76.112. 133• H· 19·23·29·31·41·47·59·71 =

= 808017424794512875'886459904961710757005754368000000 000 elementów.

Pocza,tkowo nosila ona nazwe potwora(monster), ale gdy jej odkrywca, R. Griess,
znalazl jej ladna interpretacje geometryczna, przemianowal ja na przyjaznego
olbrzyma (lriend/y giant). Grupa ta zostala odkryta jako podgrupa w grupie macierzy
stopnia 196883.

W lutym 1981 roku specjalisci uznali, ze dowód twierdzenia oklasyJikacji grup
prostych zostal zakonczony - innych grup prostych nie ma! Twierdzenie to jest
efektem pracy setek matematyków. Jego dowód sklada sie z wielu fragmentów,
rozrzuconych wokolo 500 pracach zajmujacych lacznie okolo 10 000 stron druku.
Oczywiscie, prace nad uproszczeniem dowodu trwaja.
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