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Sadzi sie czesto, ze rzeczy doskonale znane, takie, z którymi stykamy sie na co dzien,
nie moga kryc w sobie zadnych zaskakujacych faktów. Tymczasem na ogól jest wrecz
przeciwnie. Chocby izometrie plaszczyzny euklidesowej - przesuniecia, obroty, symetrie
i to, co sie uzyska z ich zlozen. Jest ich wielkie mnóstwo i trudno sie spodziewac, by
dowolnie wybrane dwie sposród nich, powiedzmyrp i '1/;, mialy byc zwiazane jakas
jedna, z góry dana, zaleznoscia. Okazuje sie jednak, ze taka zaleznosc istnieje - zostala
podana np. w artykule W. Guzickiego i P. Zakrzewskiego wDelcie 5/1987-

(1) 2.1,2 -2.1,-2 -2.1,2 4.1,-2 -2.1,2 -2.1,-2 2 'drp'l'rp 'I' rp 'l'rp'l' rp 'l'rp 'I' rp=~.

Prosta to ta równosc nie jest, ale w ogóle samo jej istnienie zaskakuje. Postaramy sie
te równosc udowodnic.

Sto piecdziesiat lat temu matematyk francuski Michel Chasles (czyt. szal) stwierdzil, ze
- kazda izometria plaszczyzny euklidesowej moze byc uzyskana ze zlozenia nie wiecej
niz trzech symetrii osiowych,
- izometriami plaszczyzny euklidesowe} sa tylko przesuniecia, obroty i symetrie
z poslizgiem.
Drugie z tych zdan jest znane jako twierdzenie Chaslesa. Orzeka ono, ze jakkolwiek
nie skladalibysmy izometrii, to ostateczny efekt bedzie przeksztalceniem jednego z tych
trzech rodzajów.

Wypada tu moze objasnic, co to takiego symetria z poslizgiem (w szkole sredniej
uczono o tym tylko 18 roczników licealistów). Symetria z poslizgiem to zlozenie
symetrii osiowej z przesunieciem równoleglym do osi. Zlozenie takie jest dlatego
obdarzone· osobna nazwa, ze jest wszystko jedno, co wykonamy najpierw, a co potem
- symetrie czy przesuniecie. Szczególnym przypadkiem symetrii z poslizgiem jest
symetria osiowa - odpowiada to zerowemu przesunieciu.

Zestawiajac oba przytoczone ustalenia Chaslesa mozemy uzyskac nastepne informacje
o izometriach:
- zlozenie kazdej parzystej liczby symetrii osiowych daje sie zredukowac do zlozenia
dwóch takich symetrii,
- zlozenie dwóch symetrii osiowych o osiach równoleglych jest przesunieciem
o podwojony wektor laczacy te osie i prostopadly do nich,
- zlozenie dwóch symetrii osiowych o osiach przecinajacych sie jest obrotem
o podwojony kat miedzy tymi osiami,
- zlozenie kazdej nieparzystej liczby symetrii osiowych daje sie zredukowac do zlozenia
trzech takich symetrii i jest symetria z poslizgiem.
Pierwsze i ostatnie z tych zdan daja lacznie spostrzezenie, ze kwadrat kazdej izometrii
plaszczyzny jest przesunieciem lub obrotem.

Przy obrocie o kat a nie tylko proste przechodzace przez srodek obrotu, lecz wszystkie
proste zmieniaja swój kierunek o o. Aby sie o tym przekonac, wystarczy skorzystac
z twierdzenia o katach majacych odpowiednie ramiona prostopadle.

Spostrzezenie to pozwala na wyciagrtiecie bardzo ogólnego wniosku:

zlozenie obrotów (o dowolnych srodkach) o katyal, 02, ••., On jest przesunieciem, gdy
a := al + 02 + ...+ On = 2k7r i obrotem oa - w przeciwnym przypadku.

Istotnie - tylko dla przesuniecia kierunek zadnej prostej nie ulega zmianie.

Wszystko to pozwala juz na dowód równosci (l). Jesli sie ma podejrzenie, ze jakas
równosc podobna do niej zachodzi (lub jesli sie przyjmie hipoteze, ze tak jest), mozna
ja znalezc.

Wezmy wiec jakies dowolne dwie izometrierp i '1/;. Druga potega kazdej z nich jest, jak
wiemy, albo przesunieciem, albo obrotem. Zatem kazda z kombinacji postaci

(2) CI 7'/-1 e 7'/

utworzona przez podstawienie w miejsce7'/ przeksztalcen rp2 lub rp-2, a w miejsce e -
t/J2 lub '1/;-2 jest przesunieciem (wystarczy zsumowac katy).

Z kOlei, gdy w (2) zarpwno 7'/, jak i e sa przesunieciami, to otrzymujemy identycznosc.
Istotnie: poniewaz przesuniecia sa przemienne, wiec l

C l 7'/-l e 7'/= C l e 7'/-l 7'/= id id = id.
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Rozwiazanie zadania M 526.

Przy oznaczeniaf hj ak na rysunk u
mamy ab = ch. Nierównosc

a+b<c+h

jest r6wnowazna z

a2 + b' + 2ab < c2 + h2 + 2hc,

czyli

o < h'.
co jest oczywiste,

Zatem, aby' otrzymac (1), wystarczy w (2) w miejsce." podstawictp2, a w miejscee -
"p-2 otrzymujac

"p2 tp;-2 "p-2 tp2,

a nastepnie odpowiedniotp -2 i "p-2, co da

1/.12tp2 "p-2 tp-2

i do tych przeksztalcen ponownie zastosowac (2). Da to, w mysl powyzszych uwag,
równosc

id = ("p2 tp2 "p-2 tp-2)-1 (1/.12tp-2"p-2 tp2)-1 ("p2 tp2 "p-2 tp-2) ("p2 tp-2 "p-2 tp2)=
= (tp2"p2 tp-2 "p-2) (tp-2"p2 tp2 "p-2) ('1/.1,2tp2 "p-2 tp-2) ("p2 tp-2 "p-2 tp2)=
= tp2"p2 tp-2 "p-2 tp-2"p2 (tp2 ("p-2 "p2) tp2) "p-2 tp-2"p2 tp-2 "p-2 tp2=
= tp2"p2 tp-2 "p-2 tp-2"p2 tp41/.1-2 tp-2"p2 tp-2 "p-2 tp2,

czyli równosc (1). Aby przeprowadzic te rachunki, trzeba tylko zauwazyc, ze dla
dowolnych przeksztalcene i ." jest

(e.,,)-1=.,,-lC1.
Tym sposobem równosc (1) zostala udowodniona. Dowód okazal sie krótki i, co wiecej,
opieral sie tylko na informacji, ze ,Jakas taka" równosc ma miejsce. Czy naprawde
tylko? Skad moglismy wiedziec, ze akurat tak nalezy postepowac? Ja te metode
zaczerpnalem z ogólnego pojecia rozwiazalnosci grup - ale to juz inna historia.

Na zakonczenie pytanie dla Czytelników - czy równosc (1), w której wystepuje
28 przeksztalcen, jest naj krótsza równoscia wiazaca, dowolne dwie izometrie
plaszczyzny ?

Patrz w niebo

Gwiazdy nie lubia zyc w samotnosci. Mimo ze dla wielu
osób stwierdzenie to nie jest oczywiste (chocby przez proste
skojarzenie z pozbawionym towarzysza Sloncem), faktem jest, ze
wsród gwiazd przewazaja uklady podwójne, potrójne i w ogóle
wielokrotne. Zreszta gwiazdy nie tylko nie lubia samotnie zyc,
nie lubia równiez samotnie powstawac. Panujacemu dawniej
przekonaniu, ze gwiazdy powstaja pojedynczo, przecza dane
obserwacyjne, Z powodh niezwykle malego prawdopodobienstwa
chwycenia (oczywiscie za posrednictwem pola grawitacyjnego)
jednej gwiazdy przez druga, obserwowano by miliony razy
mniej ukladów wielokrotnych niz to jest w istocie. Istniej a
równiez bardziej bezposrednie dowody obserwacyjne na to,
ze gwiazdy powstaja w grupach. Mianowicie, stosunkowo
rzadko wystepujace wsród ogólu gwiazd olbrzymy typów O
i B oraz obiekty typu T Tauri (teoria ewolucji przewiduje, ze
jedne i drugie sa gwiazdami mlodymi) tworza miejscami luzne
zbiorowiska, których nie mozna uznac za przypadkowe fluktuacje
w rozmieszczeniu gwiazd na niebie. Zbiorowiska te, zw'ane
asocjacjami, sa wlasnie miejscem narodzin gwiazd. Hipoteze
taka wysunal w koncu lat 40. naszego wieku radziecki astrofizyk
W.A. Ambarcumian. Za jej slusznoscia przemawia fakt, ze
asocjacje sa utworzone z obiektów mlodych, a takze ich zwiazek
z mglawicami gazowo-pylowymi, z których powstaja nowe
gwiazdy. Asocjacje sa rozproszone po ramionach spiralnych
Galaktyki, co miedzy innymi przyczynilo sie do poznania
budowy tych ramion. Szczególnie bogate w gwiazdy asocjacje
wystepuja w gwiazdozbiorach Oriona i Perseusza.

Wiele cech laczy asocjacje z bardziej zlozonymi ukladami gwiazd
- gromadami otwartymi - i wlasciwie trudno okres1ic scisla
granice miedzy tymi obydwiema grupami. W wielu przypadkach
trudno stwierdzic, czy mamy do czynienia z grotnada otwarta,
czy tez liczna i zwarta asocjacja. Czesto bywa, ze gromady
otwarte gwiazd stanowia jadra asocjacji. Gromady otwarte
równiez "zamieszkuja" przede wszystkim ramiona spiralne
Galaktyki. Z punktu widzenia obserwacji amatorskich gromady
sa jednak znacznie wdzieczniejszymi obiektami. Któz nie zna
Plejad! Nie sposób nie zauwazyc na niebie tej zwartej gromadki
szesciu gwiazd (od trzeciej do piatej wielkosci gwiazdowej).
Warto jednak przyjrzec sie im dokladniej - w sprzyjajacych
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warunkach atmosferycznych i korzystnym usytuowaniu Plejad
(odpowiednio wysoko nad horyzontem, np. teraz - zima)
bystry obserwator moze doliczyc sie w sumie kilkunastu gwiazd
w tej gromadzie. Plejady stanowia równiez wspanialy obiekt
dla niewielkich lunet amatorskich. Nieco mniej efektowna
jest naj blizsza gromada otwarta - Hiady. Zarówno Hiady,
jak i Plejady leza w gwiazdozbiorze Byka, przy czym Hiady
znajduj a sie w okolicy najjasniejszej jego gwiazdy - Aldebarana
(sam Aldebaran do Hiad nie nalezy).

Zasadniczo odmienne od wymienionych wyzej zbiorowisk
gwiazd sa gromady kuliste. Inna jest ich budowa - znacznie
wieksza liczebnosc gwiazd, wieksza gestosc przestrzenna,
charakterystyczny kulisty ksztalt z silna koncentracja ku
srodkowi. W przeciwienstwie do asocjacji i wiekszosci gromad
otwartych gromady kuliste skladaja sie przede wszystkim
z naj starszych gwiazd naszej Galaktyki. Inne jest równiez
ich rozmieszczenie. Gromady kuliste wystepuj a w tzw. halo
(skladowej sferycznej) wokól dysku Drogi Mlecznej. Odmienne
rozmieszczenie w Galaktyce powoduje ciekawe konsekwencje
w obserwowanych ruchach gromad. Gromady otwarte
i asocjacje wraz ze Sloncem i wiekszoscia'gwiazd z jego
otoczenia uczestnicza w ruchu obiegowym wokól masywnego
centrum Galaktyki. Ruchy obiektów tego typu sa dla nas
powolne, poniewaz sami wraz z calym U~dadem Slonecznym
poruszamy sie w podobny sposób. Te zas gwiazdy (i ich
uklady), które w rotacji dysku galaktycznego nie uczestnicza,
wydaja sie nam szybkie. Gromady kuliste zaliczaja sie wlasnie
do tej grupy. Oczywiscie, badanie ruchów gromad nie lezy
w zakresie mozliwosci obserwacji amatorskich. Mozna jednak
poswiecic troche uwagi obserwacjom samych gromad kulistych.
Najbardziej efektowna wsród nich jestw Centauri. Jednak
jej obserwacje moga planowac tylko osoby, które wybieraja sie
w dalsza podróz na poludnie (przynajmniej w okolice 'zwrotnika
Raka), gdyz w naszych szerokosciach geograficznych nie jest
widoczna. Warto ,zwrócic uwage na gromady kuliste MI3 i M92
- obydwie w gwiazdozbiorze Herkulesa, który jeszcze o tej porze
roku jest widoczny we wczesnych godzinach wieczornych po
zachodniej stronie nieba. Jasnosci obydwu tych gromad sa na
granicy dostrzegalnosci golym okiem, wiec uzycie lornetki moze
znacznie uatrakcyjnic obserwacje.

mgr Joanna UDALSKA


