
Siedemnastokat foremny

FiZYCZnE nOWlnWI Dr Maciej BRyNSKI

Bedziemy pisacell] na oznaczenie pierwiastka, którego nowy numer jestl. Oznaczymy
przez (J'm,. sume.tych elli' których numeryl przy dzieleniu przezm daja reszte r.

Rozwazmy najpierw
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0"2,0 = eloJ+ e[2]+ el4j+ + e[14];
0"2,1 = ell) + e[3] + e[s] + +e(lS] .

Udowodnimy, ze liczby0"2,0 i 0"2,1sa pierwiastkami pewnego równa.nia kwadratowego
o wspólczynnikach calkowitych; wyniknie stad, ze liczby te potrafimy skonstruowac.

Wezmy pod uwage sumy liczb0"2,0 i 0"2,1, Jest to suma wszystkich pierwiastków
stopnia 17 z 1, z wyjatkiem liczby eo = 1. Ale przeciez

2 a 16 1- eF
1 +el +e2+ea + ... +e16 = 1 +e1 +el +el + ... +e1 = --- =1- el

Zatem

(*) 0"2,0 + (J'2,1= e l + e2 + ... +e 16= -1 .

Rozwazmy teraz iloczyn(J'2,0 '(J'2,1' Jest on równy sumie 64 skladników e[kl'e[m], gdzie
k jest liczba parzysta, m - nieparzysta.

Wykonywanie konstrukcji cyrklem i linijka nalezy juz od czasów starozytnych
do zadan ulubionych przez matematyków. Bez trudu potrafimy skonstruowac trójkat
równoboczny, kwadrat albo szesciokat foremny. A jak to jest z innymi wielokatami
foremnymi? Okazuje sie, ze nie kazdy taki wielokat mozna skonstruowac; dokladniej
wyjasnimy to w dalszym ciagu. Problem ten rozstrzygnal nie byle kto, lecz najwiekszy
matematyk wszechczasów - Carl.Friedrich Gauss. W roku 1796 dziewietnastoletni
Gauss podal konstrukcje siedemnastokata foremnego, a raczej przytoczyl dowód tego,
ze konstrukcje taka mozna wykonac. Przesledzmy to rozumowanie.

Przyjmiemy, ze siedemnastokat, który chcemy skonstruowac, bedzie wpisany
w kolo o promieniu 1 i sro,dku w poczatku ukladu wspólrzednych oraz jeden z jego
wierzcholków bedzie punktemA = (1, O). Pozostale wierzcholki leza na okregu,
dzielac go na 17 równych luków. Utozsamiajac punkt(x, y) z liczba zespolonax + iy
utozsamiamy wierzcholki tego l7-kata z liczbami .

2k1r .. 2k1r k 2 16
ek = cos -- + l sm -7 ' = 0,1, , ... , ,17 1

tj. pierwiastkami stopnia 17 z jedynki. Wynika to stad, ze pierwiastki stopnia 17
z jedynki maja modul równy 1, ich argumentami zas sa kolejne wielOkrotnosci kata
i;, a zatem punkty plaszczyzny reprezentujace te liczby zespolone leza na okregu
o promieniu 1i srodku (O,O) dzielac ten okrag na 17 równych luków.

Siedemnascie liczb eo, el, e2, ... ,e16 stanowi grupe wzgledem mnozenia; istotnie
- iloczyn dwóch sposród tych liczb jest znów jedna z nich

( 2k1r .. 2k1r) ( 2m1r .. 2m1r)ek'em= Cos17+lsm17 'CosJ:7+lsmJ:7

( 2(k+m)1r +' . 2(k+m)1r)cos 17 l sm 17 =ek+m

(gdy k + m ~ 17, to zastepujemy te liczbe reszta z podzielenia przez 17),
- odwrotnosc liczby ek jest liczbae17-k (odwrotnoscia liczby eo jest eo).

Aby udowodnic wykonalnosc konstrukcji siedemnastokata foremnego, Gauss
przeprowadzil nastepujace rozumowanie.

W grupie pierwiastków stopnia siedemnastego z 1 uporzadkujmyelementyel, .,. e16
w nastepujacy sposób: liczbie ek przyporzadkowujemy nowy numerl, jezeli liczba
31 daje przy dzieleniu przez 17 resztek. W ponizszej tabelCe w górnym wierszu
zestawiono nowe, a w dolnym wierszu stare numery pierwiastków.

PÓLPRZEWODNIKI
NISKOWYMI AROWE

W sierpniu 1988 roku odbylo si~ w Palacu
Kultury i Nauki spotkanie fizyków z calego
swiata zajmujacych sie problematyka .
pólprzewodników. Konferencja ta, juz
dziewietnasta z kolei, zostala zorganizowana
w Warszawie po raz wtóry (poprzednio w
1972 roku) Udzial w obradach bralo okolo
800 uczestników z ponad trzydziestu krajów,
a wsród nich dwóch laureatów nagrody
Nobla: Leo Esaki pracujacy w laboratoriach
firmy IBM'w Yorktown Heights w stanie
Nowy Jork (USA) oraz Klaus von Klitzing z
Instytutu imknia Maxa Plancka w
Stuttgarcie (RFN). Bi:lrdzo duza cz~sc obrad
konferencji byla poswiecona wlasnosciom
fizycznym pólprzewodnikowych struktur
dwuwymiarowych. Obu noblistom program i
przebieg konfel>encji musial przyniesc wiele
satysfakcji. Wszakze to Esaki w 1970 roku
zaproponowal wytwarzanie supersieci -
niezwyklych "kanapek" zbudowanych z
warstw róznych pólprzewodników. Natomiast
w 1972 roku w Warszawie Esaki prezentowal
juz pierwsze wlasnosci supersieci Gi:lAs-
GaAlAs otrzymanych w IBM. Z kolei von
Klitzing odkryl w 1980 roku najciekawsza
wlasnosc dwuwymiarowych struktur
pólprzewodnikowych - kwantowy efekt
Halla. Zmniejszanie sie liczby wymiarów w
swiecie pólprzewodników wcale sie na tym
nie skOnczylo. Poczawszy od 1982 roku
zacz~to wytwarzac jednowymiarowe
struktury pólprzewodnikowe w postaci
waskich sciezek o szerokosci rzedu 100 nm.
Z kolei w czasie konferencji 1988 roku grupa
Esakiego przedstawila bardzo interesujace
wlasnosci nie tylko struktur
Jednowymiarowych, ale i zerowymiarowych
(punktowych) otrzymywanych poprzez
selektywne trawienie warstw
dwuwymiarowych. lnny rodzaj obiektów
zerowymiarowych zaprezent.owali w
Warszawie fizycy radzieccy z Leningradu.
Badah oni wlasno$Ci optyczne
mikrokrysztalów pólprzewodników
umieszczonych w prz~zroczystej matrycy
szklanej. Owe "okruszki" pólprzewodnikowe
dochodzily do rozmiarów rzedu pojedynczych
nanometrów. Wszystkie rodzaje tworów
dwu-, .jedno- i zerowymiarowych
stanowili ·st.udrile kwantowe" ograniczajace
mozliwosc poruszania sie elektronów, które
normalnie swobodnie wedruja po krysztale.
Co wiecej, elektron w kryszt.ale moze miec
bardzo malll mase efektywna m", rzedu
ulamka masy swobodnego elekt.ronu w
prózni. W polaczeniU z rluza stala
dielektryczna pólprzewodników daje to
istotne rozmycie funkcji falowej takiego
elektronu, nawet do wartosci rzedu 10nm.
Taki "nadmuchany" elektron musi sie jednak
zmiescic w warstwie, waskiej sciezce czy
nawet tworze zerowymiarowym. Jak latwo
sie domyslic, powoduje to istotne zaburzenia
widma energii stanów elektronowych.
Zarówno rachunki teoretyczne, jak i badania
eksperymentalne tych stanów nieSa jeszcze
zakonczone i swiat fizyki "niskowymiarowej"
moze kryc Jeszcze wiele niespodzianek.
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Rozwiazanie zadania F 260.
W czasie ruchu przewodzacej cieczy
w polu magnetycznym w obwodzie
powstaje sila elektroDlotoryczna
indukcji €in.d = vBd (co mozna
latwo otrzymac rozpatruj ac dzialanie
sily Lorentza na swobodny nosnik
ladunku). Wobec tego w obwodzie
plynie prad

I = eind, gdzier+R
Stad moc bedzie równa

p = [2R = E~ndR
(r + RP

d
r =, AS'

v2 B2d2 R

(d/(AS) + Rp'

Pokazemy nizej, ze wsród tych 64 skladników kazdy z pierwiastkówe[O]' ell]' ... , e[lS]
wystepuje dokladnie 4 razy. Otrzymamy stad

(**) (72,0' (72,1= 4(e[0] +e[lj + ••. +e[ISj) = 4(el +e2 + ••• +eI6) = 4 .(-1)= -4.
Czytelnik zechce uzasadnic,ze kazdy skladnike[kj . erm] mozna przedstawic w postaci
e[pJ . e[p+rJ, gdzie O :::; P :::; 15, T = 1,3,5,7.

Zastosujemy teraz przeksztalceniaTk (k = 1,2, ... ,16) przyporzadkowujace
pierwiastkowi ej jego k-ta potegeej. Kazde z tych przeksztalcen odwzorowuje
zbiór pierwiastków {el, e2, ••• ,eI6} na ten sam zbiór. Jest przy tymTir. . TI = Tkl i
przeksztalcenia Tk (k = 1,2, ... ,16) stanowia grupe wzgledem skladania. Podobnie,
jak przy numerowaniu pierwiastków, przyjmiemy i tu nowe numery:Tk = T[I]' jesli 31

daje resztek przy podzieleniu przez 17. Przy tej numeracji mamy

T[kje[l] = e[k+l] ,

T[mj(T[k]e{lj) = T[m+k]e[l].
15

Wracajac do sumy:LelkJ .erm] =:L :L e[p]' e(p+r] pogrupujemy w niej skladniki
p=O r=1,3,5,7 i

z ustalonym r:

Sr = e[Oje[r] + e(lje[l+r] + e[2]e[~+r] + .•. + e[IS]e[IS+r) =
= T[o](e[O]e[r]) + T[I](e[Oje[rj) + ••• + ~[lS](e[Oje[r]) =
= T[o]e[r] + T[l] elr] + ... + T[15] elrj = erO] + e[l] + ... + e(ISj = -1.

Poniewaz r przyjmuje cztery wartosci, wiec

(72,0 . (72,1= 81+ Sa + Ss + S7 = -4.

Wobec (*) i (**) liczby (72,0 i (72,1 sa pierwiastkami równaniaZ2 + z - 4 = O. Punkty
osi liczbowej odpowiadajace tym pierwiastkom potrafimy, oczywiscie, skonstruowac.
Rozwazamy teraz

To samo dla pieciokata:

O = /to + el + E2 + E3 + e. =
·23 ,

= l +El + El + "l + "l =
2 l l

= l + El + El + """2 + - =
El El

= 1+ (E1+;7) + (E~+2+:~) -2 =

(.1 + Ell) 2+ (El + ell) - l = O.
f,

E.=1

Rozwiazujemy równanie

y2 + y _ l = O

i biorac :r; = ty konstruujemy pieciokat.

(74,0 = erO] + e14] + E18] + E[l2]'

(74,1 = e[l] + elSj + E(g] + E[la),

. (74,2 = e[2] + E[6] + E[lOj + E[14] ,

(74,a = e[a] + E[7] + E[lI] + E[ISI'

i al{alogicznie jak wyzej stwierdzamy, ze

<74,0 + <74,2= (72,0, (74,0' <74,2= -1.
Stad wynika, ze(74,0, <74,2sa pierwiastkami równaniaZ2 - (72,OZ - 1= O i podobnie <74,1,

<74,asa pierwiastkami równaniaZ2 - <72,lZ - 1= O. Punkty odpowiadajace liczbom<74,0,
(74,i, <74,2, <74,amozna skonstruowac.

Rozwazamy wreszcie

i otrzymujemy

(78,0 + <78,4= (T4,0 , (78,0' (7s,4= (74,1 ,

skad wynika: ze(7s,o i (78,4 sa pierwiastkami równaniaZ2 - (74,OZ + (74,1= O, mozna wiec

te liczby skonstruowac. Zauwazmy, ze(7s,o = erO] + E[S] = El + E16 = 2 cos(i;), ~majac
te liczbe skonstruujemy 17-kat foremny. Wystarczy bowiem odlozyc na osi OX liczbe
cos(i;) i wystawic w otrzymanym punkcie prostopadla do osi. Przecina ona okrag
jednostkowy w punktach odpowiadajacych liczbomEl i E16. Odkladajac odpowiedni
luk na okregu otrzymamy kolejne wierzcholki siedemnastokata. Przeprowadzajac
wskazane wyzej rachunki mozna stwierdzic, ze

cos (21i) = 2- (V17 -1 + V34 - 2V17) + !J17 + 3V17 - v'i70 + 38M17 16 8

Pomysl Gaussa przedstawiony w powyzszej konstrukcji daje sie zastosowac do
konstrukcji p-kata foremnego dla kazdej liczby pierwszej Fermatap, tj. liczby
pierwszej postacipn = 22n + 1. Dla n = 0,1,2,3,4 wzór ten daje istotnie liczby
pierwsze 3,5, 17, 257,65537. Podstawiajac w miejscen kilkanascie kol'ejnych liczb
naturalnych otrzymujemy liczby zlozonej nie wiadomo, czy w ciagu(Pn) wystepuje
choc jeszcze jedna liczba pierwsza oprócz wymienionych wyzej. Przytoczony tu dowód
konstruowalnosci siedemnastokata sam Gauss uwazal za jedno z wazniejszych swych
odkryc.

A co z innymi wielokatami foremnymi? Okazuje sie, ze n-kat foremny mozna
skonstruowac wtedy i tylko wtedy, gdy w rozkladzie liczbyn na czynniki pierwsze
'Wystepuje pewna potega dwójki (moze byc z wykladnikiem zero) oraz ewentualnie
rózne liczby pierwsze Fermata.
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