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dla n = 1;
dla n > 1.
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Rozwiazanie zadania M 686.

Rozpatrzmy punkty A i A I, które
pokrywaja si<:,po zgieciu kartki oraz
dowolny punkt B na zgi<:ci~. Widac.
ze linia zgiecia sklada sie z punktów
równo odleglych odA i A'; jest zatem
prosta·

Jednym z dzialów teorii liczb jest teoria funkcji arytmetycznych, tj. funkcji o wartosciach
liczbowych okres1onych na zbiorzeN liczb naturalnych. A oto kilka przykladów funkcji
arytmetycznych.

Przyklad 1. Suma dzielników - a.
Dla kazdego n E N okreslamy a(n) jako sume dzielników naturalnych liczbyn, Mamy
a(l) = 1. Jesli n > 1, to mozemy n przedstawic w postaci iloczynu poteg róznych liczb

pierwszych n = p~l ..... p~r , gdzie r, kI, .. " kr E N (jest to tzw. rozklad kanoniczny liczbyn).
Rozpatrzmy nastepujacy iloczyn sum

H (1 + Pl + pi + ... + p~l)(l + P2 + p~ + ... +p~2) (1 + Pr + P: + ... +p~r) .

Po wykonaniu mnozen otrzymamy sume (kI + 1)(k2 + 1) (kr + 1) róznych iloczynów, przy
czym kazdy z tych iloczynów jest dzielnikiem liczbyn i na odwrót - kazdy dzielnik liczbyn jest
jednym z tych iloczynów. Zatem wyrazenie (*) jest suma wszystkich dzielników naturalnych
liczby n. Korzystajac ze wzoru na sume wyrazów ciagu geometrycznego otrzymujemy, ze

pkl+l -1 pk2+l -1 pkr+l_l
a(n) = l 2 ... _r _

P l - 1 P2 - 1 Pr -' 1

Np. dla n = 600 = 23 ·3 . 52 mamy
24 - 1 32 - 1 53 - 1

a(600) = --. --' -- = 15 ·4·31 = 1860.2-1 3-1 5-1

Przyklad 2'. Liczba dzielników - r.
Liczbe dzielników naturalnych liczbyn oznaczamy przezr(n). Oczywiscie. r(l) = L

Jesli n > 1 i n = p~l ..... p~r jest rozkladem kanonicznym liczbyn, to z rozwazan
w przykladzie 1 wynika, ze

r(n) = (kI + lJ(k2 + 1) , .... (kr + 1) .

Np. mamy r(600) = r(23 .3.52) = 4 . 2 ·3= 24.

Przyklad 3. Funkcja Eulera -rp.

Dla dowolnego n E N okreslamy rp(n) jako liczbe takich liczb naturalnych k, ze k ~ n
i (k, n) = 1 (tzn. nie maja innych wspólnych dzielników niz 1, czyli sa wzglednie pierwsze).
Np. rp(lO) = 4, poniewaz istniej a dokladnie 4 liczby naturalne nie wieksze od 10 i wzglednie
pierwsze z 10 (sa to 1,3,7 i 9). Mamy tez rp(l) = 1. Jesli P jest liczba pierwsza ik E N, to
rp (pk) = pk _ pk -l, poniewaz wsród liczb 1, 2, ...,pk co p-ta nie jest wzglednie pierwsza zpk.

Dowodzi sie, ze jeslin = p~l ..... p~r jest rozkladem kanonicznym liczbyn, to

rp(n) = (p~l _ p~l -l )(p~2 _ p;2 -l) ..... (p~r _ p~r -l) .

Przyklad 4. Funkcja Mobiusa - 1-'.
Funkcja ta okreslona jest wzorem

{l, jesli n = 1; .
1-'(n) = (-1)' , jesli n = p l ..... p;, gdzie Pl> ... ,Pr sa róznymi l~czbami pierwszymi;

O w pozostalych przypadkach.

W szczególnosci mamyJL(2) = 1-'(3) = -1, 1-'(4)= 0,1-'(5) = -1, 1-'(6) = 1.

Przyklad 5. Funkcja e okreslona wzorem

e(n) = {~

Przyklad 6. Funkcja I. gdzie l(n) = 1 dla kazdegon EN.

Przyklad 7. Funkcja T, gdzie T(n) = n dla kazdegon E N.

Zwrócmy uwage, ze jesli! jest którakolwiek z siedmiu powyzszych funkcji arytmetycznych,
to 1(1) = 1 oraz

f(p~l .p~2 ..... p~r) = I(p~l )!(p~2) ..... !(p~r)

dla dowolnych r, kI, ...• kr E N i dowolnych liczb pierwszych Pl,"" Pr· Funkcje arytmetyczna
o takich wlasnosciach nazywamy multyplikatywna~

Funkcje arytmetyczne mozna w zwykly sposób dodawac i mnozyc. Mamy np.(r + a)(600) =
= 24 + 1860 = 1884,(r . a)( 600) = 24 . 1860 = 44640.

Jednakze w zbiorze funkcji arytmetycznych mozna okreslic jeszcze inne dzialanie, które jest
niezmiernie uzyteczne w teorii tych funkcji. Dzi,alanie to, zwane splotem Dirichleta, oznaczamy
symbolem * i okreslamy je nastepujaco: dla dowolnych funkcji arytmetycznych1 i g oraz
dowolnego n E N

(J*g)(n)= L!(d)9(S)
din
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Symbol E czytamy: "suma pod dzielacych n", a jego znaczenie niech Y{yjasnia' przyklady.
din

Aby obliczyc np. ('I' * 1')(21), znajdujemy wpierw wszystkie dzielniki liczby 21, czyli 1,3,7 i 21.
Nastepnie obliczamy

('I' * 1')(21) = Ltp(d) T (~) = '1'(1)1'(21) + '1'(3)1'(7) + '1'(7)1'(3) + '1'(21)1'(1)=
dl21

= 1 . 4 + 2 . 2 + 6 . 2 + 12 . 1= 32 .

Dla dowolnego n EN mamy

FiZYCZnE nOWIDNI

(I * I)(n) = LI= 1'(n)
din

oraz

to dla kazdego n jest tezf(n) = EF(d) /./,(;i). M~y
din

Z twierdzenia tego natychmiast wynika, ze np. funkcja Eulera jest multyplikatywna, bowiem
'I' * I = T i funkcje I oraz T sa w sposób oczywisty multyplikatywne.

Niech Czytelnik, wzorujac sie na nim, spróbuje wykazac twierdzenie odwrotne do dopiero co
udowodnionego.

~ F * /./,= f * (I * /./,) ~

F*/./,=f ~ f=F*/./,.

F*/./,=(J*I)*/./,

F*/./,=f*e ~

Wykorzystanie tych algebraicznych wlasnosci splotu Dirichleta zilustrujemy dowodzac
w sposób czysto algebraiczny, ze jesli dla dowolnego n EN zachodzi równoscF(n) = E f(d),

din

Wyprowadzimy jeszcze równosc splotowa'I' * T = a wiazaca wazne funkcje'1', T i a. Mamy

'I' * T = 'I' * (I * I) = ('I' * I) * I = T * I = a .

Na zakonczenie cwiczenie dla Czytelnika: udowodnic, ze jes1if ;jO i g ;j O, to równiez f * g ;jO
(symbol "O" oznacza tu funkcje zerowa).

Dzialanie * ma szereg pozadanych wlasnosci. Jest ono przemienne, laczne i rozdzielne
wzgledem zwyklego dodawania funkcji. Ponadto, jak to juz wykazalismy, funkcja e zacbowuje
sie tak jak liczba 1 przy mnozeniu liczb.

Funkcja e zachowuje sie calkiem ciekawie. Dla dowolnej funkcji arytmetycznejf i dowolnego
n E N otrzymujemy bowiem, ze

(JH)(n) = Lf(d)e(~) =f(n),
din

poniewaz dlad < n mamy e(n/d) = O. Zatem f * e = f. Czytelnik moze sprawdzic, ze równiez
e * f = f dla dowolnej funkcji f.

Udowodnimy jeszcze, ze /./,* I = e. Jesli n= 1, to (/./,* 1)(1) = /./,(1)1(1)= 1 = ell). Niech teraz
n bedzie liczba naturalna wieksza od10 rozkladzie kanonicznym n= p~l p~'. Kazdy
dzielnik d liczby n jest postaci p'{'"l ..... p~' , gdzie O~ mi ~ ki dla i = 1, ,r. Jesli dla
pewnego i jest mi > 1, to wtedy /./,(d) = O. Wobec tego

·(/./,d)(n) = L/./,(d) = L /./,(d) = (1+/./,(pd)(1+/./,(P2)) ..... (l+/./,(p.))
din dlpl ·..··Pr

Udowodnilismy wiec nastepujace równosci splotowe:

1*1=1', T*I=a, tp*I=T, /./,*I=e i f*e=f.

Równosci takie sa ciekawe same w sobie, ale na tym ich rola sie nie konczy. Ich znaczenie
ilustruje nastepujace twierdzenie:
Jesli w równosci f * g = h którekolwiek dwie funkcje sa multyplikatywne, to i trzecia jest
multyplikatywna.

=0·0· ... ·0=0.
Zatem istotnie /./,* I = e.

(T * I)(n) = Ld = a(n).
din

Wykazemy, ze'I' * I = T, czyli ze dla dowolnego n EN zachodzi równoscE '1'(d) = n.
din

Rozpatrzmy n ula~ków: 1.,.l, ... ,!!.=..!., !l. Doprowadzajac kazdy z nich do postacin n n n
nieskracalnej otrzymamy nowy uklad n ulamków o mianownikach bedacych dzielnikami n, przy
czym dla kazdegod dzielacego n dokladnietp(d) ulamków o mianowniku d wystepuje w tym
nowym ukladzie. Stad nasza równosc.

F=f*I ==>

~
. Dowód zostal zakonczony.

MROZONE ATOMY

Czy atomy m02na mrozic? Okazuje sie, 2e
w pewnym sensie tak. Co ciekawe, role
lodówki pelni wiazka $wiatla laserowego. JU2
pod koniec lat siedemdziesiatych stwierdzono,
ze podobnie jak kulka ping-pongowa
wrzucona do pudelka traci Ped i energie
kinetyczna przez zderzenia ze $ciank.ami. tak
odpowiednio dobrane swiatlo lasera m02e
pelnic role "$ciany" i chlodzic atomy.
Skupienie wiazek $wiatla z kilku laserów
ustawionych z rÓ2nych stron jest wiec w
stanie stworzyc takie "pudelko" (nazywane w
tym przypadku pulapka). w którym
uwiezione atomy m02na chlodzic. Zmiana
pedu atomu po absorpcji fotonu jest,
oczywi$cie. niewielka i nie moze przekroczyc
h/II. gdzie h jest stala Plancka a II dlugo$cia
fali $wiatla lasera. Na przyklad atomy sodu
(u2ywane w wiekszo$ci eksperymentów)
ma.Ja w temperaturze pokojowej predko$c
okolo 1000 m/s. Przy absorpcji 2óltego
fotonu predko$c ta maleje o 3 cm/s. Oznacza
to. Ze dopiero po zaabsorbowaniu i
wyemitowaniu ponad trzydziestu tysiecy
fotonów temperatura atomu sodu m02e
obnizyc sie do rejonu zera bezwzglednego.
Je2eli odpowiednio dobierzemy energie
fotonów (hu) tworzacych pulapke (ze
wzgledu na efekt Dopplera energia ta musi
bYc minimalnie mniejsza niz róznica energii
stanów elektronowych w atomie). to atom
poruszajacy sie w strone danego lasera
bedzie przez niego hamowany.W ten sposób
mozna w niewielkiej objeto$ci (rzedu
10-4cm3) utrzymywac przez mmuty
ochlodzone atomy. Poczatkowo te technike
zastosowano do jonów. pótnieJ udalo sie
schladzac atomy W Jednym z ostatnich
eksperymentów grupa fIzyków z NatlOnal
B'lreau ot Standards (stan Maryland. USA).
przy zastosowalllu szeSem skupIOnych w
Jednym punkCIe wlazek laserowych, zdolala
ochlodzIc gaz zlozony z atomów sodu do
rekordowej temperatury 0,000043 K, czyli
43 liK Tak schlodzone atomy zachowuja Sle
Jak bardzo gesta ciecz. stad pulapkowane
atomy sa czasem nazywane "optyczna
melasa"· Szalellle zabawny jest takt. 12
teoretyczllle przewIdywany limIt dla tej
metody chlodzenia wynosil okolo240 liK. W
zwiazku z tymi przewidywaniami grupa z
Bell Laboratones (stan New Jersey. USA)•

. która przed kIlku laty uzyskalala dokladnie
warto$c 240 liK. byla przekonana,. ze
oSlagnela JUz graniCe mozliwo$ci. Tymczasem
okazalo Sle. Ze przesuniecIe cZestothwo$cl
laserów o20 MHz poniZej cZestothwo$cl
rezonansowej (w porównaniu z 5 MHz
stosowanymi przez gruPe z Bell Laboratories)
dalo znakomIte rezultaty. Teoretycy musza
WIeCna nowo WZIaCsle do pracy. zwlaszcza
Ze ostatllle rezultaty grupy z Maryland
zdaja Sle wskazywac na mozhwo$c
OSlagnH?Cla Jeszcze nt2:szych temperatur w
laserowych pulapkach
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