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Bez pochodnych
W rachunku rózniczkowym dowodzi sie, ze jesli funkcja1ma pochodne dowolnego
rzedu i to, na przyklad, wspólnie ograniczone, to mozna ja rozwinac w szereg Taylora

00 I(n)( )
f(z) = L lZO (z - Zot·n.

n=O

Rozwiazanie zadania F 267,
W ukladzie' odniesienia. :t,wi~\7.anynl
Z rakieta na elektrouy w \lIllOCowanym

i ustawionyul r6wnolegle do wektora
przyspiesl,enia precie Gr.ia.la. sila
bezwlaunosci ma. W stanie równowagi
sila ta jest równowazona silaeE
ze strony pola elektrycznego.
W konsekwencji na koncach
przewodnika o dlugosci I powstaje
w czasie przyspieszania róznica
potencjalów U = El = maI/e. A wiec
pl"I',yspieszenie mozna zmierzyc przez
l'OJluiar róznicy potencjalów U. Przy
'L = lOg i l = 10 m otrzymujemy
rJ ~ 6 X lO-~ V. Technika wspólczesna
w zasadzie umozliwia pondar tak
malych napiec. Jednakze warto
pamietac, ze najprosts'zy sposób
takiego pomiaru. tj. polacz<'nie konców
badanego przewodnika z urzadze;liem
p'omiarowym za pOlTIOCa.tlw6ch innych'
przewodnik6w zawodzi, bowiem
na ich koncach tez powstaje róznica
potencjalów. Zamiast tego mozna
zmierzyc amplitude pradu plynacego
w przewodniku przy cyklicznej zIllianie
jego orien tacj i o 180 o.
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I na odwrót, jesli I(z) = E ~(z - Zot, to funkcja f jest nieskonczenie wiele razy
n=O

rózniczkowalna iI(n)(zo) = an, Na przyklad dla funkcji sinus i punktu Zo= O mamy

00 z2n+1

(*) sinz = "'(-lt-( --)"L,.; 2n + 1 ,
n=O

A czy mozna ten ostatni wzór udowodnic bez uzywania rachunku rózniczkowego?

Zauwazmy, ze jesli wykazemy, iz dla kazdegon i O:S; z:S; 7r/2 jest prawdziwa nie):'ównosc

2m-l 2n+l . 2m 2n+l

(**) L (-lt (2zn + l)! :s; siu:S; L(-lt I~Z .• \. ,
n=O n=O

to bedzie z tego wynikac (*). Wykaze ponizej, w jaki sposób mozna uzyskac te
nierównosc dla m = 1, czyli nierównosc

Z3, Z·3 Z5
Z - - < sm z < z - - +. -

6 - - 6 120 '
korzystajac ,wylacznie z elementarnych wzorów

• 2 Z
cos Z= 1 - 2 sm -,2

, 3' z ,3 Zsm z = sm - - 4 sm -,3 3
sin z < z < tg z dla O< x < 7r/2

i z teorii ciagów zbieznych,

Mamy dla O< x < 7r/2

sinx> zcosx = x(l- 2sin2 x) > X.(l- 2 (~) 2) = Z _ ~Z3.

Konstruujemy taki ciag (an), ze ao = ~, an > i oraz dla kazdej liczby z E (0,7r/2)
zachodzi nierównosc sin z >x. - an Z3, Dla takiego ciagu mamy

.. x . 3 Z (z (X) 3) . z3 3 (an 4 )
sm x = 3 sm - - 4 sm - > 3 - - a - - 4 - = z - x - + -

3 3 3 n 3 27 9 27

Przyjmujac an+1 = ~an + 17.otrzymujemy, iz

sin z > z - an+lX3 dla x E (O, 7r/2) .

Oczywiscie, an+l = ~an + 17 > 916 + 17 = i· Mamy tez an+1 - i =
l 4 1 'I ( l ) A 1 ( l ) n ( 1) l' l' l·= "Oan+ 27 - 6" = '9 an - (;' zatem an = 6" +"0 ao - (; , czy l lm an = 6'n-oo

Wykazalismy zatem, ze dlax E (O, 7r/2) zachodzi
3

sin z ~ lim (z - anz3) = z - ~ .n-oo 6

Z powyzszej nierównosci wynika, iz

( 3)3
•• Z .3X Z x 1 z

sm z = 3 sm '3 - 4 sm '3 < 3'3 - 4 '3 - 6" ('3)

4 3 2 5 Z 7 x9 4 3 2 5= X - -x + -x - - + --- < x- -z +-x
27 243 39 2 . 312 27 243

Podobnie jak poprzednio przyjmijmy O!o= 17, (30= 2~3 i zalózmy, ze

sin x < z -. O!nZ3+ (3nx5 dla z E (O, 7r/2), gdzie O!n< i, O < (3n < 1;0' Otqymujemy

sin x < 3 (~-O!n (~r+(3n (~r)-4 (~- ~ (~rr<
(1 4) 3 (1 2) 5 3 5< X - gO!n + 27 z + 81(3n + 243 x = x - O!n+1X + (3n+1X ,

gdzie okreslilismy: O!n+l= iO!n + !7, (3n+l = tr(3n + 2~.'l' I znów O!n+l - i =
- 1 ( l) . (3 l - l ((3 l ) l' l' - l l' (3 - l' b- li O!n - (; J n+l - 120 - 81 n - 120 ' czy J lm O!n- 6' lm n - 120 J wo ecn-+Q:) n-co
tego

, Z3 X5
smx <Z- -+-.

- 6 120
Pozostawiam Czytelnikom zbadanie, jak dowodzic nierównosci (**) dla nastepnychm.
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