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Rys. 1

Wlasnosci (i)-(iv) opisuja pewne cechy strukturalne
metody decydujace o jej uzytecznosci. Dzieki nim
uzyskujemy dodatkowe narzedzia ulatwiaj ace analize
rozpatrywanego zadania. Zwracamy uwage, ze
w zastosowaniach trudnosc bezposredniego rozwiazania
zadania W jest zwykle skupiona w jednym z elementów
S, T lub S-l. Czesto, jesliS zawiera w sobie "genialnie
prosty pomysl", S-l wymaga "fundamentalnego
twierdzenia z dlugim dowodem". W dalszym ciagu
prezentujemy pewna liczbe przykladów (glównie
matematycznych, z zasady latwych badz znanych), których
cecha wspólna jest uzycie metody okreznej jako wytrychu
pozwalajacego otworzyc zamkniete drzwi. Prostota
niektórych z nich jest zamierzona i nie powinna sklaniac
do uznania samej idei za calkiem trywialna.

II

Rys. 3

s

2. Przyklady zastosowan
Pl. Geodezyjne na stozku. Zadanie polega
na polaczeniu punktówA i B na powierzchni stozka
(na dowolnej powierzchni prostowalnej) najkrótsza linia
lezaca w calosci na tej powierzchni, tj. linia geodezyjna.
W ponizszym przepisie na rozwiazanie tego zadania latwo
dostrzec schemat metody okreznej:
l) rozwinac powierzchnie,
2) polaczyc odcinkiem prostej punktyA i B na rozwinietej
powierzchni,
3) zwinac powierzchliie z powrotem.

P2. Przekaz komunikatów na odleglosc. Bezpos"redni
przekaz W komunikatu slownego od nadawcyA do
znacznie oddalonego odbiorcyB zostaje w praktyce
telekomunikacyjnej zastapiony zlozeniem trzech
nastepujacych etapów:
S - przetworzenie mowy na sygnal elektryczny (mikrofon),
T - przeslanie sygnalu elektrycznego (kabel, linia
telefoniczna) ,
S-l - odtworzenie sygnalu akustycznego (glosnik).

Rys. 2

Wydaje sie, ze ujecie omawianej idei w ramy pewnej
metody heurystycznej jest dostatecznie ogólnym punktem
widze"nia, dajacym mozliwosc jej efektywnego zastosowania
na róznych polach i pozwalajacym na systematyzacje wielu
pozornie odmiennych zagadnien.

Po drugie, sprzezenie jako relacja równowaznosci posiada
szereg matematycznie oczywistych wlasnosci, takich jak
(i) W "'I W,
(ii) W "'s T ===} T "'S-1 W,
(iii) (W "'$ T & T "'SI Tl) ===} W "'SI $ Tl
oraz specyficzna dla niej wlasnosc:
(iv) (Wl "'s Tl & WZ "'s Tz) ===} WZWl "'s TzTl'

~Il~"
sns,-------.,..

W

Otóz, po pierwsze, mimo szerokiego rozpowszechnienia
samej idei jej jednosc i uniwersalnosc pozostaja skryte
bogactwem form i róznorodnoscia nazw, jakie przybiera
ona w róznych dziedzinach, na gruncie których sie pojawia.
Mówimy zatem o podobienstwie (algebra liniowa),
o sprzezeniu (teoria grup przeksztalcen), o transformacjach
calkowych (równania rózniczkowe) etc., lecz idea tkwiaca
u podstaw kazdego z tych pomyslów jest jedna.

Rzymska legenda podaje, iz westalka Tuccia oskarzona
o cudzolóstwo przeniosla w cudowny sposób wode w sicie
dowod7.&Ctym swojej niewinnosci.

Relacja sprzezenia przeksztalcen jest dobrze znana
i szeroko stosowana w wielu dzialach matematyki i jako
taka nie wymaga rekomendacji. Czytelnikowi nalezy sie
zatem uzasadnienie podjecia tego tematu w niniejszym
artykule.

Okazuje sie..ze taka dekompozycja zadania ma/niezwykle
szeroki zakres zastosowan, wykraczajacy znacznie poza
zagadnienia czysto matematyczne. Zilustrujemy to
prostym przykladem. Przypuscmy, ze postawiono przed
nami niewykonalne na pozór zadanie przeniesienia wody
w sicie. Majac na uwadze naszkicowana idee postepujemy
tak: najpierw zamrazamy wode, nastepnie przenosimy
w sicie lód, który w koncu rozmrazamy. Przyklad ten,
jakkolwiek nieco zartobliyvy, dobrze ilustruje cechy
charakterystyczne metody: trójetapowosc procesu oraz
wzajemna odwrotnosc jego dwóch skrajnych etapów.

Metoda okrezna jest zasada heurystyczna pomocna przy
rozwiazywaniu róznorodnych zadan. Istota metody
sprowadza sie do zastapienia postawionego przed nami
problemu innym, równowaznym mu problemem, który
nastepnie rozwiazujemy w trzech kolejnych etapach.
Najogólniej rzecz ujmujac - pierwszy krok metody polega
na przejsciu od problemu otwartego do pokrewnego mu
zadania, które potrafimy rozwiazac. Drugim krokiem jest
rozwiazanie tak przeforIIl,ulowanego zadania. W kroku
trzecim powracamy do zadania wyjsciowego wykorzystujac
rezultaty drugiego kroku (w pewnym sensie trzeci krok
jest wiec odwrotnoscia pierwszego). W ten sposób
zastepujemy operacje bezposredniego rozwiazywania
problemu, nazwijmy jaW, zlozeniem trzech opisanych
wyzej operacji, które oznaczymy odpowiednio przezS, T
oraz S-l. Powyzszy rozklad wyjsciowego zadania mozemy
teraz wyrazic w postaci nastepujacego zlozenia

(*) W = S-lTS,

co stanowi symboliczny zapis schematu metody okreznej.
Bardziej obrazowe przedstawienie graficzne schematu
metody (rys. 1) uzasadnia jej nazwe. Jezeli dowolne
przeksztalcenia (operacje)W oraz T sa w relacji (*) wraz
z pewnym odwracalnym przeksztalceniemS, to mówimy,
ze W i T sa sprzezone za pomocaS. Czasami wygodniej
nam bedzie zapisywac sprzezenie (*) w formie:W "'s T.

sI T l-----~
W

o metodzie okreznej
Dr Grzegorz LUKASZEWICZ,
1. Ogólne cechy metody
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12=! !re-r2drdB=21T[-ie-r2]~ =1T,
o fi

skad 1= ,jir.

a T polega na obliczeniu12,. co pozwala na przejscie od
zadania jedno- do dwuwymiarowego

+= += +=+=

12 = !e-z2 dx!e-y2 dy = !!e-(,,2+y2)dx dy.

Dzieki zwiekszeniu wymiaru uzyskujemy wzbogacenie
zasobu narzedzi, jakimi dysponujemy, w postaci
wspólrzednych biegunowych(r,B) okreslonych wR2
wzorami

x=rcosB, y=rsinB (r2:0,0:::;B<21T).

Teraz rachunek przebiega juz latwo

Zauwazmy na zakonczenie tej serii przykladów, ze nawet
metoda dowodu "przez zaprzeczenie"(a contrario) ujawnia
strukture okrezna. W tym przypadku role operacjiS

spelnia negacjaN, która jest inwolucja (N2 = Id). Dlatego
tez w dowodzie tego typu negacja pojawia sie dwukrotnie,
raz jako S i raz jako S-l.

3. Metoda okrezna jako heureza
Powyzsze przyklady moga sklonic Czytelnika do
postawienia nastepujacego pytania: jak - stojac w obliczu
nie rozwiazanego problemu - dobrac przeksztalcenieS
pozwala.jace zainicjowac zastosowanie metody. Naszym
zdaniem mozna wyróznic w sposób naturalny dwie
zasady wskazujace przynajmniej na wlasciwy kierunek
poszukiwan przeksztalceniaS. Dyrektywy te nazywamy
w dalszym ciagu zasada abstrakcji i zasada strukturalizacji;
wybór jednej z nich sugeruje sam problem stojacy przed
rozwiazujacym.

3.1. Zasada abstrakcji polega na sprowadzeniu zadania
niejako do "postaci kanonicznej". Chodzi tu mianowicie
o uwypuklenie istoty trudnosci przeli abstrahowanie od
zaciemniajacych szczególów, co moze wiazac sie z chwilowa
rezygnacja z pelnej ogólnosci rozwazan. Dla ilustracji tej
dyrektywy przytoczymy dwa przyklady.

P6. Równanie kwadratowe. Rozwiazanie równania
kwadratowego mozna sprowadzic (za pomoca liniowej
zmiany zmiennej) do pierwiastkowania, co ilustruje
ponizszy diagram.

-ex> -00-=-=

W sytuacji, gdy polaczenie punktówA i B linia przesylowa
jest niemozliwe badz nieoplacalne, etapT podlega
dalszemu rozkladowi, w którym wystepuje
SI - emisja fali elektromagnetycznej (nadajnik),
T1 - propagacj a fali (osrodek), .
S11 - detekcja (odbiornik).
Ostatecznie mamy wiec

W = S-lTS = S-1(S11T1SI)S = (SlS)-lT1(SlS),

Przyklad ten ilustruje metode nakladania petli okrazen
wyrazona przez wlasnosc (iii).

PS. Potegowanie macierzy symetrycznej.
Z wlasnosci (iv) wynika natychmiast implikacja
(iv') W "'s T => Wm "'s Tm (Wm = WW ... W)'-v---'

m ra.zy

majaca wazne zastosowania przy iteracjach przeksztalcen,
np. przy potegowaniu macierzy. Dla dowolnej macierzy
symetrycznej W wymiaru n istnieje taka nieosobliwa
macierz S, ze zachodzi zwiazekW = S-lTS, gdzie T
jest pewna macierza diagonalna:T = diag(A1"'" An).
Chcac obliczyc macierzwm = WW ... W, znajdujemy
najpierw macierz diagonalnaT, której potege wyznaczamy
z latwoscia: Tm = diag(>.'t , ... ,>.::'). W ostatnim kroku
obliczamy potege macierzyW wedlug wzoru
wm = S-lTm Sw mysl wlasnosci (iv').

P4. Dyskretne uklady dynamiczne. Innym
przykladem dotyczacym iteracji przeksztalcen jest
badanie dyskretnych ukladów dynamicznych na odcinku

. jednostkowym. Problem polega tym razem na tym,
aby majac dane przeksztalcenie ciagleI: [0,1] --> [0,1],
np. I(x) = 4x(1 - x), O:::; x :::;1, opisac trajektorie

dowolnego punktu x z tego odcinka, tj. ciag(In (x)) :=0'
Okazuje sie, ze znalezienie ogólnego wzoru na n-krotne
zlozenie funkcji 1przekracza nasze mozliwosci nawet w tak
prostym przypadku jak przytoczony powyzej. Musimy
zatem uciekac sie do innych sposobów. Odpowiednio
dobrana zmiana zmiennej, tj. bijekcjar.p : [0,1] --> [0,1]
ustala sprzezenie funkcji1z dostatecznie prosta funkcjag

1=r.p-1og0r.p,

np. g moze byc kawalkami liniowa (piloksztaltna) postaci:
g(y) = 2y, gdy Y < ! i g(y) = 2 - 2y, gdy Y 2: !.Obie
funkcje przedstawiono na rysunku 4. W odrózni~iu
od 1 funkcja g poteguje sie w sposób regularny:gn ma
takze postac piloksztaltna o2n-l "zebach". (Czytelnika
zainteresowanego szczególami odsylamy do artykulu
A. Zdunik "Chaos na odcinku",Delta 7/1984).

-=
operacja W polega na obliczeniu wyrazeniaI, S oznacza
podnoszenie do kwadratu,S-l pierwiastkowanie,

P5. Obliczanie calek oznaczonych. Obliczanie calek
sprowadza sie czesto do zastosowania schematu metody
okreznej. W przypadku calki Gaussa

+=

1=!e-,,2dx

S-l2

S-ll

l

l

dwa pierwiastki

~2
V12 = ± - - ac, 4

dwa pierwiastki

b ~2
Ul2 = - - ± - - ac, 2 4

dwa pierwiastki
_-b±~

X1,2 - ~_

T

W------t

SI l ax = u

pelny kwadrat
v2 - ~ - ac- 4

postac
zredukowana
u2 + bu + ac = O

postac ogólna
ax2 + bx + c = O

b2 - 4ac 2: O

O~
O '. 1 O 1RYS.4
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P7. Liniowe równanie rózniczkowe. Naszkicuj emy
sposób rozwiazywania liniowego równania rózniczkowego
(jednorodnego) o stalych wspólczynnikach postaci:

n aj n
I>'ax/x) =0, xER.
.=1

Przyjmujac oznaczenia:

(aj Oj) TDj(x)= aXl(x)' .. "axn(x) oraz b=(bl, ... ,bn)
mozemy zapisac to równanie wektorowo:

Dj(x)b=O, xERn.

Zakladamy przy tym, zeb # O. Rozwiazanie takiego
równania polega na opisaniu zbioru wszystkich funkcji
gladkich j : R n -l R 1, które spelniajo, punktowo to
równanie. Za pomoca liniowego podstawienia

x=Ax, xERn,

zadanego nieosobliwa macierzaA wymiaru n x n, mozemy
przeformulowac to równanie nastepujaco:

Df(x)1i = 0, xE Rn,

gdzie: li= Ab, f = f o A-l. Jesli A jest macierza
takiego obrotu wRn, który nadaje wektorowib kierunek
pierwszego wektora bazowego fl= (1, O,... ,O)T, tj.

li= Ab = Ibl· fl ,

to równanie to zredukuje sie do postaci kanonicznej

!L(-)= O-E Rn
<>_ X , X •VXl

Takie równanie spelnione jest przez funkcje, które nie
zaleza od pierwszej zmiennejXl (i tylko przez takie
funkcje). Zatem rozwiazanie ogólne wyjsciowego równania
stanowia funkcje postaci:

J.=foA,

gdzie f jest dowolna funkcja gladka niezalezna od pierwszej
zmiennej.

S(x) = f :2:'
n=l

Szereg powyzszy jest (jako szereg potegowy) bezwzglednie
zbiezny i rózniczkowalny na przedziale (-2,2). Wyjsciowe
zadanie polega w tym kontekscie na znalezieniu
wartosci S(1). Nalezy zauwazyc, ze szereg pochodnych
jest szeregiem geometrycznym, a wiec jego suma moze byc
jawnie obliczona:

, . 00 xn-l 1 00 xn 1
S (x)= "'- = - '" - =-,~ 2n 2L...i 2n 2 - X

n=l n=O

czyli

Jesli wiec w = ~, to mamy

(nZ _ mZ)Z + (2nm)Z = (nZ + mZ?

Zatem wszystkie wzglednie pierwsze trójki(a, b, c),

spelniajace wzór Pitagorasa, sa po'staci

(nZ _ mZ,2nm,nZ + mZ),

a wobec tego wszystkie takie trójki to

(k(nZ - mZ), 2knm, k(nZ + mZ)), dla k, n, m E N

(aby sie przekonac o koniecznosci wprowadzenia
wspólczynnika k, wystarczy rozpatrzyc trójke (9,12,15)).

Rys. 5

Mamy wie.,.costatecznieS(1) = In 2.

Czytelnik z latwoscia dopatrzy sie tu schematu
dwustopniowego W = S11S;lTSzSl, w którym przyjeto
nastepujace oznaczenia:
W - sutll0wanie szeregu wyjsciowego,
S l - wprowadzenie parametru,
Sz - rózniczkowanie,
T - sumowanie szeregu geometrycznego,
S;;l - calkowanie,
S;-l - usuniecie parametru (obliczenie wartosci funkcji
w punkcie).

P9. Trójkaty pitagorejskie. Ten klasyczny problem
polega na opisaniu zbioru wszystkich trójek(a, b, c) liczb
calkowitych, które spelniaja wzór Pitagorasa

aZ + bZ = cz.

Pomijajac jedno oczywiste rozwiazanie - trójke trywialna
(0,0,O) - wszystkie pozostale spelniaja równanie

(~r+ (~r= 1.
Dla wzglednie pierwszycha, b, c problem sprowadza
sie zatem do opisania zbioru X punktów okregu
jednostkowego o obu wspólrzednych wymiernych

X = S1 nQz.

Nasuwa to nam mysl znalezienia takiej parametryzacji
okregu fi l, przy której wszystkie (i tylko takie) punkty
beda wyróznione. Do takiej parametry~acji prowadza
znane tozsamosci trygonometryczne

1 - tgZ a . 2tg a
cos2a = ?' SIn 2a = z'

1 + tg-a 1 + tg a
Mianowicie w interesujacej nas sytuacji tangensy te
sa liczbami wymiernymi. Szukamy wiec takich liczb
wymiernych w, by

1- WZ •. 2w
cos2a= -1--z ' sm 2a = ---z'+w 1+w

a zatem szukamy rozwiazan równania

(1 - WZ)Z 2w z
-- + -- =1
1+ WZ (1 + WZ ) ,

\

:r: :r:

S(x) = !S'(U)dU =! ~ = -ln(2 - x) +ln2.2-u .

o o

skad

3.2.Za8ada strukturalizacji polega na takim
przeformulowaniu problemu, które wzbogaca ubogie - lub
ujawnia ukryte - wlasnoscLstrukturalne zadania. Dobrze
ilustruje to przyklad 5, w którym przejscie do wyzszych
wymiarów umozliwilo nam skorzystanie z narzedzi nie
majacych Jednowymiarowych odpowiedników. Aby lepiej
wyjasnic powyzsze lakoniczne streszczenie teJ dyrektywy,
prezentujemy kolejne dwa przyklady.

PS. Szereg liczbowy.Mamy wyznaczyc sume szeregu
00

L: n~'" Poniewaz szeregi funkcyjne maja bogatsza teorie
n=l
niz liczbowe, wprowadzimy dodatkowy parametrx kladac
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4. Uwagi koncowe

Na zakonczenie wymienimy w telegraficznym skrócie kilka
haslowych przykladów. Interpretacje ich, w kontekscie
metody okreznej, pozostawiamy bardziej zaawansowanym
Czytelnikom w charakterze pozytecznego cwiczenia. A oto
zapowiedziane przyklad.y:
PlO. Znajdowanie rozwiazan równan rózniczkowych
(transformata Fouriera, równanie algebraiczne, odwrotna
transformata Fouriera (wzbogacona o teorie calek
osobliwych) ).
Pll. Dowody istnienia rozwiazan równan rózniczkowych
(przestrzenie Sobolewa (Biesowa, inne), dowody dla
rozwiazan uogólnionych, twierdzenia "o wlozeniu"
(Sobolewa, inne)).
P12. Obnizanie rzedu ukladu równan (uklad równan
Lagrange'a, inwolutywne przeksztalcenie Legendre'a,
wspaniale symetryczny uklad równan Hamiltona).

Patrz W niebo

Na tym zakonczymy prezentacje zebranych przykladów
w nadziei, iz stanowia one dostateczna ilustracje metody
okreznej.

Autorzy pragna wyrazic serdeczne podziekowania
prof. Z.A. Melzakowi z University of British Columbia
w Vancouver, Kanada, za jego uwagi na temat heurystyki
matematycznej w ogóle, a w szczególnosci metody
okreznej, które byly inspiracj a do napisania niniejszego
tekstu. Nazwa "metoda okrezna" jest próba znalezienia
polskiego odpowiednika dla angielskiego terminubypass

uzytego w omawianym kontekscie przez prof. Melzaka
w jego interesujacej ksiazce pt.Bypasses. A simple

approach to complexity, J. Wiley and Sons, 1983, do której
odsylamy Czytelników za.interesowanych rozwinieciem
poruszonych tematów.

Rozwiazanie zadania M 543.
Niech A bedzie danym wierz.cholkiem.
Przeksztalcaj acA przez symetrie
wzgledem kazdej z danych
dwusiecznych ot'rz.Ylllujclny punkty A'
i A II l które leza na. prostej zawierajacej
bok trójkata. W oczywisty sposób
znajdujemy B i C.

,;.'

'A

B

Konstrukcja ta jest mozliwa, jesli
dwusieczne dziela'plasz('zyzll(' na. katy
ostre.

Rozwiazanie zadania F 268.
Ocene mozn'a latwo przeprowadzic dla
czastek opuszczaj acych slup ze srednia
predkoscia

v = jEt-
skierowana. prostopadle do powierzchni
slupa. Pole magnetyczne w poblizu
'powierzchni slupa (';alcaJ wynosi

B = /-Lol.
2rrR

W tym polu czastki wylatujace z
obszaru wysokiej temperatury beda
poruszac sie po okregu, którego
promie!'i otrzymamy z relacji

mv2
-- = evB.

r
Stad otrzymujemy

2rr R jEt-kT 5
1=-- --",2·10 A.

j.Loer m

Fizyka czastek elementarnych coraz czesciej znakomicie wspomaga astronomie - nawet
wiecej: wspólczesna astronomia bez fizyki czastek e~ementarnych nie mogla.by istniec.
Przeciez chocby tak podstawowa sprawa, jak "dlaczego gwiazdy swieca", zawdziecza
swoje wyjasnienie wlasnie rozwojowi fizyki mikroswiata. Korzysci w druga strone
sa zreszta tez oczywiste, mianowicie to Wszechswiat tu i ówdzie stwarza czastkom
elementarnym takie warunki, jakich fizycy dlugo jeszcze (albo i nigdy) nie wytworza
w zadnym laboratorium.

Astronomowie i fizycy sa jednakowo zainteresowani neutrinami. Te znane od dawna
czastki sa nadal tak tajemnicze, ze nawet nie ma pewnosci, czy ich masa jest zerowa
czy nie. A to ma ogromne znaczenie dla przyszlych losów Wszechswiata. Gdyby masa
neutrin byla dostatecznie duza, to znaczyloby, ze gestosc Wszechswiata jest wieksza niz
nam sie teraz wydaje, moze nawet wieksza od krytycznej, tzn. obecne rozszerzanie sie
Wszechswiata moze kiedys ustanie i zacznie sie jego kurczenie. Tak wiec masa neutrin
moze miec znaczenie wrecz "ostateczne".

Ale ciekawych zagadnien nie trzeba szukac az tak daleko. Nasze spokojne i poczciwe
skadinad Slonce kryje jeszcze niejedna zagadke. Jak wiadomo, Slonce emituje mniej
neutrin, niz nalezaloby oczekiwac na podstawie naszej aktualnej o nim wiedzy.
Ogromna wiekszosc neutrin slonecznych powstaje w jednej z bocznych galezi reakcji
proton-proton, w której produkowana jest glównie energia. Uwaza sie, ze aby
teoretyczny strumien neutrin byl równy obserwowanemu, temperatura centralna Slonca
powinna byc nieco nizsza niz to wynika ze wspólczesnych modeli gwiazdy. Tempo
produkcji neutrin w owej bocznej galezi cyklu p-p jest, na szczescie, bardzo czule na
temperature, mozna wiec uzgodnic je z obserwowanym strumieniem neutrin niewiele
zmieniajac tempo produkcji samej energii. I wszystko byloby w porzadku, gdyby
znalazl sie rozsadny powód, by temperature centralna obnizyc.

Otóz powód taki zostal zaproponowany. Amerykanscy fizycy, William Press i,David
Spergel, wysuneli hipoteze, ze pewne czastki przewidywane przez nie sprawdzone
dotychczas teorie w rodzaju "wielkiej unifikacji" czy "supersymetrii" moga rozwiazac
ten problem. Czastki te, zwane kosmionami lub wimpami (odWeakly Interacting

MassilJe Particles - slabo oddzialujace masywne czastki), obecne w Sloncu w ilosci
jedna na bilion innych, ulatwialyby transport energii z wnetrza Slonca. W rezultacie
Slonce mogloby miec obserwowana moc przy nieco nizszej temperaturze wnetrza
i problem neutrin zostalby rozwiazany.

Oczywiscie, to co tu powiedzielismy, jest nieslychanie goloslowne i Czytelnik nadal nie
wie, ,Jak jest naprawde". Ale nie wiedza tego równiez rozliczni specjalisci i zreszta
nie w tym rzecz. Nierozstrzygnietych zagadek jest bez liku, a chcialem na przykladzie
slonecznych neutrin pokazac, jak wazny i "interdyscyplinarny" moze byc marginesowy,
zdawaloby sie, problem pochodzacy z naszego najblizszego otoczenia.

dr Tomasz KWAST
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