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tak wiec

Gauss wykazal, ze

i drugiego rodzaju

k' = V1=k2.gdzieI(k')
2 agm(k)'

Dla calek drugiego rodzaju mamy równiez

J(k') = I(k') (1- ~(C5 + 2cr+ 4c~ + ... + 2nc~ + ... ))
Trzeba jeszcze znac wzór Legend~e'a

J(k)I(k') + J(k')I(k) - I(k)I(k') = ~2

, 11'/2J (k) = VI - k2 sin t dt.
o "

l' /2 dt

I(k) = i y'l- k2 sin t

Przez ponad250 lat obliczano kolejne cyfry rozwiniecia dziesietnego'lr

korzystajac z rozwiniecia funkcji arctg w szereg 'Taylora
. 111 1

'arctg (x) = 1- - + - - - + - - ..., x2 x4 x6 x8

i róznych wzo~ów wyrazajacych'lr za pomoca arkusa tangensa, np.:
1 1

'lr = 16 arctg - - 4 arctg-,,5 239
111 /

7r = 24 arctg - + 8 arctg - + 4 arctg -2 9'4 57 3
Tego ostatniego wzoru uzyto w roku 1961, gdy obliczono 100000 cyfr7r.

Wymagalo to wykonania 105000 dzialan z dokladnoscia, z jaka ch~ielismy
'lr obliczyc. Czas wykonywania jednego dzialania z dokladnoscian cyfr jest
proporcjonalny don . log n . log logn, tak wiec zmniejszenie liczby dzi~lan
jest sprawa bardzo istotna. Nowe algorytmy pozwalaja. obliczyc7r z ta
sama dokladnoscia przy uzyci~ tylko112 dzialan. Jakiez to nowe odkrycie
matematyczne spowodowalo te rewolucje? Sa to po prostu wzory dotycza.ce
calek eliptycznych pochodzace z ... poczatku XIX wIeku. Z ich pomoca w roku
1975 Salamin i Brent (niezaleznie od siebiel) znalezli nowe wzory na'lr.

Jeszcze Gauss rozpatrywal tak zwa~a srednia arytmetyczno-geometryczna. Dla
O k 1 ... 1 b k Un-l +bn- l b V b dl< < przYJmIJmyao= , 0= , oraz an = 2 ' n = an-1 n-l a
n = 1, ... Srednia arytmetyczno-geometryczna liczb 1 ik (agm(k)) ~azywamy
wspólna granice ciagów(an) i (bn), Dlaczego ta wspólna granica istnieje? Ciag
(an) jest malejacy (srednia arytmetyczna jest nie mniejsza niz geometryczna),
ciag (bn) rosnacy, ponadtobn :S an (nierównosc miedzy srednia arytmetyczna
i geometryczna). Tak wiec oba ciagi maja granice. Oznaczmyot = lim an,
/3= lim bn• Przechodzac w równoscian = an-l tbn-1 do granicy otrzymujemy

a = "1P, skad a= /3.

Oba ciagi sa zbiezne bardzo szybko.

Oznaczmy Co = V1=k2, Cn+1 = Han - bn). Mamy

( )2

2 2 an + bn

an+1 - bn+1 = 2 - anbn =

Wzory, z których korzystali Brent i Salamin, dotycza calek eliptycznych
pierwszego rodzaju:

b (an-bn)2 l' c~
an+1 - n+l = ( )' czy I Cn+I :S --4 an+1 + bn+1 4an+l

A zatem blad w(n + l)-szym kroku jest mniej wiecej kwadratem bledu z n-tego
kroku.

Spektroskopia jonów schwytanych
W róznego rodzaju pulapkach
mag.netycznych, elektrycznych
i laserowych umozliwila ostatnio
zaobserwowanie bardzo interesuj acych
efektów uporzadkowania sie jonów
w symetryczne struktury przestrzenne.
Jony w pulapkach moga byc
clllodzone za pomoca odpowiednio
dostrojonej wiazki laserowej (patrz
Fizyczne nowinki - Mrozone atomy,
ilelta 3/1989). W obszarze temperatur
milikelwinowych oddzialywania
elektrostatyczne miedzy jonami sa
porównywalne co do rzedu wielko~ci
z ich energia termiczna i r07.poczyna
sie uporzadkowanie ukladu. Zjawisko
to jest dobra analogia procesu
krystali1lacji cial stalych przy obnizaniu
temperatury. Ostatnio opublikowano
caly szereg zdjec tak uporzadkowanych
ukladów. Grupa fizyków z Instytutu
Optyki Kwantowej Maxa Plancka
(RF~) pokazala istotna róznice miedzy
~wieceniem (poszerzonym przez efekt
Dopplera) beziadnej "chmury" kilku
jonów magnezu, zn~jdujacych sie
w pulapce elektrostatycznej, a ostra
linia §wiecenia tych samych jonów
po ich uporzadkowaniu. Zmiana
ezestotliwotl'ci chlodzacego, lasera lub
parametr6w pola tworzacego pulapke
umozliwiala wielokrotne "skraplanie"
i "krystalizacje" owej grupy jonów.
Przedstawiony na tatl'mie wideo proces
"krystalizacji" przebiegal w czasie
miedzy kolejnymi klatkami filmu
(tzn. krótszym niz 40 ms). Odleglosc
jonów w "sieci" wynosila okolo 20 JJ,m.
Z kolei grupa fizyków z National
Bureau of Standards (USA) badala
"pseudoIl!.olekuly" zbudowane z malej
liczby jonów rteci schlodzonych do
8 mK wyznaczajac nawet energie
drgali takich ukladów, Wieksze ilosci
jonów (setki i tysiace) moga byc
trzymane w pulapkach magnetycznych.
Grupa amerykanska chlodzila w takiej
pulapce jony berylu. Stwierdz~no,
ze schlodzone jony tworza kolejne
powloki. Przy 20 jonach w pulapce
powstawala tylko jedna powloka, przy
15 000 jonów - sz"snatl'cie powl';k. Jony
moga dotl'c latwo poruszac sie wewnatrz
powloki (z szybkotl'cia rzedu1mm/s),
ale rzadko zmieniaja zajmowane
powloki. Struktura taka przypomina
ciekly krysztal zwany smektykiem.
Teoretycznie przewidywano sferyczny
ksztalt powlok. Eksperyment wykazal.
ze moga one równiez przybierac
postac cylindryczna, co nie jest
jeszcze wyjasnione. Przy dalszym
schladzaniu jonów równiei, wewnatrz
danej powloki pojawia sie dodatkowe
uporzadkowanie. Nalezy sadzic,
ze wraz z udoskonaleniem metod
eksperyment,alnych chwytania
i chlodzenia jon6w rno,;,emy spodziewac
sie jeszcze wielu ciekawych r!,zultat6w.

Redaguje dr hab. Andrzej HENNEL
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Wsród pierwszych 10 000 000 cyfr
rozwiniecia dziesietnego1r poszczególne
cyfry wystepuja nastepujaca liczbe
razy: 999440, 999333, l 000306,
999964, 1001093, 1000466, 999337,
1000207:, 999814, 1000040.

Dzielac pierwsze 10 000 000 cyfr ".
na 2 000 000 "rak pokerowych"
otrzymujemy: 604976 rak bez pary
(teoretyczna liczb? takich rak -
604800), 1007151 rak z jedna para
(1008000),216520 z dwiema parami
(216000), 144375 z trójka (144000),
17891 z fulem (18000), 8887'z kareta
(9000),200 z pokerem (200).
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__ c'J

••
Rozwiazanie zadani •• M 553.
()znaczluy pr7,(,1,l\ir H(,,7,b{'

blc,oów w tekscie l zalM.my 7." •
pi~rw87,y korckttn wykrywa bl<VI
7. prawdopodoLH"llstweni Pi a. drugi

r Zat('tll S1.C:U1Sa ,7,('obaj wykryja
dany blad, WYIH1lll p r ?vJa.nlY wi~c
do <:zynit;nia. ztrz("nlc\ H' heuH\.tanli
Bernolllli~go. Net 1110CYprawa wIelkich
liczb Jnci.na8ie spod7,kwac' 7,C Ii(,2:b~l.

gukrn.;6w w $c1l(~rll.ld(" nt'rHoullie~o
Pl''I,y du.tcj li('zhil~ prób l,.~d?,1f1Lli::-:ka.
sw"jej sreduit'j. o.yh NI' C-3 ·11,0.
Nr ~ 300, N1)Y ~ 't[)O. ·•.ita(l

Nr Nr 4&0 300
N - - .-.-- ""! -~-- == 5-10.

Npr 250

Tek.t za.wiera okolo·Solt, hl,;dów.

~esli wezmiemy k = k' = -jz, to z powyzszych trzech wzorów latwo wyprowadzic,
ze

2 (agm (~)r1f'= .00

1- L:: 2ie~
i=O 3

Zastepujac srednia przezan+1 i biorac w mianowniku n-ta sume czesciowa
otrzymujemy przyblizenia

,.
1- L:: 2ie;

i=O

Dosc elementarne, acz nieco dlugie rachunki pokazuja., iz

1f'2 2n+4e _".2",+1
0< 1f' - 1l'n < ------

, (agm (~))

Przy algorytmie Salamina i Brenta liczba dzialan potrzebna do obliczenia1f'

z dokladnoscia dow-n jest proporcjonalna do logn, a nie jak w poprzednich
metodach don. Tak wiec czas potrzebny do obliczenia1f' z taka dokladnoscia
maleje zn2 . log n . log log n do n· (log n)2 . log log n. Zwazywszy,
ze tylko czas wypisania n cyfr jest proporcjonalny don, algorytm
powyzszy jest dosyc bliski algorytmowi optymalnemu. Pózniej powstaly
algorytmy jeszcze nieco szybsze, ale glówny przelom to wykorzystanieI
przez Salamina i Brenta starych dziewietnastowiecznych wzorów.

J. R.

':lntrz W niebo

Okolo 1650 r. wloski astronom Giovanni Riccioli zauwazyl, ze Mizar - \ Wielkiej
Niedzwfedzicy - to dwie bardzo bliskie siebie gwiazdy. W nastepnych latach. inni
obserwatorzy zauwazyli podwójnosc'Y Barana, Q Blizniat, 'Y Panny i innych. Pytanie
tylko, co to jest gwiazda podwójna. Jak blisko siebie musza znalezc sie dwie gwiazdy,
aby ich uklad okreslic jako gwiazde podwójna? Intuicja podpowiada, ze uklad taki
stanowia gwiazdy lezace "podejrzanie" blisko siebie. W 1767 r. Anglik John Michell
pierwszy zasugerowal, ze gwiazdy widziane jako podwójne sa w istocie ukladami
dwóch skladników zwiazanych fizycznie. Jego zdaniem dowodzila tego liczba gwiazd
podwójnych znacznie wieksza od ich liczby oczekiwanej przy losowym rozkladzie
gwiazd na niebie.

Wkrótce pojawily sie lepsze dowody fizycznej wiezi skladników gwiazd podwójnych.
W 1798 r. T. Hornsby stwierdzil, ze oba skladniki Kastora(Q Blizniat) maja ten sam
ruch na niebie, a piec lat pózniej William Herschel sprawe rozstrzygnal. Dysponujac
mianowicie kilkudziesiecioletnimi obserwacjami kilku gwiazd podwójnych zauwazyl,
ze ruch wzgledny ich skladników mozna wytlumaczyc tylko przyjmujac ich wzajemny
obieg. Jeszcze pózniej dalo sie stwierdzic, ze obieg ten jest zgodny z prawami Keplera,
a wiec i z prawem grawitacji - stalo sie to pierwszym dowodem, ze newtonowskiemu
prawu grawitacji podlegaja tez odlegle ciala niebieskie.

Oczywiscie, niektóre z gwiazd podwójnych okazaly sie tez sk;utkiem przypadkowego
ustawienia sie niemal na jednej prostej z Ziemia dwóch gwiazd nie majacych ze soba
nic wspólnego. Sa to tzw. gwiazdy optycznie podwójne. Kazdy "oprzyrzadowany"
obserwator nieba przyzna, .ze az trudno uwierzyc, iz nie sa to uklady fizycznie
podwójne. Najbardziej chyba znana taka gwiazda jestfi Herkulesa. Jej skladniki maja
jasnosc 3,1 i 8,2 mag. W odleglosci 9" znajdowaly sie one okolo 1960 r. i teraz para
ta rozdziela sie. W rzeczywistosci skladnik jasniejszy odlegly jest od nas o 30 pc,
a slabszy o 40 pc.' Inna gwiazda optycznie podwójna jest", Herkulesa, a jej skladniki
leza o 100 i 200 pc od nas. Jeszcze inne to np.o Smoka, t/J5 Woznicy, fi Labedzia
(Albireo). Ta ostatnia sk~ada sie z gwiazd odleglych katowo o 0:5, o dosc zblizonych
jasnosciach (3,1 i 5,1 mag), za to bardzo rózniacych sie odleglosciach od nas (o kilkaset
lat swietlnych) i barwach (jedna zólta, druga niebieska), co pieknie widac w niewielkiej
nawet lunecie.

dr Tomas~ KWAS T
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