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Gdy odbywam dlugie spacery, pewien fakt nieustannie zwraca
moja uwage. O ile zachowuje stala dlugosc kroku, wciaZ zdarza sie,
ze nastepuje na linie oddzielajace kolejne plyty chodnika. Dlaczego
tak sie dzieje?

Spr6bujmy sformulowac powyzsze zagadnienie jako problem
matematyczny. Zal6zmy, ze chodnik jest zbudowany z plyt
w ksztalcie prostokat6w, kazdy o dlugosci1m. Kolejne plyty sa·
oddzielone waskimi przerwami. Aby podkreslic fakt, ze przerwy
sa rzeczywiscie waskie, ich szerokosc oznaczymy przeze. Zal6zmy
r6wniez, ze przed rozpoczeciem spaceru stoje w ten spos6b, iz czubki
moich but6w dotykaja przerwy miedzy plytami.

Oh

Aby uniknac niejednoznacznosci w definicji "nastepowania na linie" ,
wyraze ja w scisly sposób: nastepuje na linie tylko wtedy, gdy
czubek mojego buta dotyka jednej z przerw o szerokoscie. Pytanie:
czy moge tak dobrac dlugoscl mojego kroku, aby nie nastepowac
na linie?

Oczywiscie, l = 1jest wyborem najgorszym z mozliwych: w tej
sytuacji nastepuje na kazda linie. Wieksze liczby naturalne wcale nie
sa lepsze: w kazdym kroku bede nastepowal na linie. Zadna z liczb
wymiernych nie jest równiez dobrym wyborem: gdy bedzie tol? ,q

po kazdych q krokach równiez powtarza sie poprzedni przypadek.
A co stanie sie, gdy wybiore l niewymierne, np ...fi?

Aby uproscic rozwazania, wyobrazmy sobie, ze chodnik zwinelismy

jak dywan.

Teraz wyglada on jak okrag, w którym wszystkie przerwy zajmuja.
te sama pozycje na obwodzie. Zaczynamy spacer. W czasie drogi
zaznaczamy na okregu kolejne sladyXl, X2 ••• czubków butów.
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Magia cykloid
Elzbieta BOBIK
Magiczne krazki
Od czasu do czasu pokazuja sie w sklepach
tzw. spirografy - zestawy sluzace
do rysowania ciekawych wykresów.
Niedawno znów pojawily sie one
w kioskach Ruchu, tym. razem pod nazwa
"magiczne krazki". Taki zestaw sklada sie
z dwóch krazków z wycietymi kilkoma
malymi otworkami i dwóch szablonów
w ksztalcie kwadratu z duzym wycietym
otworem (rysunek na tylnej okladce).

Aby sporzadzic rysunek, nalezy umiescic
krazek w otworze szablonu, a nastepnie
do otworka w krazku wlozyc koniec olówka
i dociskajac olówkiem krazek do sciany
otworu szablonu wykonywac krazkiem
ruchy kolowe (patrz rysunek na tylnej
okladce). Dobierajac rózne szablony mozna
otrzymac wiele ciekawych rysunków.

"Magiczne krazki" mozna równiez
sporzadzic samemu, wycinaj ac kazdy
element ze sklejki. W przypadku
trudnosci ze zrobieniem, zabków mozna
na brzeg kra~ka naciagnac zwykla gumke
aptekarska, która równie dobrze zapobiega
slizganiu sie krazka wewnatrz otworu.

Kazda krzywa rysowana za pomoca
"magicznych krazków" bedzie miescila sie
w pierscieniu, którego promienie nietrudno
okreslic.

Rys, l

W trakcie rysowania krazek toczy sie
wewnatrz otworu szablonu. Jesli przetoczy
sie jeden raz wzdluz swego obwodu,
otrzymamy kawalek krzywej. Nazwijmy
go galezia. Kazde nastepne przetoczenie
sie krazka to nastepna galaz krzywej.
Gdyby krazek po wykonaniu pewnej
liczby przetoczen znalazl sie ponownie
w p'1lolozeniupoczatkowym, wtedy kazda
nastepna galaz pokrywalaby sie z galezia
juz narysowana. Taka krzywa, która
od pewnej chwili zaczyna biec sama po
sobie, nazwijmy krzywa zamknieta. Krazek
wróci do swego polozenia poczatkowego
jedynie w tych przypadkach, gdy jego



obwód i obwód otworu szablonu beda
wielkosciami wspólmiernymi, tzn. gdy
bedzie istniala ich wspólna wielokrotnosc.
Jest to równowazne warunkowi,
ze stosunek dlugosci promienia krazka(r)
do dlugosci promienia otworu(R)
jest liczba wymierna. Jesli liczba ta
(po uproszczeniu) jest równap/q, to q
obwodów krazka ma te sama dlugosc
co p obwodów otworu, wiec wykonujacq
przetoczen krazek obiegnie p razy
wnetrze otworu, zanim wróci do polozenia
poczatkowego. Tym samym krzywa
zatoczy q luków przecinajac sama siebie
w przynajmniej q(p - 1) punktach,
a nast~pnie zacznie biec po sobie samej.

A jezeli stosunek r / R jest liczba
niewymierna? Wtedy obwód krazka
i obwód otworu beda wielkosciami
niewspólmiernymi i krzywa nigdy sie
nie zamknie. Bedzie ona coraz gesciej
wypelniala pierscien, którym jest .
ograniczona, jednakze nigdy calkowicie go
nie wypelni. Zawsze zostanie nieskonczenie
wiele punktów, przez które krzywa jeszcze
nie przeszla. i nigdy nie przejdzie. Niemniej
krzywa predzej czy pózniej przyblizy sie
do kazdego z tych punktów na dowolnie
mala odleglosc. W jezyku topologii
oznacza to, ze zbiór punktów krzywej jest
gesty w zbiorze punktów pierscienia.

Wielkosci elementów zestawu "magicznych
kra,zków" sa, tak dobrane, ze kazda krzywa,
jaka, mozemy za ich pomoca narysowac,
jest krzywa, zamknieta,.

Przypuscmy, ze chcemy tak ulepszyc
zestaw, by móc rysowac krzywe o jeszcze
innych ksztaltach. Gdyby w tym celu
wycia,c dodatkowe otworki w kra,zkach,
to "nowe" krzywe nie róznilyby sie istotnie
od "starych" i, oczywiscie, nadal bylyby
zamkniete. Zeby zrozumiec dlaczego
tak bedzie, wyobrazmy sobie, ze otworki
zamiast na calej powierzchni kra,zka sa,
rozmieszczone tylko na jego promieniu.
Lezalyby one wtedy bardzo blisko
,jeden przy drugim" i dlatego wyciecie
otworków posrednich nie wzbogaciloby
zbytnio zestawu mozliwych do uzyskania
krzywych. Chyba ze dodatkowe otworki
umiescilibysmy na obu koncach promienia
kra,zka. Aby stwierdzic, jakie krzywe
wtedy otrzymamy, przeanalizujmy rysunek
z okladki. Przedstawione na nim krzywe
narysowano za pomoca jednego szablonu
i jednego krazka, przy czym 'koniec olówka
umieszczany byl w otworkach lezacych
coraz blizej srodka krazka. Obserwujac,
jak zmienia sie ksztalt krzywej, latwo
sobie wyobrazic krzywa narysowana, przez
otworek posredni i równie latwo odgadnac,
ze jesli umiescimy koniec olówka w srodku

2

Teraz robimy tak.
Wybieramy liczbe
naturalna N spelniajaca

warunek l/N < e.
Dzielimy obw6d
naszego okregu naN
równych luków, kazdy

o dlugosci l/N m.

Poniewaz liczby Xl, X2 ••• sa niewymierne, zadna z nich nie wypadnie
na punkcie podzialu. Jak wynika z zasady szufladkowej Dirichleta,
istnieja punkty Xk, Xk+d, które leza na tym samym luku o dlugosci
mniejszej nize. Wobec tego punkty Xk, Xk+d, Xk+2d, ..• daja podzial
calego okregu i to taki, ze dwa dowolne, kolejne punkty sa odlegle
o mniej niz e. W koncu jedna para punktów musi trafic w przerwe.

Zasada szulladkowa Dirichleta: rózmieszczamy n przedmiotów w m szulladach
- gdy n > m, to przynajmniej w jednej z szullad beda co najmniej dwa
przedmioty.

Tutaj: poniewaz punktow z; mozemy wziac dowolnie wiele, wiec - po pewnym
czasie - zaczniemy umieszczac je w przedzialach, w których juz poprzednio
znalazl sie jakis punkt.

W ten sposób dowiedlismy, ze jakiekolwiek wybierzemyl, zawsze
musimy nastepowac na jakies linie.

Powyzsza obserwacja ma wiele ciekawych zastosowan. Zachecamy
Czytelników do udowodnienia na przyklad, ze dowolny skonczony
ciag cyfr moze pojawic sie jako poczatek dziesietnego zapisu pewnej
potegi dwójki.

Zadania
M 604. Punkt P ma te wlasnosc, ze dla pewnego trójka,taABC pola
trójkatów ABP, BCP i CAP sa, równe. Wykazac, zeP jest srodkiem
ciezkosci (tj. punktem przeciecia srodkowych) tego trójkata.
Rozwiazanie na str. 8

M 605. W czworokacie wypuklym ABCD przekatne przecinaja sie
w takim punkcie P, ze pola trójkatów ABP i CDP sa równe. Wykazac,
ze czworokat ten jest trapezem.
Rozwiazanie na str. 8

M 606. Punkt P ma te wlasnosc, ze dla pewnego wypuklego czworokata
ABCD pola trójkatów ABP,BCP,CDP i DAP sa równe. Wykazac,
ze jedna z przekatnych tego czworokata polowi druga.
Rozwiazanie na str. 11

Zadania matematyczne zostaly zaczerpniete z programu zajec z geometrii
na Trzyletnim Studium Zawodowym nauczycieli matematyki na Uniwersytecie
Warszawskim.

Redaguje Jaroslaw KULPA

F 310. Kondensator polaczony szeregowo z oporem o rezystancjiR
naladowano za pomoca baterii o napieciuU. Podczas ladowania na
oporze wydzielilo sie cieploQ. Obliczyc poj emnosc kondensatora (opór
wewnetrzny baterii nalezy zaniedbac).
Rozwiazanie na str. 10

F 311. Z kranu, pionowo w dól wyplywa strumien wody.
Na odcinku 60 cm przekrój strumienia maleje o polowe. Obliczyc predkosc
wyplywu z kranu.
Rozwia,zanie na str. 10


