
Nie moina irozumiec znaczeniaZasad

Newtona oraz reakcji, jaka to dzielo
wywolalo wsr6d 6wczesnych uczonych,
jesli sie nie przesledzi historii poglad6w
na temat ruchu, ciazenia i struktury
swiata.

System Arystotelesa, kt6ry utrzymywal
sie w przyrodoznawstwie przez niemal
dwa tysiace lat, mial u swych podstaw
dychotomiczny podzial swiata na dwie
czesci, rzadzone odmiennymi prawami.
Oto streszczenie tego systemu.

Wszystkie substancje na Ziemi i w jej
najblizszym otoczeniu, w tzw.swiecie
podksiezycowym, skladaja sie z czterech
elementów: ognia, powietrza,
wody i ziemi, polaczonych z soba
w róznych proporcjach. Ruchy cial
ziemskich dziela sie nanaturalne,

wynikajace z samej natury substancji
tych cial, oraz wymuszone przez
dzialanie zewnetrzne jakiegos czynnika
poruszajacego. Pewne ciala przez
swa nature spadaja w dól, dazac do
srodka swiata i te nazywaja sie cialami
ciezkimi. Inne ciala, nazywanelekkimi,
przez swa nature unosza sie do góry.

W przeciwienstwie do naturalnych
ruchów spadania w dól i unoszenia
sie w góre cial ziemskich, wsród cial
niebieskich wystepuje wiecznyruch
kolowy. Wobec tego ciala te nie moga.
skladac sie z czterech elementów
ziemskich, lecz z czegos innego;
ten piaty element, eter (lac.quinta

essentia) jest niezmienny, a wieczny
ruch kolowy wynika tez z jego natury.

Swiat ma zatem strukture
geocentryczna, gdyz ciezka Ziemia,
przez swa nature znajduje sie w jego
srodku (nawet, gdyby kiedys tam nie
byla, to znalazlaby sie tam juz dawno
dzieki swemu ruchowi naturalnemu).
Wokól Ziemi mamy koncentryczne
sfery trzech pozostalych elementów
w porzadku ich lekkosci: najpierw
woda, potem powietrze, wreszcie
najwyzej - sfera ognia. Wyzej rozciaga
sie swiat cial niebieskich, obracajace sie
wokól nieruchornej Ziemi koncentryczne
sfery unoszace kolejno Ksiezyc,
Merkurego, Wenus, Slonce, Marsa,
Jowisza, Saturna; ostatniJl jest sfera
gwiazd stalych (firmamentum) bedaca
granica kosmosu.
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Prosty dowód
niewymiernosci liczby7r

Michal KRYCH

W 1761 roku niemiecki matematyk, Johann H. Lambert podal
bledny dowód niewymiernosci 11",natomiast poprawny podal
w roku 1766. Jego dowód wykorzystywal tzw. ulamki lancuchowe.
Podobny dowód znalazl nieco pózniej Francuz Andrien M. Legendre.
Okolo stu lat potem Joseph Liouville sformulowal i udowodnil
twierdzenie, kt6re pozwolilo wskazac konkretne liczby przestepne,
tj. takie, które nie sa pierwiastkami zadnego niezerowego
wielomianu o wspólczynnikach calkowitych. Po uplywie niewielu
lat Charles Hermite udowodnil, ze jedna z "najwazniejszych" liczb
w matematyce, liczba e, jest przestepna, a wkrótce Ferdinand
Lindemann wykaz3.l, ze znana od starozytnosci liczba 11"równiez
jest przestepna. Tym samym okazalo sie, ze kwadratura kola
nie jest wykonalna. Natomiast w 1947 roku I. Niven, wzorujac
sie na wspomnianym wyzej dowodzie Hermite'a, podal dowód
niewymiernosci 11"wykorzystujacy jedynie naj prostsze wlasnosci
calek, znane obecnie uczniom szkól srednich. Jego rozumowanie
przytoczymy ponizej.

Zalózmy, ze 11"= l!., gdziep oraz q oznaczaja liczby naturalne. Niechq

Wykazemy, ze
1. limcn = O,

2. Cn > O dla kazdej liczby naturalnejn,
3. Cn jest liczba calkowita. dla kazdej liczby naturalnejn.

Oznaczac to bedzie, ze przyjete zalozenie, iz 11"= l!. prowadzi do
sprzecznosci, bo ciag dodatnich liczb calkowitych 'hie moze byc
zbiezny do liczbyO. Udowodnimy wlasnosci l,2 i 3 ciagu (cn).

1. Jesli O ~ x ~ 11",to x(1I"- x) ~ G-f i sin x ~ O,

(11") 2n 7rzatem1l""2 ~l[X(1I"-x)]nsinxdx~0. Stad mamy

O ~ Cn ~ :! (q~2) n. Poniewaz dla kazdej liczby rzeczywisteja,
q1l"2 •• an .• "

np. a = -, Jest hm - = O, wlec-hmcn = O, co konczy dowód
4 n!

wlasnosci 1.

2. Calkowana funkcja jest dodatnia wewnatrz przedzialu[0,11"], wiec
calka z niej na tym przedziale jest dodatnia, zatemCn > O.

3. Ten fragment rozumowania jest najdluzszy. Niechw oznacza
wielomian stopniak. Pochodne funkcjiw sa wiec równeO poczawszy
od (k + 1)-szej, czyliwU) (x) = O dla j ~ k + 1 i dowolnej liczby x.

Zaczniemy od obliczenia calki nieoznaczonejJ w(x) sin x dx.
Calkujac dwukrotnie przez czesci otrzymujemy:!w(x)sinxdx=-w(x)cosx+! w'(x)cosxdx=

=-w(x)cosx+w'(x)sinx-! w"(x)sinxdx.



Sprowadzilismy zatem problem do obliczenia calkiJ w" (x) sin x dx,
a wiec do takiego samego zadania, jak na poczatku, z tym jednak
ze udalo sie nam zmniejszyc o 2 stopien wielomianu, przez który
wymnazamy sinus. Powtarzajac to rozumowanie wielokrotnie
i biorac pod uwage to, ze pochodne wielomianuw poczawszy od
pochodnej (k + 1)-szego rzedu zeruja sie, otrzymujemy wzór:

I w(x) sin xdx = cosx[-w(x) + w"(x) - w(4) (x) + l+

+ sin x[w' (x) - w(3) (x) + W(5) (x) - l
- przy czym sumy w nawiasach kwadratowych sa skonczone, bo od
pewnego momentu ich wszystkie skladniki sa zerami.

Niech teraz w(x) = [x(lI' - x)ln. Jest, oczywiscie,w(x) = w(lI' - x).

Wobec tegowU)(x) = (-I)iwU)(lI'-x) dlaj=0,1,2 ... Jest
równiez sinO = sin 11' = O oraz cosO = 1, cos11' = -1, skad

...

I w(x)sinxdx =
o

= -1(-w(lI') + w"(lI') - w(4) (11') + ... )-

- 1(-w(O) + w"(O) - w(4)(0) + ) =
= 2(w(0) - w"(O) + W(4)(O) - ).

Do stwierdzenia calkowitosci liczbCn wystarczy wiec, by liczbyn n n

Lw(O), Lw"(O), Lw(4) (O) ... , byly calkowite. Z dwumianun! n! n!
Newtona mamy

wU) (x) = [lI'nxn _ (;) lI'n-l xn+1 +

+ (;)lI'n-2xn+2 _ (;)lI'n-3xn+3 + ... + (_I)nx2n]U).

Jesli j < n, to kazdy skladnik sumywU) (x) zawiera zmiennax
z dodatnim wykladnikiem, wiecwU) (O) = O. Mamy w(n) (O) = n!lI'n,

w(n+1) (O) = _(~)lI'n-l(n+ l)!, w(n+2) (O) = (~)lI'n-2(n+2)!. .. ,

W(2n)(O) = (-1)n(2n)! Dla j > 2n wU)(x) = O. Jesli wiec11' = E,
qn

to liczby ;'wU) (O) sa calkowite dla kazdej nieujemnej liczby
n.

calkowitej j. To stwierdzenie konczy dowód.

Konkurs

Jak wynika z powyzszego artykulu, prosty dowód niewymiernosci11'

wcale nie jest taki bardzo prosty i zostal wymys10ny stosunkowo
niedawno. W artykule jest tez przYPoIl1niana pokrótce historia
innych dowodów niewymiernosci11'. W zwiazku z tym oglaszamy
otwarty konkurs. Czekamy na elementarne (wlasnej produkcji)
dowody niewymiernosci11'. Jesli nie beda one zbyt dlugie, to z checia
je opublikujemy. A ponadto bedzie to z pewnoscia dobra praca na
Konkurs Uczniowskich Prac z Matematyki.

Usuwajac Ziemie z centrum
wszechswiata i czyniac ja jedna
z planet Kopernik burzyl fundament
calego systemu. Ale Kopernik zbyt
gleboko tkwil w wielowiekowej tradycji,
by mógl zrobic nastepne rewolucyjne
kroki. Nie potrafil zrezygnowac
z idei, ze jedynie orbity kolowe, jako
najdoskonalsze, przystoja cialom
niebieskim; wskutek tego zmuszony
byl w swym heliostatycznym systemie
swiata zachowac epicykle i deferenty.

Nastepny rewolucyjny krok uczynil
Kepier. On pierwszy zerwal z tradycja
"astronomii kinematycznej" stawiajacej
sobie za zadanie tylko opis ruchu
cial niebieskich i on pierwszy pytal
o przyczyny: "A byly glównie trzy
problemy, których przyczyn, dlaczego
jest tak, a nie inaczej, szukalem,
a mianowicie liczba, wielkosc i ruch
sfer". Ale ruch kolowy jest dla Kepiera
nadal ruchem naturalnym w. tym sensie,
ze nie wymaga sily przyciagajacej, która
by utrzymywala cialo w stalej odleglosci
od srodka ..

Wielki Galileusz, który tak przyczynil
sie do rozwoju nauki o ruchu, nie
zastanawial sie nad dynamika
ukladu planet i silami dzialajacymi
w ukladzie Kopernika, którego
byl zwolennikiem i propagatorem.
Nigdy nie zaakceptowal odkrycia
orbit eliptycznych przez Kepiera,
a takze wyrazal zdziwienie, iz ten
przypisywal przyplywy morza wplywowi
przyciagania Ksiezyca. Wymyslil
natomiast wlasne, kompletne falszywe
wyjasnienie przyplywów, jako zjawiska
dowodzacego ruchu obrotowego Ziemi.

U Kartezjusza znajdujemy pierwsza
próbe, choc malo jeszcze spójna,
utozsamienia fizyki ziemskiej
i niebieskiej. W racjonalnej kosmologii
Kartezjusza pojawia sie po raz
pierwszy "sila odsrodkowa",conatus
recedendi a centro- sklonnosc cial
do oddalania sie od srodka - wobec
czego potrzebny jest mechanizm temu
przeciwdzialajacy i utrzymujacy cialo
na orbicie kolowej. Kartezjusz znalazl
potrzebne wytlumaczenie w istnieniu
wirów subtelnej materii wypelniajacej
caly wszechswiat. To wlasnie cisnienie
wywierane przez wir, którego srodkiem
jest Slonce, mialo utrzymywac planety
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