
Rys. 1. Suma p6l plaskich figur

podobnych zbudowanych na

przyprostokatnych tr6jkata
prostokatnego jest r6wna polu figury

podobnej do poprzednich, zbudowanej
na przeciwprostokatnej.

Obalanie twierdzenia Pitagorasa

Malgorzata MIKOLAJCZYK,

Krzysztof OMILJANOWSKI

Wszystkich Czytelników, których powyzszy tytul przyprawil o szybsze bicie

serca, pragniemy od razu uspokoic:

twierdzenie Pitagorasa jest prawdziwe!!!

A jednak.

Najpopularniejsze chyba z twierdzen geometrii, zwane tez twierdzeniem

Pitagorasa, glosi, ze:

W trójkacie prostokatnym suma kwadratów dlugosci boków przyleglych do kata

prostego jest równa kwadratowi dlugosci boku lezacego naprzeciw kata prostego.

Powszechnie znane jest równiez twierdzenie odwrotne pozwalajace z tego,

ze dlugosci a, b, c boków trójkata spelniaja zwiazek

a2 + b2 = c2

wywnioskowac, ze jeden z katów tego trójkata jest prosty.

Podano wiele równowaznych wersji tego twierdzenia, a takze jego uogólnien.
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Z grubsza biorac twierdzenie Pitagorasa mozna uogólniac w dwóch kierunkach:
w

Uogólnienia "wszerz" dotycza przypadku "plaskiego": na przyklad

figuralne twierdzenie Pitagorasa, twierdzenie o mierzalnych podzbiorach

przeciwprostokatnej (rys. 1, 2) i inne.
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Rys. 2. Kwadrat miary zbioru
zawartego w przeciwprostokatnej równa

sie sumie kwadratów miar jego rzutów

na pn.yprostokatne.

Uogólnienia "wzwyz" dotycza wymiarów wiekszych niz 2. Najprostsze z nich

mozna otrzymac zastepujac w cytowanym sformulowaniu twierdzenia Pitagorasa

wszystkie wielkosci plaskie - ich trójwymiarowymi odpowiednikami.
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Trójkat prostokatny to obciety w pewien sposób "róg kwadratu" .

Trójwymiarowym odpowiednikiem kwadratu jest szescian, dlugosci - pole, boku

- sciana, a zatem:

W "czworoscianie prostokatnym" suma kwadratów pól scian przyleglych do kata

prostego jest równa kwadratowi pola sciany lezacej naprzeciw kata prostego.

To twierdzenie - UTP (uogólnione twierdzenie Pitagorasa) - latwo jest

udowodnic stosujac TP (twierdzenie Pitagorasa). Wprowadzajac oznaczenia jak

na rysunku 5, nalezy wykazac, ze

(PABC)2 = (PABD)2 + (PACD)2 + (PBCD)2,

ale

Rys. 4

B

Rys.5

A

Nasze UTP mozna tez uogólnic na jeszcze wyzsze wymiary. Na przyklad dla

czterowymiarowego "hiperczworoscianu prostokatnego" suma kwadratów

objetosci bryl przyprostokatnych jest równa kwadratowi objetosci bryly

przeciwprostokatnej.

Tu moga powstac watpliwosci - przeciez odpowiednikiem podnoszenia do

kwadratu dla przypadku trójwymiarowego jest podnoszenie do szescianu,

a dla czterowymiarowego - podnoszenie do czwartej potegi. Moze i tak, ale

taka wersja UTP nie jest prawdziwa (by sie o tym przekonac, wystarczy

w "czworoscianie prostokatnym" z rysunku 5 przyjac a = b = c = V2; wtedy

PABD = PACD = PBCD = 1, a na mocy otrzymanego poprzednio wyniku

PABC = 0).

Rys. 6. Przedluzenia tworzacych stozka

wycinaja bardzo "porzadny" kat.

Dolaczenie pólprostej zawierajacej

wysokosc rodzi dylemat: czy uwazac
to za kat w przestrzeni?

Nietrudno wyobrazic sobie w tym momencie skrzywione miny matematycznych

purystów. Czym sa bowiem te "czworosciany prostokatne"? Co oznacza

prostokatnosc w wyzszych wymiarach? Jak mierzy sie nieplaskie katy? Jak

w ogóle okreslic takie katy?

Poszukujac okreslenia kata w przestrzeni sformulujemy takie okreslenie kata na

plaszczyznie, by latwo dalo sie je "przetlumaczyc" na przypadek przestrzenny:

kat to kazda z czesci wycieta z plaszczyzny przez pewna rodzine pólprostych

o wspólnym poczatku. Niestety, podobne okreslenie kata w przestrzeni budzi

jednak zastrzezenia. Zostawmy klopotliwe doprecyzowanie, wystarczy nam dalej

intuicyjne rozumienie kata w przestrzeni. Pamietajmy tylko, ze róznorodnosc

ksztaltów takich katów jest przeogromna. Zajmijmy sie mierzeniem katów.
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Rys. 7

Rys. 8

Rys. 9

Rys. 10

Rys. 11

Rys. 12

Rys. 13

Rys. 14

01.* .1!:
2

Na plaszczyznie (mierzac w radianach):

dlugosc luku okregu wycietego przez kat

a = ---------R--------
w przestrzeni (mierzac w steradianach):

* pole czesci sfery wycietej przez kat
a = R2

gdzie srodek okregu (sfery) lezy w wierzcholku kata.

Kat pelny w przypadku plaskim to 21r,a w przypadku przestrzennym 41r.

Jak mierzyc inne katy brylowe?

Jest to latwe dla katów wycietych z przestrzeni przez dwie pólplaszczyzny

o wspólnej krawedzi (katów dwusciennych). Taki kat wycina z kuli "czastke

pomaranczy", a ze sfery - cos, co wygodnie jest nazwac dwukatem sferycznym.

Taki kat o mierze a* jest taka czescia brylowego kata pelnego, jaka czescia

plaskiego kata pelnego jest kat plaski a otrzymany w prostopadlym przekroju

kata dwusciennego (rys. 9).

Czyli a* = 2a.

Nieco trudniej jest zmierzyc kat taki, jak w wierzcholku czworoscianu.

Wycina on ze sfery trójkat sferyczny. Kola wielkie, których lukami sa boki

trójkata, wyznaczaja trzy pary przystajacych dwukatów sferycznych, w sumie

pokrywajacych cala sfere ... z nadwyzka: pole trójkata ABC oraz pole trójkata

sferycznego bedacego jego symetrycznym obrazem (wzgledem srodka kuli) sa

liczone trzykrotnie, zatem nadwyzka to cztery pola trójkata sferycznego ABC.
Jesli a, {3,'1 oznaczaja miary plaskich katów otrzymanych w przekrojach katów

dwusciennych czworoscianu, a 8 - pole trójkata sferycznego ABC, to

41rr2 = 4ar2 + 4{3r2 + 4'1r2 - 48 ,

stad

Zatem

a* = a + {3 + '1 - 1r •

Jesli kat brylowy o mierze a* wycina ze sfery pewien wypukly n-kat sferyczny,

to wykonujac jego sferyczna triangulacje (podzial na trójkaty) otrzymujemy:

a* = (~="plaskich miar katów dwusciennych") - (n - 2)1r.

Skoro potrafimy juz zmierzyc podstawowe katy w przestrzeni, powrócmy do

przestrzennego twierdzenia Pitagorasa. Na plaszczyznie kat prosty jest cwiartka
1r

kata pelnego i ma miare - (rys. 11). Przestrzenny kat prosty ma równiez
2

miare ~ (ale steradianów) i jest ósma czescia kata pelnego (rys. 12).
2

Kat o mierze % moze po.wstac takze w wierzcholku stozka. Jego powierzchnia
boczna jest wtedy "przyprostokatna", a "przeciwprostokatna" jest kolo

odcinajace na sferze czasze kulista o polu ~ R2. Niech R = 1, wtedy
2

1r

pole czaszy = 21rRh = 21rh = - ,
2

stad h = ~
4'

V7

r = yR2 - (R - hF = y1- (1- h)2 = 4'

( )2 ( )2

2 21rr 21rr 7

(pole przyprost.) = -R' 1rR2 = -. 1r = (r1r)2 = _1r2 ,21r 21r 16

(pole przeciwprost.)2 = (1rr2)2 = 1r2r4 = (176) 2 1r2

i wielkosci te sa rózne!
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Rys. 15

Rys. 16

Rys. 17

A

Rys. 18
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Zatem obalilismy nowa wersje UTP? Nie, przeciez w twierdzeniu plaskim

wyraznie mówi sie o prostokatnym trójkacie. Jego trójwymiarowym

odpowiednikiem nie jest przeciez stozek (chocby najbardziej prostokatny), lecz

prostokatny czworoscian. Prostokatny - to znaczy taki, w którym jeden z katów

w wierzcholku ma miare ~ steradianów. Rozpatrzone przez nas na poczatku
2

"sciete rogi szescianu" z cala pewnoscia maja kat brylowy w wierzcholku

o mierze ~. Dla tych czworoscianów teza UTP jest spelniona. Ale to zapewne
2

nie jedyne "prostokatne czworosciany". Spróbujmy znalezc inne. Czworoscian

foremny, niestety, odpada - "na oko" widac, ze w wierzcholkach ma katy

mniejsze od prostego.

Wezmy czworoscian wyciety z szescianu o krawedzi 1 plaszczyzna przechodzaca

przez trzy jego wierzcholki. Umiescmy go w kuli jednostkowej tak, aby

wierzcholek o kacie prostym pokrywal sie ze srodkiem kuli, krawedzie AA1

i AA2 lezaly w plaszczyznie równika, a krawedz AA3 wskazywala biegun

pólnocny. Rozchylamy teraz tak krawedzie AA1 i AA2 (dalej w plaszczyznie

równika), by zamiast kata 900 tworzyly np. kat 1200• W takim czworoscianie

kat brylowy w wierzcholku A jest, oczywiscie, wiekszy niz poprzednio (ma miare
7r 7r 2

- + - + -7r - 7r).
2 2 3

Opuszczajac teraz wierzcholek A3 po poludniku polowiacym luk A1A2' bedziemy

otrzymywali czworosciany o coraz mniejszym kacie brylowym w wierzcholku A.

Spróbujmy znalezc teraz takie {3(kat pomiedzy krawedzia AA3 i plaszczyzna

równika), dla którego kat brylowy otrzymanego czworoscianu w wierzcholku A

jest prosty, tzn. ma miare ~ steradianów.
2

Przypomnijmy, ze AA1 = AA2 = AA3 = 1. Przy ustalonym {3mamy (rys. 17):

AP = cos {3, P A3 = sin{3, PAPQ = sin ~, LA3QP = arctg P A32 PQ

i jest to miara plaska kata dwusciennego o krawedzi AA1 w tym czworoscianie.

Jest to zarazem miara plaska kata dwusciennego o krawedzi AA2.

By wyznaczyc miare kata brylowego (wedlug wczesniej wyprowadzonego wzoru)

w wierzcholku A, musimy jeszcze obliczyc miare plaska kata dwusciennego

o krawedzi AA3' Oznaczmy ja przez /. Gdy R jest rzutem prostokatnym

punktu Al na prosta AA3, to

Licznik wyznaczyc latwo:

Al A2 = 2 sin ~ .
2

A mianownik? Trzeba zauwazyc, ze .0.AA1A3 jest równoramienny (rys. 18),

zatem wysokosci opuszczone do ramion sa równe, czyli

A1R = QA3 = JPQ2 + PA~.

Zgodnie z przyjetymi oznaczeniami

miara kata A = / + 2 . LA3QP - 7r

i "jedyne", co zostalo do zrobienia, to wyznaczenie tej wielkosci w zaleznosci

od parametrów a, {3. Do tego potrzeba albo wiele cierpliwosci i samozaparcia,

albo systemu komputerowego typu DERIVE, który daje sobie rade z takimi

przeksztalceniami. A oto, co otrzymujemy:

2 sin ~
. --2- sin{3

2 arcsm -========= + 2arctg ----- - 7r .

JSin2 ~ cos2 {3+ sin2 {3 sin ~ cos {3

Taki przesympatyczny wzorek. Czym predzej jakos to oznaczmy,

na przyklad fa ({3).
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1. Wfa~ci·wa kornora krOtewska

2. Komora grobowo krblowej

3. Glowna .komora krOlewska

4 Wielki korytarz

5. Kanaly wentylacyjne

Rys. 19. Piramida Cheopsa

Przypomnijmy, iz szukamy takiego (3, ze 1er. ((3) = ~ przy ustalonym a2

(u nas a = ~7r). Z tym to i DERIVE ma klopoty (albo my nie potrafimy3

go odpowiednio uzyc), ale w szkole równania rozwiazuje sie odczytujac
pierwiastek z wykresu; uczynmy podobnie. Rysujemy na komputerze wykres

funkcji 1er.((3) (przy zadanym a = ~7r) i odczytujemy przyblizona wartosc3

(3 ~ 1,2446 rad ~ 71,3°, przy której 1er. ((3) = ~.2

Zajmijmy sie teraz UTP.
Obliczenie kwadratów pól "przyprostokatnych" jest latwe:

(1 )2, 2

2 . sm a
(PAA1A2) = 2'1. 1. sm a - 4

( )2

2 2 1 1 .2a 2 ·2
(PAA1A3) = (PAA2A3) = -·1· QA3 = - . (sm - cos (3 + sm (3).2 4 2

Gorzej z kwadratem pola "przeciwprostokatnej". Wzór Herona? Brrr! Moze

lepiej tak:

(PA1A2A3)2 = (~A1A2 . A3Z) 2 = [gdzie Z oznacza srodek odcinka A1A2]

= ~(2sin ~)2(A3Z)2 = [tw. kosinusów w 6AA3Z]4 2

1 . a2( a2 a)= - (2 sm - ) 1 + (cos -) - 2 . 1 . cos - cos (34 2 2 2

.2a( 2a a)= sm - 1 + cos - - 2 cos - cos (3 .
222

Dalej bez kalkulatora nie obejdzie sie; wstawiamy a = ~7r oraz (3 = 1,24463

wyliczone poprzednio i dostajemy

(PAA1A2)2 + (PAA1A3)2 + (PAA2A3)2 ~ 0,674669803,

(PA1A2A3)2 ~ 0,6972170699.

Róznica jest bardzo mala (rzedu 3%). Ale jednak jest! Czy to wystarcza, aby
obalic UTP? Moze ta róznica spowodowana jest tylko bledami zaokraglen? Poza

tym odczytywalismy przeciez z wykresu! Moze zbadajmy jeszcze raz to samo

zagadnienie, ale juz przy innym a, na przyklad a = ~7r.
6

Dla takiego a mamy 1er. ((3) = ~, gdy (3 ~ 0,99 rad ~ 56,7°, natomiast wartosci
2

we wzorze (*) róznia sie juz o okolo 0,178. To chyba sporo! To juz nie moga byc
bledy zaokraglen. Zatem UTP nie jest prawdziwe dla wszystkich czworoscianów
prostokatnych! Jesli tak, to z powyzszego wynika, ze twierdzenie Pitagorasa,
tylko przez czysty przypadek (i tylko na plaszczyznie) jest twierdzeniem
o kacie prostym. Ogólnie, nie zalezy ono wylacznie od miary kata, ale... od

jego ksztaltu. Jest to wiec twierdzenie nie o kacie prostym, ale o kwadracie

(szescianie), a raczej o ich "naroznikach".

Na koniec zajmijmy sie problemem, który Czytelnik zechce, byc moze,

potraktowac jako zadanie domowe; mianowicie spróbujmy zbadac, czy jakies
uogólnienia twierdzenia Pitagorasa nie byly znane juz ... przed Pitagorasem.

(Egipcjanie, na dlugo przed Pitagorasem, znali zwiazek miedzy bokami trójkata
prostokatnego, Pitagorasowi przypisuje sie tylko (az?) dowód tej zaleznosci.)

Egipskie piramidy kryja jeszcze wiele niezbadanych tajemnic. Ich proporcje
sa imponujace: 147 metrów wysokosci i 227 metrów dlugosci boku podstawy
w przypadku piramidy Cheopsa w Gizie. Czy moze kat brylowy w wierzcholku
tej piramidy jest prosty? Jaka ma miare? A jakie sa katy brylowe przy
podstawie? Czy kwadrat pola podstawy jest równy sumie kwadratów pól scian
trójkatnych? Jesli odpowiedz brzmi nie, to jakie wymiary musialaby miec
piramida, by zachodzila równosc? A gdyby zbudowano ja na planie szesciokata

foremnego (n-kata foremnego)?

Hej, Maturzysto! Czy to nie jest ciekawsze niz kolejne zadanie o ostroslupie
prawidlowym o podstawie czworokatnej?
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