
oraz 0,6 cm (których ruch pokazuja
odpowiednio kólka i krzyzyki) juz 'tam
pozostaja, a male ziarna (dla których ll.{O

oznaczono kwadracikami) podazaja coraz
wolniej w dól. Rysunek pokazuje ciekawy
fakt: Otóz zaleznosc ll.(t) jest wyraznie
nieliniowa. Inaczej mozna powiedziec,
ze pred'kosc dll.(t)/dt przemieszczania ,
sie duzego ziarna nie zalezy od 'stosunku
promieni ziaren duzych imalych,
natomiast rosnie wraz ze zmniejszaniem
sie odleglosci duzego ziarna od górnej
powierzchni. Im wieksza' amplituda .drgan,

tym bard,z;iej stroma jest zaleznosc. ll.(t),
czyli tym szybciej narasta tempo zblizania
sie ziarna do powierzchni naczynia.
Nato miast istnieje pewna krytyczna
amplituda potrzas'ania cylindrem, ponizej
której konwekcja przestaje zachodziC:
Nie mozemy tez wywolac ruchów
konwekcyjnych dla upakowania ziaJ;en
wiekszego niz pewne upakowanie krytyczne
(hp. gdy ul,>itypiasek zamkJ;liemy ciasno
w naczyniu). Mdzna~lió.wniez zauwazyc,
ze gdy' wypolerujemy jedynie jedna
scianke naczynia, wów,czas wzory,' jakie

w·naczyniu tworza. ,poruszaj ace sie
z{arna,przestana byc symehy<czne, jak
to pqkazuje rysunek. Sa. Zaleznosc ruchu

k9nwekcyjnego od oddzialywan ziaren ze
sCiankami potwierdza inna obserwacja.
Kierunek przemieszczania sie wiekszego
ziarna mozna zmienic, gdy doswiadczenie
przeprowadzimy w naczyniu zwezajacym

sie ku dolowi. Pr~y takiej geometrii
wieksze ziarna beda na stale uwiezione na

dnie naczynia (rys. 3b).

(5)

(4)

Szczególnym przypadkiem nierównosci Younga jest bardzo czesto
uzywana, elementarna nierównosc

1 . 1
xy < -x2 + _y2- 2 2'

bedaca takze przypadkiem szczególnym nierównosci
Cauchy'ego-Schwarza

n (n) 1/2 (n ) 1/2Lai' bi:::;'L a; .' L b;
,=1 ,=1 ,=1

Grzegorz LUKASZEWICZ

Ostatnia nierównosc wyraza fakt, .ze iloczyn skalarny wektorów
a = (al, ... , an) i b = (bl, ... , bn)· w n-wymiarowej przestrzeni
euklidesowej jest nie wiekszy niz iloczyn dlugosci tych wektorów
(jest mniejszy, jesli wektory te nie sa równolegle).' Uogólnieniem
nierównosci Cauchy'ego-Schwarza jest bardzo wazna nierównosc
Holdera

Wokól nierównosci Yotinga

W miesieczniku Delta co pewien czas pojawiaja sie artykuly
o waznych nierównosciach i ich dowodach. Niniejszy artykul
nawiazuje do tej tematyki.

Bedziemy rozwazac pewna nierównosc, zwana nierównoscia
Younga, i jej naturalne otoczenie, czyli kilka innych waznych
nierównosci bedacych bardzo bliskimi jej konsekwencjami.

Przedstawiamy

Nierównosc Younga
Jesli x i y sa dowolnymi liczbami nieujemnymi, a liczby dodatnie p, q

spelniaja warunek 1. + 1. = l, to
p q

1 1
(l) xy:::;' -xl' + -yq ,

p q

przy czym równosc zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy y= Xp~l.

.Zanim udowodnimy nierównosc Younga, rozejrz:yjmy sie nieco
wokól niej. Zauwazmy przede wszystkim, ze mozna ja zaplsac takze
w posta,ci .'

(2) ai' . a~2 :::; ql . al + a2 . a2 ,

gdzie al , a2 2: O', ql, q2 > O,'ql + q2 = 1 (równosc zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy al =a2).' Nierównosc (2) powinna sie wydac bliska
Czytelnikom Delty, kladac bow.iem q1 == q2= l, dostajeiny dobrze
znana nierównosc dla sredniej arytmetyczn~j i geometrycznej
dla dWÓ911skladników:

(3) (al' a2)1/2 :::; al; a2

bal

(n) l/p ,( n ) l/p
Laf + Lbf
i=l i=l

(',n ) l/p (n ) l/q
Laf . Lbf
i=l i=l'

Lai ·bi:::;
i=l

n

(7)

(6)

prawdziwa dla ai 2: O, bi 2: O, i = 1, ... , n i dla takich p, q> O,

ze 1. + 1. = 1.
p q

Z nierównosci Holdera wynika latwo podstawowa nierównosc
Minkowskiego

(n) l/p~(ai + b;)p <

Rys. 3

Spróbujcie Panstwo z.badac, jak ruch
konwekcyjny zalezy od nachylenia scian
potrzasanego cylindra. Pytanie, przy
jakim nachyleniu scian naczynia ruch'

konwekcyjny ustanie, n<;tdalczeka na
odpowiedz!

[l] James B. Knight, H.M. Jaeger'i Sidney
R. Nagel, Physical Review Letters, 70, 3728
(1993).
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oraz

( ) l/p (1 )l/p (l' )l/p(12) jlf(x) + g(x)IP dx :S I If(x)IP dx + I Ig(x)iP dx

Zauwazmy, ze jesli znamy nierównosci dla calek, to mozemy z nich wyprowadzic

nierównosci dla sum (skonczonych czy nieskonczonych).

Wnikliwemu Czytelnikowi proponujemy teraz przerwe w czytaniu tego artykulu,
samodzielna próbe udowodnienia jak najwiekszej liczby zaleznosci miedzy
powyzszymi nierównosciami i zbadanie, przy jakich zalozeniach zachodza
nierównosci ostre.

prawdziwa dla ai 2: O, bi 2: O, i = 1, ... , n i p 2: 1. Dla p = 2 nierównosc (7)
redukuje sie do nierównosci trójkata

(n) 1/2 (n ) 1/2 (n ) 1/2(8) ~(ai + bi)2 :S ~ a; + ~ b;

która mówi, ze suma dlugosci dwu boków trójkata jest nie mniejsza niz dlugosc

trzeciego boku.

Jesli w nierównosciach H(jldera i Minkowskiego polozyc n = 00, to dostajemy

nierównosci prawdziwe dla sum nieskonczonych:

(00 p) l/p (00 q)l/q
'"' a, . '"' b,~ 2 L.J z .

i=l i=l

00

I:ai . bi :S
i=l

(9)

oraz

( 00 ) l/p ( 00 ) l/p ( 00 ) l/p(10) t;(ai + bi)P < ~ af" + ~ bf

gdzie (ai) i (bi) sa teraz dowolnymi ciagami liczb nieujemnych.

Mozemy wreszcie zastapic w (9) i (10) sumy nieskonczone calkami po dowolnych
zbiorach, a ciagi (ai) i (bi) dowolnymi funkcjami calkowalnymi na tych zbiorach,
z odpowiednimi potegami. Niech np. l bedzie dowolnym przedzialem na prostej
liczbowej, a f ig dowolnymi funkcjami calkowalnymi na l. Wtedy

(11) llf(x)g(x)! dx :S (llf(x),P dX) l/P. (llg(xW dX) l/q

Ponizej podamy trzy pogladowe dowody nierównosci Younga oraz udowodnimy

nierównosci Holdera (11) i Minkowskiego (12).

Trzy dowody nierównosci Younga.

Bedziemy rozwazac przypadek nietrywialny, gdy x, y > O.

1) Poniewaz funkcja f(x) = eX jest scisle wypukla, sieczna przecinajaca wykres
funkcji w punktach o odcietych Xl i X2 lezy w tym przedziale nad wykresem tej
funkcji, co zapisujemy w postaci nierównosci

(13) f(qlXl + q2X2) :S qd(xI) + q2f(X2), (ql, q2 > O, ql + q2 = 1),

przy czym równosc zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy Xl = X2. Proste
podstawienia daja nierównosc (2).

2) Niech ql bedzie liczba z przedzialu (0,1). Rozwazmy krzywa bedaca wykresem
funkcji t -+ U' (t E R) i styczna do niej w punkcie t = 1. Jest oczywiste,
ze wzgledu na wkleslosc krzywej, ze styczna lezy nad krzywa. Fakt ten wyraza
nierównosc tq, :S qlt + (1 - ql), przy czym równosc zachodzi wtedy i tylko

wtedy, gdy t = 1. Kladac q2 = 1 - ql i t = ad a2 dostajemy znowu (2).

3) Niech p > 1 i !+ != 1. Rysujemy krzywa y = xp-l i dwie proste X = Xo,
p q

y = Yo, gdzie Xo i Yo sa dowolnymi ustalonymi liczbami dodatnimi (rysunek).
Rozwazmy pola figur OAB, OCE i prostokata OADE. Jest widoczne, ze

poleOADE:S poleOAB + poleOCE

(równosc zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy Yo = x{;-l). Wyrazajac pola
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Rozwiazanie zadania F 409. Satelita
krazacy po orbicie na wysokosci 200 km
nad Ziemia praktycznie nie doznaje oporu
powietrza, mozemy wiec uwazac, ze cala
masa atmosfery jest skupiona ponizej
tej wysokosci. Ziemskie przyspieszenie
grawitacyjne zmienia sie w tym obszarze
o okolo 3%, mozemy je .wiec uwazac
za stale. Cisnienie atlTIosferyczne na
poziomie morza jest równe ciezarowi
powietrza w slupie o jednostkowej
podstawie F = mg, gdzie m jest masa
powietrza zawartego w tym slupie. Masa
atn10sfery jest zatem równa

1\1 "" !::.41rR2.

g

A wiec liczba czasteczek wynosi

111 41rR:2po •.•
N= -NA = ---NA"" 10

i' I"g

gdzie NA jest liczba Avogadry.

za pomoca calek dostajemy

ro roXoYo ::; Jo xp-1 dx + Jo yq-1 dy,

co po scalkowaniu daje nierównosc (1) z x = Xo, y = Yo.

Udowodnimy teraz nierównosc (11). Dlaprostoty zapisu wprowadzmy oznaczenie

1I!lIp = (J 1!(xW dX) l/p

Jesli 11!lIpf. O i lIgIIq f. O, to korzystajac z nierównosci Younga mamy

J 1!(x)1 Ig(x)1 J (ll!(x)IP 1Ig(xW)(14) I 1I!lIp 'lfYIf;dx::; I P II!II~ + q~ dx = 1,

co jest innym zapisem nierównosci (11). Jesli prawa strona nierównosci (11)
jest równa zeru, to lewa strona takze jest zerem. To konczy dowód nierównosci
H6ldera.

Przejdzmy do dowodu nierównosci (12). Korzystajac z nierównosci H6ldera (11)
mamy

i po podzieleniu obu stron nierównosci przez

nierównosc (12).

W nierównosciach H6ldera i Minkowskiego dla calek mozna dobrac funkcje! i g

oraz zbiór, po którym calkujemy w taki sposób, aby dostac nierównosci dla sum:

(6), (9) oraz (7), (10).

Pierwsze dwie nierównosci otrzymujemy zakladajac, ze np. I jest przedzialem

(O, n], a funkcje! i g sa funkcjami schodkowymi:

!(x) = aj, g(x) = bj dla x E (i - 1, i], 1::; i ::; n, (aj, bj :::: O).

Nierównosci dla sum nieskonczonych otrzymujemy bezposrednio z odpowiednich

nierównosci dla sum skonczonych, w granicy; gdy z n zbiegamy do

nieskonczonosci. Zauwazmy, ze postepujac w ten sposób nie otrzymamy w (9)

i (10) nierównosci ostrych, wychodzac z nierównosci ostrych w (6) i (7).

Chcac zbadac warunki, przy których w (9) i (10) zachodza nierównosci ostre,

mozemy np. zbadac te warunki dla nierównosci calkowych· (11) i (12), a potem
wyrazic je w jezyku ciagów.

jl!(x) + g(xW dx =

= jl!(x) + g(x)IP-11!(x)1 dx + jl!(x) + g(x)IP-1Ig(x)1 dx ::;

::; II! + gll~-l(II!llp + lIgiip),

II! + gll~-l dostajemy

(15)

Rozwiazanie zadania F 410. Wrzenie
polega na tworzeniu sie pecherzyków
pary wewnatrz cieczy, gdy cisnienie
pary nasyconej staje sie równe cisnieniu
cieczy na tej gleboko·sci, na której
znajduje sie pecherzyk pary. Na granicy
rozdzialu cieczy pecherzyki zawieraja
zarówno pary H20, jak i CCL,.
Cisnienie pary w pecherzykach jest
równe sUlnie cisnie{l parcjalnych par

obu cieczy (prawo Daltona). Dlatego
cisnienie równe atlTIosferycznemu
wytworzy sie na granicy obu cieczy
w temperaturze mniejszej od 76,7°C.
(Cisnienie hydrostatyczne cienkiej
warstwy wody jest zaniedbywalnie
male w pO~'ównaniu z atlTIosferycznYI11).

W temperaturze 65,5°C
cisnienie nasyconej pary wodnej
wynosi 192 Inn1 Hg, a cisnienie
pary nasyconej czterochlorku wegla
wynosi 568 mm lIg, co razem
daje 760 mm Hg (cisnienie
atmosferyczne) .

Rozwiazanie zadania M 746. Poniewaz
x, = 1995'995::; (104)2000 = 106000,
to X2 = S(x.) ::; 8000·9 = 72000.
Zatem, X3 ::; 5 9 = 45, X4 ::; 3 + 9 = 12
i wreszcie X's $; 9. Mamy "tez, oczywiscie,
X5 ~ 1-

Ponadto, liczby m i. S(m) daja równe
reszty z dzielenia przez 9. Liczba 1995
jest podzielna przez 3, zatem x l dzieli
sie bez reszty przez 9, a wiec dla
dowolnego n liczba x" takze dzieli sie
przez 9. Stad X5 = 9. Wszystkie dalsze
wyrazy ciagu· (x,,) tez sa równe 9.

Stosujac nasze glówne twierdzenie o nierównosci (1) do nierównosci (14) widzimy

bez trudu, ze w nierównosci Holdera dla calek zachodzi nierównosc ostra,
jesli tylko cdP f. c2gQ dla kazdych dwu stalych C1, C2, z których przynajmniej

jedna jest rózna od zera. Dla p =q = 2, w przypadku nierównosci (5), warunek

ten sprowadza sie do warunku orzekajacego, ze wektory a = (al, ... , an)

i b = (b1, ... , bn)nie sa równolegle.

Korzystajac z warunku, przy którego spelnieniu w (11) zachodzi nierównosc

ostra i patrzac na nierównosc w (15) widzimy, ze w nierównosci Minkowskiego

dla calek mamy nierównosc ostra, jesli tylko cd f. C2g dla kazdych dwu stalych
C1, C2, gdy przynajmniej jedna jest rózna od zera. W przypadku nierównosci

trójkata (8) nierównosc ostra ma przejrzysta interpretacje geometryczna.

Gdy juz mówimy o geometrii, prosimy podac elementarny dowód geometryczny

nierównosci (4), z wynikajacym z niego warunkiem na nierównosc ostra

(por. dowód 3) nierównosci Younga.
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Rozwiazanie zadania M 744. Dzielimy
srednice AB tego kola na szesc równych
czesci punktami C, D, O, E, F. Pólokregi
o srednicach AD, AE, BE i DD (patrz
rysunek) dziela kolo w zadany sposób.

A B

Na zakonczenie artykulu omówimy krótko przedstawione trzy dowody

nierównosci Younga. Czytelnik móglby zadac w tym miejscu uzasadnione

pytanie, dlaczego podano az trzy dowody, podczas gdy zupelnie wystarczylby
jeden z nich. Niepelna odpowiedz na takie pytanie zawiera sie w stwierdzeniu,

ze wszystkie trzy dowody sa krótkie, proste i geometryczne w tym sensie,

ze mozna je zobaczyc na rysunku i latwo zapamietac, ze podobaja sie autorowi
i dlatego zostaly przedstawione.

Oczywiscie, jeden dowód wystarczylby dla wykazania prawdziwosci

nierównosci (1). Mozna jednak spytac, który z przedstawionych dowodów
mialby byc tym wybranym i dlaczego. Ktos moze tez powiedziec, ze zna inny

dowód, lepszy od kazdego z przedstawionych powyzej. Dochodzimy tu do
zagadnienia kryteriów, wedlug których mozna porównywac i oceniac rózne

dowody tego samego twierdzenia. Moga to byc kryteria róznej natury, od bardzo

subiektywnych (np. estetyczne czy filozoficzne), do calkiem obiektywnych, gdy

rozwazamy zalety danego dowodu patrzac np. na potencjalnie ogólne metody

lub na analogie i powiazania z innymi teoriami matematycznymi, jakich jest
nosnikiem.

Rozwiazanie zadania M 745.
Z dwumianu Newtona mamy

( )k k k ~ (k) j k-jx+y =x +Y +L..." j xy .
j=l

Kazdy z iloczynów xjyk-j szacujemy
wykorzystujac nierównosc Younga
z wykladnikami p = kij, q = kl(k - j).
Daje to w efekcie nierównosc

k k

~ xk L t G) + yk L k ~ j G)
j=l j=1

Poniewaz t (~)= (~=~)oraz

(~) = (k:'j), kazda z sum po prawej
stronie jest równa

C ~1) + C ~1) + ... + G =~)
=2k-1_1.

Stad juz od razu wynika teza zadania.

Moze ktos kiedys napisze na lamach Delty artykul o kryteriach wartosciujacych
dowody w matematyce ...

Po tych uwagach ogólnych przejdzmy do krótkiego omówienia przedstawionych

trzech dowodów nierównosci Younga. Jak juz wspomnielismy, zaleta kazdego
z nich jest krótkosc, prostota i obrazowosc.

Zaleta pierwszego dowodu jest mozliwosc jego prostego i plodnego uogólnienia:
wykorzystujac nierównosc Jensena dla funkcji wypuklych

f(q1x1 + ... + qnxn):S qd(xd + ... + qnf(xn), (qi > O, q1 + ... + qn ~ 1),

bedaca konsekwencja nierównosci (13), dostajemy nastepujace uogólnienie

nierównosci (2)

ai'a~2 ..... a~n :S q1a1 + ... + qnan, (ai > O, qi 2: O, q1 + ... + qn = 1)

i, w szczególnosci, nierównosc o srednich, arytmetycznej i geometrycznej, dla
n skbidników

(a1a2 ..... an)l/n :S al + a2 + ... + ann

W drugim z podanych dowodów nierównosci (1) korzystamy ze wzoru na
równanie stycznej do krzywej gladkiej, które najlatwiej jest znalezc uzywajac

pojecia pochodnej funkcji, nalezacego do analizy matematycznej. Dla wielu

Czytelników, byc moze, ten dowód jest najbardziej naturalny.

Srodek odcinka siecznej lezy nad
wykresem funkcji j(x) = xk - dla funkcji
ciaglej ta wlasnosc jest równowazna
wypuklosci.

Uwaga. Uwazny Czytelnik spostrzegl
zapewne, ze nierównosc z tezy zadania
pociaga za soba wypuklosc funkcji
potegowej i ma prosta interpretacje
graficzna (patrz rysunek).

x
x+y

2
y

Dowód trzeci nierównosci Younga prowadzi bezposrednio do innego waznego

uogólnienia tej nierównosci. Jesli zamiast funkcji y = xp-1, p> 1, wezmiemy

dowolna funkcje f : [0,(0) -+ [0,(0), ciagla, scisle monotoniczna i taka,
ze limt-+oo f(t) = 00 i f(O) = O, to dla x, y 2: ° zachodzi nierównosc (znana takze

jako nierównosc Younga)

xy :S lX f(u) du + lY r1(v) dv,

przy czym równosc ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy y = f( x).

Uwagi:
(1) Znaczne poglebienie i rozszerzenie rozwazan zawartych w tym artykule
mozna znalezc w klasycznej monografii: G.H. Hardy, J.E. Littlewood

i G. Pólya, Inequalities, Cambridge, 1934.

(2) Bardzo ciekawym artykulem przedstawiajacym kryteria, których spelnienia
mozna zadac od dowodów matematycznych, jest "Bolzano's Analytic
Programme" , autor: V.H. Parshall, Mathematical Intelligencer, vol. 14, no. 3,

1992, str. 45-53.
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