
Istnienie
.
l nieistnienie w matematyce

Rozwiazanie zadania F 440. Poniewaz

srednia gestosc pocisku jest równa

gestosci wody, sila wyporu w wodzie

równowazy jego ciezar. Z tego powodu

pocisk porusza sie w wodzie po linii

prostej. VV powietrzu pocisk porusza sie

po paraboli. Zasieg i wysokosc toru dane

sa wzorami
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gdzie V, jest predkoscia, z jaka pocisk

wylatuje z wody. Musimy te predkosc

obliczyc. Równanie ruchu pocisku

w wodzie ma postac
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Zapiszmy przyspieszenie jako:
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gdzie s jest droga przebyta przez pocisk.
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Filozof i logik angielski Bertrand Russell okreslil matematyke jako dziedzine,

w której "nie wiadomo, o czym sie mówi i czy to, co sie mówi, jest prawda" .

Ten zgrabny opis mial wyrazac - w skrócie wlasciwym aforyzmom - fakt,

iz matematyka jest nauka abstrakcyjna, niezalezna od rzeczywistosci

i zajmujaca sie wyprowadzaniem (dowodzeniem) twierdzen na podstawie scisle

okreslonego sposobu wnioskowania, nie interesuje jej natomiast zwiazek tych

twierdzen z tzw. zyciem. Przemilczmy tu, na razie - bardzo ciekawe! - pytania

i watpliwosci, jakie moze rodzic takie postawienie sprawy (zauwazmy tylko,

ze bez matematyki nie daloby sie zbudowac porzadnego mostu ani rakiety

kosmicznej). Poprzestanmy tu na stwierdzeniu, ze, jak w kazdym aforyzmie,

jest w okresleniu Russella czesc prawdy. Mianowicie, kryterium prawdy

w matematyce nie przewiduje potwierdzania hipotez w drodze jakichkolwiek

obserwacji.

Cóz zatem moze w ogóle oznaczac pytanie o istnienie jakiegos obiektu

matematycznego? Jakie kryterium nalezy przyjac, by odpowiedziec na pytanie

o istnienie np. zbioru nieskonczonego?

Jesli matematyka jest nauka niezalezna od zjawisk fizycznych, biologicznych

itp., a jej obiekty sa tworami czysto abstrakcyjnymi, to problem istnienia musi

znajdowac rozstrzygniecie w niej samej. I rzeczywiscie. Matematycy prawie

powszechnie uznaja, ze istnieje wszystko to, co ma te wlasnosc, ze zalozenie

o jego istnieniu nie prowadzi do sprzecznosci. Mówiac nieco dokladniej, owa

wlasnosc polega na tym, ze jesli do twierdzen okreslonej teorii matematycznej

dolaczymy zdanie mówiace o istnieniu pewnego obiektu, to mozemy uznac owo

istnienie, jesli z tak rozszerzonej teorii nie da sie wyprowadzic dwóch twierdzen,

z których kazde jest negacja drugiego. Inaczej mówiac, gdy zalozenie o istnieniu

obiektu nie prowadzi do sprzecznosci z dana teoria. Na przyklad, gwarancja

niesprzecznosci jest dowód istnienia postulowanego obiektu.

Zaleznosc miedzy niesprzecznoscia a istnieniem wyraza twierdzenie Godla z 1930 roku, które

stwierdza, ze kazdy niesprzeczny zbiór zdan ma model przeliczalny, czyli istnieje struktura,

"realizujaca" kazde zdanie z niesprzecznego zbioru. Prawdziwe jest takze twierdzenie odwrotne: jesli

istnieje struktura, która realizuje kazde zdanie z jakiegos zbioru zdan, to ów zbiór jest niesprzeczny.

Poszukajmy ilustracji opisanego tu podejscia. Zapewne wiekszosc Czytelników

slyszala lub czytala (np. w Delcie) o geometriach nieeuklidesowych. Geometrie

te zrodzily sie z prób sprawdzenia, czy tzw. V postulat Euklidesa nie wynika

aby z pozostalych czterech. Okazalo sie, ze przyjecie (zamiast V postulatu)

zalozenia innego niz to, które przyjal Euklides, daje calkiem spójna, calkowicie

poz bawiona sprzecznosci teorie. Jaka? To zalezy od postaci owego dodatkowego

zalozenia. Mozna w ten sposób otrzymac teorie, w której istnieje nieskonczenie

wiele prostych przechodzacych przez punkt nie lezacy na danej prostej

i równoleglych do niej, a mozna (zmieniaj ac nieco bardziej zalozenia) otrzymac

i taka, w której przez punkt zewnetrzny do prostej nie przechodzi zadna prosta

równolegla do niej. Stad wniosek, stanowiacy niezbywalny dorobek matematyki:

istnieja geometrie nieeuklidesowe. I - przy okazji - wniosek drugi: istnienie

lub nieistnienie ma sens tylko na gruncie wyraznie okreslonego systemu. To,

co istnieje w jednym (przy pewnych zalozeniach), moze nie istniec w innym

(przy odmiennych zalozeniach).
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Rozwiazanie zadania M 790.
PrzypuscmYl ze teza zadania jest

falszywa. Oznaczmy przez X zbiór

wszystkich par postaci (p, AJ, gdzie p jest

prosta przechodzaca przez pewne dwa

'punkty zbioru 5, A zas punktem zbioru 5

nie nalezacym do p. Niech funkcja

f : X -+ (O, +00) przyporzadkowuje

parze (p, A) odleglosc A od p. Poniewaz

zbiór X jest skonczony, wiec funkcja f
osiaga swe (dodatnie) minimum m

w pewnym punkcie (po, Ao) E X.

Zgodnie z zalozeniem o 5, na prostej Po

leza przynajmniej trzy rózne punkty A, B

i C zbioru 5. Przynajmniej dwa z nich

- bez zmniejszenia ogólnosci mozen1Y

przyjac, ze sa to A i B - leza po tej samej

stronie prostej I przechodzacej przez Ao

i prostopadlej do p. Bez zmniejszenia

ogólnosci przyjmijmy takze, ze odleglosc

B od I jest mniejsza, niz odleglosc A

od l. Wtedy jednak odleglosc B od

prostej AAo jest mniejsza od ml a to jest

sprzecznosc.

TAo

f C

Rozwiazanie zadania M 791. Niech m

bedzie taka liczba calkowita, ze mp = xy.

Przypuscmy, ze P nie dzieli x. Na mocy

wlasnosci najwiekszego wspólnego

dzielnika marny wówczas

1= NWD(l',x) = al' + bx

dla pewnych a, b calkowitych. Mnozac

stronan1i przez y otrzyn1ujemy

y = apy + bxy = p(ay + bm),

a wiec p dzieli y.

A jak stwierdzic, ze cos, jakis pomyslany obiekt, nie istnieje? Z tego,

co powiedzielismy do tej pory, wynika to jasno: nalezy wykazac, ze zalozenie

o istnieniu tego obiektu prowadzi do sprzecznosci. Byc moze czytajac

w Delcie 4/1996 artykuly o nieistniejacych obiektach matematycznych,

zauwazyliscie, ze wszystkie dowody nieistnienia zaczynaja sie od zdania

w rodzaju: "Przypuscmy, ze (tu nazwa obiektu) istnieje ... ", a koncza

stwierdzeniem sprzecznosci, do której to zalozenie doprowadzilo. Bywa zreszta

i tak, ze w podobny sposób dowodzi sie istnienia: "Przypuscmy, ze (i tu znów

nazwa odpowiedniego obiektu) nie istnieje ... ". Jesli z tego zalozenia da sie

wyprowadzic sprzecznosc, pozostaje przyjac, ze obiekt istnieje.

Dla pelnosci obrazu nalezy dodac, ze nie zawsze i nie wszyscy matematycy

sklonni sa przyjac taki punkt widzenia. Mniej wiecej 60-70 lat temu zrodzil

sie wsród matematyków kierunek myslenia zwany ini1!icjonizmem, odrzucajacy

dowody istnienia nie wskazujace wyraznie na obiekt, którego istnienie jest

postulowane. O istnieniu mozna zatem mówic tylko wtedy, gdy mozna

"pokazac palcem", czyli skonstruowac, odpowiedni obiekt. Jesli nawet mozna

zrozumiec taka tesknote do sprawdzenia wszystkiego przez oglad bezposredni,

filozofia intuicjonistów - i szerzej: konstruktywistów - nie przyjela sie

w matematyce. Z prostego powodu: wymagalaby odrzucenia ogromnej czesci

matematyki, która przeciez nie najgorzej dawala i daje sobie rade nie tylko

ze soba, ale i z rzeczywistoscia. Co prawda, ostatnio rzeczywistosc nieco sie

skomplikowala i np. teoretycy informatyki przykladaja bardzo duze znaczenie

do konstruowalnosci róznych obiektów, ale to juz jest specyfika tej dziedziny.

Tak wiec mówiac w skrócie: istnienie to niesprzecznosc, nieistnienie to

sprzecznosc. Wydawaloby sie zatem, ze matematyka ma z tzw. zyciem niewiele

wspólnego i sama siebie rozlicza ze swoich pojec. Czy rzeczywiscie? Wystarczy

rozejrzec sie wokól siebie. Co bysmy zobaczyli, gdyby z naszego otoczenia

zniknely wszystkie obiekty, przy których tworzeniu czlowiek wykorzystal

pojecia, prawa i metody matematyki? A przeciez mosty (na ogól) stoja,

rakiety kosmiczne (na ogól) leca, a niekiedy nawet planety znajduja sie

w miejscach, wskazanych przez wyniki obliczen matematycznych. Wyjasnienie

tego frapujacego stanu rzeczy zalezy w duzej mierze od przyjmowanych zalozen

filozoficznych (chocby od odpowiedzi na pytanie, czy matematycy odkrywaja

nowe pojecia i prawa, czy je wymyslaja?). Tu poprzestanmy na ogólnym

stwierdzeniu, ze matematyka powstawala i rozwijala sie jako jezyk opisu

rzeczywistosci, jezyk, który uksztaltowal swoje wlasne reguly i stosuje swoiste

metody weryfikowania formulowanych w nim zdan. Historia tego jezyka sprawia,

ze jest on skutecznym narzedziem dzialania w swiecie rzeczywistym; jego reguly

i metody nadaja twierdzeniom charakter prawd niezaleznych od tego swiata.

Aha, warto moze na koniec powiedziec jeszcze i to: od 1931 roku wiadomo (znów

dzieki Godlowi), ze niesprzecznosci zadnej niezbyt trywialnej teorii nie da sie

udowodnic jej wlasnymi narzedziami. Tak wiec np. do dowodu niesprzecznosci

arytmetyki liczb naturalnych (zakladajacej istnienie takich liczb) trzeba sie

odwolac do zalozenia o niesprzecznosci teorii mnogosci, jej niesprzecznosci

mozna dowodzic na gruncie innej teorii ... Wynikiem takiego postepowania

moze byc zatem tylko tzw. wzgledna niesprzecznosc danej teorii, zalezna od

niesprzecznosci teorii wyzszej. A to znaczy - jesli o istnieniu w matematyce

mowa - ze absolutna niesprzecznosc nie istnieje! W takim razie, czy istnieje

matematyka???
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