
Twierdzenie chinskie o resztach, czyli ciezarówka po lesie

Jaroslaw WRÓBLEWSKI

AlB oznacza, ze A dzieli B. W zwiazku

z tym napis qklr - rk nalezy czytac:

"qk jest dzielnikiem liczby (r - rk)'"

Twierdzenie chinskie o resztach mówi, ze dla dowolnych liczb calkowitych

rl, r2, ... , rn i naturalnych ql, q2, ... , qn (zero nie jest u nas liczba naturalna)

znajdzie sie takie r, ze qllr - rl, q21r - r2, ... , qn Ir - rn , o ile dla dowolnych

l ::; i < j ::;n zachodzi podzielnosc NHl D(qi, qj )Iri - rj. Ostatni warunek

jest spelniony na przyklad wtedy, gdy liczby ql, q2, ... , qn sa parami wzglednie

pierwsze, gdyz wówczas NHl D(qi, qj) = l dla i =I j. Innymi slowy, mozemy

zawsze znalezc liczbe r, która spelnia ustalone przez nas postulaty typu: "niech

r dzieli sie przez qi z reszta r;" , jesli tylko miedzy tymi postulatami nie ma

oczywistej sprzecznosci. Nie sposób bowiem zadac, aby liczba dzielila sie przez 6

z reszta 2 i jednoczesnie przez 10 z reszta 3, bo to oznaczaloby, ze na pytanie,

czy liczba ma byc parzysta, odpowiadamy, ze jestesmy za, a nawet przeciw.

Z twierdzenia tego wynika na przyklad, ze nawet bardzo dluga (byle waska)

ciezarówka mozna w wysokopiennym lesie zakrecic o 90° - cierpliwy Czytelnik

zobaczy, dlaczego.

ZADANIE 1: Dowiesc, ze dla dowolnych liczb naturalnych parami wzglednie

pierwszych p, q, r równanie xP + yq = zr ma rozwiazanie w liczbach naturalnych

x,y,z.

Rozwiazanie:

Wyjdziemy od równosci 2n + 2n = 2n+1 i postaramy sie dopasowac ja do danego

równania. W tym celu zazyczymy sobie, aby pln, qln, rln + L Poniewaz p, q, r

sa parami wzglednie pierwsze, znajdzie sie takie n, które jednoczesnie spelnia te

trzy zyczenia.

Wtedy (2njp)P + (2njq)q = (2(n+l)jry i wystarczy przyjac x = 2njp, y = 2njq

i z = 2(n+1)jr, gdzie wszystkie wystepujace wykladniki sa calkowite.

ZADANIE 2: Dowiesc, ze równanie

(l) x1994 + y1995 + z1996 = t1998

ma rozwiazanie w liczbach naturalnych x, y, z, t.

Rozwiazanie:

Zadanie mozna byloby rozwiazac podobnie jak poprzednie, ale przeszkadza nam

fakt, ze wykladniki nie sa parami wzglednie pierwsze. Rozlozymy je wiec na

czynniki tak, aby zobaczyc wyraznie wspólne dzielniki:

(l') x2.997 + y3.665 + z2'998 = t6.333.

Kazde rozwiazanie równania (1') bedzie dawalo nam rozwiazanie równania

(2) X2 + y3 + Z2 = T6.

Wnikliwy Czytelnik zauwazy, ze znalezienie rozwiazania równania (2) stanowi

naj wieksza trudnosc na drodze do rozwiazania równania (l).

Autor nie zna lepszej recepty na rozwiazanie równania (2) niz usilowanie

rozlozenia malych szóstych poteg na sume dwóch kwadratów i szescianu metoda

prób i bledów. Szybko czeka nas mila niespodzianka, bo oto 1+ 27 + 36 = 64,

czyli 12 + 33 + 62 = 26. Ostatnia równosc pomnozymy przez 2P • 3q, gdzie p i q

dobrane zostana tak, aby otrzymac rozwiazanie równania (l). Otrzymujemy

2P . 3q + 2P . 3a+3 + 2P+2. 3a+2 = 2P+6 ·3q.

Chcac otrzymac rozwiazanie równania (l), zazyczymy sobie, aby 19941p, 19941q,

1995!p, 19951q + 3, 19961p + 2, 19961q + 2, 1995Ip + 6 i 1995lq.

Zyczenia te nie sa sprzeczne, gdy chodzi o reszty z dzielenia p i q przez 2 i 3,

moga byc wiec zrealizowane.

ZADANIE 3: Dowiesc, ze istnieja takie ciagi (an) i (bn) liczb naturalnych,

ze liczby an + bm , gdzie m, n E IN, sa parami wzglednie pierwsze.

1



n + k - l == qk(modqi),

dla k = 1,2,3, ... , 1000001. Spelnienie takiego ukladu kongruencji zapewnia,

ze liczby n, n + l, n + 2, ... , n + 1000000 nie sa sumami dwóch kwadratów.

Rozwiqzanie:

Skorzystamy z charakteryzacji liczb bedacych sumami dwóch kwadratów.

Otóz liczba naturalna jest suma dwóch kwadratów liczb calkowitych wtedy

i tylko wtedy, gdy w rozkladzie na czynniki pierwsze liczby pierwsze postaci

4k + 3 wystepuja tylko w parzystych potegach. Tak naprawde wystarczy

wiedziec, ze jezeli q = 4k + 3 jest liczba pierwsza, to liczba podzielna przez q,

ale niepodzielna przez q2, nie jest suma dwóch kwadratów. Niech ql = 3, q2 = 7,

q3 = 11, q4 = 19, ... , ql 000000 = 32445143, ql 000001 = 32445191 beda liczbami

pierwszymi dajacymi przy dzieleniu przez 4 reszte 3.

Zazadamy, aby

Rozwiqzanie:

Niech n bedzie naj mniejsza z szukanych liczb. Chcac zapewnic, by n mialo duzo

dzielników pierwszych, zazadamy, aby Pl . P2 . P3 ..... p19971n, gdzie Pk jest k-ta

liczba pierwsza. Podobnie warunek P1998 . P1999 . P2000 ..... p39941n + l zapewnia,

ze n + l ma co najmniej 1997 dzielników pierwszych i podobnie dla k :S 1996

zadamy, aby P1997kH . P1997k+2 . P1997k+3' ... ' P1997k+19971n+ k.

ZADANIE 5: Dowiesc, ze istnieje 1997 kolejnych liczb naturalnych, z których

kazda dzieli sie przez kwadrat liczby naturalnej.

Rozwiqzanie:

Rozumujac jak w poprzednim zadaniu wystarczy zazadac, aby 41n, 91n + l,

251n + 2 ,... , p~ln + k - l, ... , PI9971n + 1996.

ZADANIE 6: Dowiesc, ze istnieje 1000001 kolejnych liczb naturalnych,

z których zadna nie jest suma dwóch kwadratów liczb calkowitych.

Rozwiqzanie:

Mamy wykazac, ze mozna zbudowac taka nieskonczona tabele dodawania, aby

wystepujace w niej sumy byly parami wzglednie pierwsze. Wypelnienie tabeli

2 x 2 nie nastrecza trudnosci. Wystarczy przyjac np. al = l, a2 = 3, bl = 2

i b2 = la. Pokazemy, ze jezeli dla pewnych k 2: 2, l 2: 2 udalo nam sie dobrac

odpowiednie an i bm (n = 1,2,3, ... ,k oraz m = 1,2,3, ... ,l), czyli wypelnic

tabele dodawania k x l sumami wzglednie pierwszymi, to mozna dolaczyc do niej

(k + l )-szy wiersz (lub analogicznie (l + l )-sza kolumne). Stosujac nizej podana

procedure mozna bedzie wypelnic nieskonczona tabele dodawania.

Niech wiec al, a2, a3, ... , ak i h, b2, b3, ... , bl beda wybrane tak, aby liczby

an + bm, dla l :S n :S k i l :S m:S l, byly parami wzglednie pierwsze. Niech

Pl, P2, P3, ... , Pr beda wszystkimi liczbami pierwszymi, które pojawiaja sie jako

dzielniki pierwsze sum wpisanych w tabeli k x l. Chcemy wybrac ak+l tak,

aby zadna z liczb ak+l + bm, dla l :S m :S l, nie dzielila sie przez zadna z liczb

Pl,P2,P3, .. ·,Pr· Zapewni to, ze dopisane sumy beda wzglednie pierwsze z juz..
wplsanyml.

Jak zapewnic, aby liczby ak+l + bm, dla l :S m:S l, nie dzielily sie przez Pl?

Otóz liczba Pl jest dzielnikiem pierwszym pewnej sumy wpisanej w tabeli,

ale tylko jednej. Skoro wypelnione sa co najmniej dwa wiersze, to pewien

wiersz (np. o numerze md zawiera sumy niepodzielne przez Pl. Zazadamy, aby

Pllak+l - am, i podobnie Pi lakH - am, (i = 2,3, ... , r), gdzie Pi nie dzieli liczb

am; + bm, dla 1:S m:S l.

Trzeba tez zapewnic sobie, zeby liczby ak+l + bm, dla l :S m :S l, byly parami

wzglednie pierwsze. Niech ql, q2, q3, ... , qs beda wszystkimi dzielnikami

pierwszymi liczb bn1 - bno' dla l :S no < nl :S l, które nie wystepuja wsród liczb

Pl, P2, P3, ... ,Pr· Zazadamy, aby qj !ak+l - al , dla l :S j :S s. Wtedy zadna z sum

w dopisanym wierszu nie bedzie dzielila sie przez zadna z liczb ql, q2, q3, ... , qs,

co zapewni, ze sumy te beda parami wzglednie pierwsze.

ZADANIE 4: Dowiesc, ze istnieje 1997 kolejnych liczb naturalnych, z których

kazda ma co najmniej 1997 dzielników pierwszych.
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N astepujace pytanie zostalo postawione autorowi przez Jacka Swiatkowskiego

w czasie wieczornego spaceru po wsi Myslów (woj. jeleniogórskie).

ZADANIE 7: N a plaszczyznie dany jest pionowy odcinek dlugosci 1995 nie

zawierajacy zadnych punktów kratowych (tj. punktów o obu wspólrzednych

calkowitych). Czy mozna tak poruszac tym odcinkiem, aby w zadnym momencie

nie zawieral on punktów kratowych, a po zakonczeniu ruchu byl polozony

poziomo?

Rozwiazanie:

Skorzystamy z wyniku poprzedniego zadania. Niech n bedzie takie, ze liczby

n, n+l, n+2, ... , n+l000000

nie sa sumami dwóch kwadratów. Rozwazmy okregi o srodku w poczatku

ukladu wspólrzednych i o promieniach l' = Vii

i R = y'n + 1000000. Z wlasnosci liczby n wynika, ze na

zadnym z tych okregów ani w pierscieniu miedzy nimi nie ma

punktów kratowych (na rys. 1 zaznaczono okregi o promieniach

v'2O i J25 - na tych okregach sa, co prawda, punkty kratowe,

ale miedzy nimi nie ma). Z twierdzenia Pitagorasa latwo

wyliczamy, ze miedzy okregami mozna umiescic odcinek dlugosci

2yR2 - 1'2 = 2000 (na rys. 1 zaznaczono odcinek dlugosci

4 < 2V5).
Obrót wokól poczatku ukladu wspólrzednych jest zadanym

ruchem. Po wykonaniu obrotu o 90° odcinek stanie sie poziomy,

a po drodze nie napotka punktów kratowych, gdyz ruch odbywa

sie w pierscieniowym obszarze, w którym takowych punktów nie

6 ma (rys. 2).

ZADANIE 8, dla Czytelników: Dowiesc, ze równanie

X2005 + y2006 + z2007 = t2010 ma rozwiazanie w liczbach

naturalnych x, y, z, t.

•. Zadania
Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 826. Figura przestrzenna J( ma te wlasnosc, ze jej czesc wspólna z kazda

plaszczyzna jest kolem otwartym (bez brzegu) albo zbiorem pustym. Udowodnic, iz J(

jest kula otwarta albo zbiorem pustym.

Rozwiazanie na str. 17

M 827. Inwersja j wzgledem sfery o srodku O i promieniu r to takie przeksztalcenie

przestrzeni bez punktu O w przestrzen bez punktu O, ze dla dowolnego punktu

X E R3 \ {O} zachodzi równosc OX . OY = r2 i punkt Y = j(X) lezy na pólprostej
OX-. Udowodnic, ze w tej inwersji obrazem sfery nie przechodzacej przez punkt O

bedzie sfera.

Rozwiazanie na str. 11

M 828. Udowodnic, ze w tej inwersji obrazem okregu nie przechodzacego przez

punkt O (patrz zadanie M 827) bedzie okrag.
Rozwiazanie na str. 10

(Zadan M 827 i M 828 nauczyl mnie pan Jerzy Bednarczuk.)

Redaguje Jaroslaw KULPA

M
F 463. Równia pochyla o kacie nachylenia IX = 30° i masie M = 2 kg znajduje sie na

wadze. Na równi znajduje sie cialo o masie m = l kg, które zeslizguje sie bez tarcia.

~ I ( ~ ~ Oblic~yc, j.akie bedzie wskazanie wagi.

L..!.=========_=3=0=~===~ Rozwlazame na str. 12

waga F 464. Powszechnie wiadomo, ze dioda przewodzi w jedna strone, a nie przewodzi

w druga. Jezeli do diody w kierunku przewodzenia przylozymy napiecie U = 0,2 V,

to bedzie plynal przez nia prad l. Oszacowac, ile razy mniejszy prad bedzie plynal

w kierunku zaporowym, gdy odwrócimy napiecie.

Rozwiazanie na str. 16
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