
Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 351(WT=1,27) i 352 (WT=2,55)

z numeru 12/1997

Klub 44

- WArszAwa.
- Gda.nsk
- Pozna.n
- Olsztyn
- Lódz
- Zielona. Góra.
- Pyskowice

359. Czy istnieje para funkcjiJ, g: R --+ R spelniajacych dla kazdej liczbyx E R równania
j(g(x» = x2 oraz g(J(x» = x4?

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 4/1998
Przypominamy tresc zadan:

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i RedakcjiDelty
Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numerun w terminie do konca miesiacan + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerzen + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali odO

do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 35/N, gdzie 5 oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, aN - liczbe osób,
które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1998.

360. Dany jest ciag liczb rzeczywistychal, a2, ... , a2n+l o nastepujacej wlasnosci: po odrzuceniu
dowolnego wyrazu pozostale mozna podzielic na takie dwie grupy pon wyrazów, ze suma wyrazów
w pierwszej grupie jest równa sumie wyrazów w drugiej. Dowiesc, ze wszystkie wyrazy ciagu sa
równe.

42,81
40,09
39,37
39,21
32,66
32,41
32,15

=44,•

Ma.ciej Mostowski
Konra.d Pa.tkowski
TAdeusz Józefczyk
Pi ob Kumor
Witold Bedna.rek
Bogumila. Piohowska.
Zbigniew Ska.lik

Te funkcje spelniaja uklad równan funkcyjnych:<p('ljJ(t)) = t + 1
oraz 'ljJ(<p(t)) = t + 2; ma on rozwiazania nawet w klasie par
funkcji liniowych. Postulujac postac<p(t) = at + b, 'ljJ(t) = et + d,

359. Poszukiwanie pary funkcji o podanych wlasnosciach
moze ulatwic podstawienie X = 22'; to ogranicza (chwilowo)
zakres zmiennoscix do przedzialu (1,00). Przypuscmy wiec,
ze f,g: (1,00) -+ (1,00) sa funkcjami spelniajacymi zadane
równania i przyjmijmy

dla t ER.

otrzymujemy dla parametrów a, b, c, d warunki: a = 1/2,
c = 2, 2b + d = 2. Biorac na przyklad b = 1, d = O, dostajemy
<p(t) = (t + 2)/2, 'ljJ(t) = 2t, co daje pare funkcji

f(x) = 22Vlog2x, g(x) = 2(log? x)2 dla x > 1.

Aby rozszerzyc te funkcje na caly zbiór R, wystarczy przyjac

f(x) = 1/ f(l/x), g(x) = l/g(l/x) dla x E (0,1)

oraz f(l) = g(l) = 1, a nastepnie przedluzycf i g do funkcji
parzystych, okreslonych na R. Nietrudno sprawdzic, ze tak
rozszerzone funkcje spelniaja wymagane warunki.

360. Dla liczb calkowitych ai twierdzenie to bylo kiedys zadaniem na Olimpiadzie
Matematycznej - mozemy je wiec uwazac za znane. (Notka z odsylaczem byla dolaczona do
tresci zadania wDelcie 4/1998.) Natychmiastowym wnioskiem jest prawdziwosc twierdzenia
dla liczb wymiernych ai; wystarczy je wszystkie pomnozyc przez wspólny mianownik.

Niech teraz al, a2, ... , a2n+1 beda liczbami rzeczywistymi o podanej wlasnosci i niech m
bedzie najmniejsza liczba naturalna, dla której istnieja w zbiorzeK = {l, 2, ... , 2n+ l} rózne
numery k1, ••• , km, takie, ze kazda z liczbai da sie przedstawic w postaci kombinacji liniowej

m

ai = Ti,1ak1 + ... + Ti,makm = ETi,saks
s=1

O wymiernych wspólczynnikach Ti,s. (Innymi slowy, m jest wymiarem przestrzeni liniowej
nad cialem liczb wymiernych, generowanej przez liczbyal, a2, ... , a2n+1.) Z minimalnosci
liczby m wynika, ze przedstawienie (*) jest wówczas jednoznaczne.

Wezmy dowolny numer I EK. Zgodnie z warunkiem zadania, zbiórK \ {I} jest suma
n-elementowych zbiorówI oraz J, takich, ze

Eai=Eai.
ieI ieJ

Zastepujac kazda z liczbai jej przedstawieniem (*), otrzymujemy (po przegrupowaniu
skladników) równosc

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 252(WT=1,73) i 253 (WT=2,76)

z numeru 2/1998
Andrzej Idzik
Toma.sz Wietecha.
Ma.rek Wójcicki
Aleku.ndeJ: Surma.

- Bolesla.wiec
- Ta.rnów
- Szczecin
- Myuków

39,55
19,88
18,37
12,50

f(ETi'S - ETi,s)ak' = O.s=l ieI ieJ

Przedstawienie liczbyO jako wymiernej kombinacji liniowej liczbak, jest jednoznaczne, wiec
wyrazenie w nawiasie ma dla kazdegos wartosc O. To znaczy, ze dla kazdegos E {l, ... ,m}
ciag liczb wymiernych T1,s, T2,S!... , T2n+1,sma wlasnosc, o której mowa w zadaniu
(po odrzuceniu dowolnego wyrazuTI,s pozostale mozna podzielic itd.). W mysl uwagi
rozpoczynajacej rozwiazanie, liczby te sa równe:

T1,s = T2,s = ... = T2n+1,s dla s = 1, ... ,m.
Ze wzoru (*) dostajemy zadany wniosek, ze liczbyal, a2, ... , a2n+1 sa równe.

14



Redaguje Jerzy B. BROJAN
Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 4/1998
Przypominamy tresc zadan:

256. Jednorodny strumien równolegle biegnacych czastek (np. strumien swiatla) pada na kule:
a) odbijajaca czastki sprezyscie (zwierciadlo kuliste), b) taka, do której czastki sie "przyklejaja"
(czarna)· Jezeli promien kul jest jednakowy, to na która z nich dziala wieksza sila? A moze sily sa
jednakowe?

Rys. 1

Rys. 2

h

,,,,,,,,,r
.----...'
:0.,', ,, ,
l'

257. Naczynie z gazem jest izolowane termicznie od otoczeniai przedzielone na dwie czesci,
z których jedna jest zamknieta tlokiem wywierajacym na gaz stale cisnieniep (rys. l). Jezeli grzalka
elektryczna dostarczy do wnetrza pewna ustalona ilosc cieplaQ, to w którym przypadku tlok
przesunie sie bardziej:
a) gdy podgrzejemy lewa czesc naczynia,
b) gdy podgrzejemy prawa czesc naczynia,
c) gdy polowe ciepla dostarczymy lewej czesci, a polowe - prawej?
Kanalik laczacy obie czesci naczynia jest tak waski, ze t~mperatura nie ulega wyrównaniu.

256. W przypadku a) czastka biegnaca torem przesunietym wzgledem srodka oh (rys. 2)
odbija sie pod katem c;= arcsin(h/r). Pionowa skladowa pedu tej czastki wynosi po odbiciu
p' = p cos(1800 - 2c;) = -p cos 2c; (gdziep - ped poczatkowy), czyli zmiana pedu wynosi
b.p = p(l + cos2c;) = 2pcos2c;= 2p(1- (h/r)2). Oznaczmy liczbe czastek padajacych
w ciagu sekundy na jednostkowa powierzchnie prostopadla przezn. Aby obliczyc sile ze
wzoru F = dp/dt, nalezy otrzymane wyrazenieb.p pomnozyc przezn oraz przez powierzchnie
cienkiego pierscienia zawartego miedzyh a h + dh (równa b.S = 21rhdh) i scalkowac poh od O
do r: r

F = 41rpnJ (1 - (h/r)2) hdh = pn1rr2.
o

Wielkosc ta jest równa sile dzialajacej na pochlaniajaca czastki powierzchnie o polu1rr2
(przypadek b).

257. Oznaczmy objetosc lewej czesci przez VI, poczatkowa
objetosc prawej przezV2, przyrost objetosci przez b.V,
temperatury poczatkowe przez TI iT2' temperatury koncowe
przez T{ i T~, a odpowiednie liczby moli w poszczególnych
czesciach przez nI,n2, n~ i n~. Poniewaz energia wewnetrzna
n moli gazu o temperaturze T jest dana wzoremU = nCvT,
a praca przy przesunieciu tloka - wzoremW = -pb. V, wiec
bilans energii ma postac

nlCvTI + n2CVT2 + Q - pb.V = n~ CvT{ + n~CvT~.

Z równania Clapeyrona mamy

n~ T{ = pVr! R = nI TI' n~T~ = p(V2 + b.V)/ R = n2T2 +pb. V/R.

W wyniku podstawienia otrzymujemy

QR = pb.V(R+ Cv) = Cppb.V.

Równanie to obowiazuje w kazdym z przypadków a)-c), zatem
b.V nie zalezy od tego, która czesc podgrzejemy.
(Bardzo podobne do powyzszego bylo przed trzema laty
zadanie 198.)

_ Zadania
Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 853. Czy istnieje taki ciag{an} liczb naturalnych, ze dla kazdegon liczba
ai + a~ + ... + a~ jest kwadratem liczby naturalnej?
Rozwiazanie na str. 17

M 854. Czy istnieje taki nieskonczony zbiór liczb naturalnych, ze zadna skonczona
suma liczb z tego zbioru nie jest potega liczby naturalnej o wykladniku calkowitym
wiekszym niz l?
Rozwiazanie na str. 17

M 855. Znalezc 11 kolejnych liczb naturalnych, których suma kwadratów jest
kwadratem liczby naturalnej.
Rozwiazanie na str. 11

Przygotowal Konrad BANASZEK

F 481. Automatyczny uklad do napelniania zbiornika sklada sie z plywaka, który
po podniesieniu sie do pewnego poziomu zamyka zawór doprowadzajacy wode.
Zdarza sie, ze tuz przed odcieciem doplywu wody caly uklad wpada w drgania.
Wychyleniu plywaka z polozenia równowagi musi wiec towarzyszyc powstanie pewnej
sily, wymuszajacej jego powrót do polozenia równowagi. Oszacowac czestotliwosc drgan
przy zalozeniu, ze glównym zrodlem tej sily jest sila wyporu dzialajaca na plywak.
Przyjac mase plywaka m= 0,1 kg i pole jego przekroju poprzecznegoS = 100 cm2.
Rozwiazanie na str. 16

F 482. Instalacja naglasniajaca wydaje czasem buczenie, pochodzace z ponownej
rejestracji przez mikrofon dzwieków wyemitowanych przez glosnik. Jaka bedzie typowa
czestotliwosc odglosów, jesli odleglosc miedzy tymi urzadzeniami wynosi1=3 m?
Rozwiazanie na str. 11
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