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N a koniec jeszcze kilka uwag. Trzymajmy sie oznaczenia g( n) = log2 f(2n).

W zadaniu nalezy dowiesc, ze ~n2 < g(n) < tn2. Jest to typowe zagadnienie

estymacyjne. Miedzy prawa i lewa strona jest ogromna przepasc. J ak mozna

poprawic dolne oszacowanie, pokazuje nierównosc (5); zgodnie ze zwyczajami

przyjetymi w badaniach asymptotycznych nie zwracamy juz teraz uwagi na

zaden poczatkowy skonczony odcinek ciagu g( n). Oszacowanie górne (uznane

na wstepie za czesc tezy zaslugujaca na mniej uwagi) takze mozna poprawiac.

Potrafie, na przyklad, pokazac, ze

tn2 - n log2 n + An < g(n) < tn2 - n log2 n + Bn,

gdzie A = log2 e - t, B = log2(3e) - t·
W problemach estymacyjnych nie ma czegos takiego, jak "najlepszy rezultat"

- chyba ze uda sie znalezc dokladny wzór dla wyrazów ciagu; ale wtedy to

juz nie jest zagadnienie estymacyjne. Kazde poprawienie oszacowania, czy

to dolnego, czy górnego, moze byc znaczacym postepem. Bylbym bardzo

zainteresowany wiadomoscia o tym, ze w napisanej wyzej nierównosci podwójnej

da sie zwiekszyc stala A lub zmniejszyc stala B. A jeszcze lepiej, gdyby udalo

sie je zrównac - tak, by "rozwarcie nozyc" zeszlo do poziomu wyrazów rzedu

nizszego niz C . n. Drodzy Czytelnicy: to kolejne "male zadanko"!

Tylko ze przy kazdym z tych przeformulowan tresc zadania staje sie ciezsza,

traci elegancje. I wracamy do tytulu snutych rozwazan (piekne brzydkie).

Co lepsze? Ladna tresc, brzydkie rozwiazanie? Ladne rozwiazanie, brzydka

tresc? Dylemat: cos za cos. Zrecznego wyjscia nie widze. Ale faktem jest,

ze w materiale dla Jury, opracowanym przez nasza komisje, "problem malych n"

zostal zasygnalizowany nie dosc wyraziscie.
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czyli ostatecznie

Rozwiazanie zadania M 863.

Rozpatrzmy ciag {Yn} "sprzezony" do

{xn}, tzn. Yn = (a - bv'd)n. Latwo
sprawdzic, ze wtedy Yn = kn - Inv'd.

Poniewaz !iczby a, b sa dodatnie, wiec

I a - bv'd Imamy -----.;=, < 1 i dlatego ciaga + bvd

(a-bv'd)n.-----.;=, dazy do zera. MamyXn a+bvd
stad

Rozwiazanie zadania M 864.
Mamy

. (2n - 1)2

. (2n?
. _(2_n_-_1_)_(2_n_+_1_)_1_ < _1_ .

(2n)2 2n+1 2n+l

Stad wynika juz, ze !im an = O.

Pozytek z funkcji stalej

Funkcja stala na przedziale ma w nim, jak wiadomo, pochodna stale równa zeru;

co wiecej, funkcja, która ma w przedziale pochodna stale równa zeru, jest w tym

przedziale stala. Czy tak oczywiste fakty moga byc przydatne? Moga.

Zalózmy, ze mamy funkcje f z ~ w ~, wszedzie rózniczkowalna i równa swojej

pochodnej oraz przyjmujaca dla x = O wartosc 1. Wykazemy, ze ta funkcja musi

byc eX. W tym celu obliczmy pochodna funkcji g( x) = f( x) . e-X. Ze wzoru na

pochodna iloczynu otrzymujemy

g' (x) = J'(x) . e-x - f(x) . e-x.

Ale J' = f, wiec g' (x) = O dla kazdego x w ~. Funkcj a g( x) jest wiec stala,

po podstawieniu x = O (pamietamy, ze f(O) = 1) stwierdzamy, ze jej jedyna

wartoscia jest 1, a stad juz widac golym okiem, ze f( x) = eX. Lekkie, latwe

1 przYJemne.

Spróbujmy dalej. Niech f i g beda funkcjami rózniczkowalnymi w ~,

takimi, ze J' = -g, g' = f, f(O) = 1 i g(O) = O. Domyslasz sie, Czytelniku,

o kim mowa? Jesli nie (a nawet jesli tak), zacznij od wykazania, ze funkcja

h( x) = (f( x) - cos X)2 + (g( x) - sin x)2 jest stala. Reszta to juz drobiazg.

Mozna by powiedziec za Archimedesem: dajcie mi funkcje stala, a udowodnie

wszystko!

W.E.
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