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Warunek konieczny i dostateczny:

kin lub klm.

J ego dostatecznosc jest oczywista.

Zalózmy, ze k An i kAm. Oznaczmy

przez rn i rm reszty z dzielenia przez

k liczb n i m odpowiednio. Mozemy

przyjac, ze Tm 2: Tn > O. Ponumerujmy

kolumny tablicy od O do m - l, wiersze

od O do n - l, nastepnie zas przypiszmy

kazdej z klatek reszte z dzielenia

przez k sumy numerów jej kolumny

i wiersza. Niech Pi, i = O, 1, .. , k - 1,

oznacza zbiór wszystkich klatek, którym

przypisana jest reszta i. Nietrudne

rozwazania prowadza do wniosku, ze dla

pewnych i,j zachodzi IPil = IPjl + l.

W tym celu wystarczy ograniczyc sie

do prostokata w prawym dolnym rogu

o rozmiarach rn X rrn i przyjac i =
Tm - l oraz j = Trn. Kazda pojedyncza

operacja zmienia kolor dokladnie

jednej klatki z kazdego ze zbiorów Pi'
Wynika z tego, ze dla kazdego i liczba

operacji jest równa lacznej liczbie

przekolorowan wszystkich klatek ze

zbioru Pi. Klatka zmienia kolor, gdy

liczba jej przekolorowan jest nieparzysta,

z czego i z poprzedniego zdania wynika,

ze liczba operacji potrzebnych do

przekolorowania wszystkich klatek tablicy

ma taka sama parzystosc jak kazda

z liczb IPil. Jest to jednak sprzeczne

z równoscia IPi I = IPj I + l.

Uwaga: Jesli zastapimy prostokaty typu

l X k dowolnymi l X k, to tez bedzie
niezla zabawa.

Teoria liczb w dwudziestym wieku

Wladyslaw NARKIEWICZ

o. Teoria liczb, zajmujaca sie wlasnosciami liczb calkowitych, wymiernych

i ich uogólnien, obfituje w wiele problemów, które dadza sie wprawdzie

prosto sformulowac, ale rozwiazanie których jest zazwyczaj bardzo trudne.

Konczace sie stulecie przynioslo sporo rozwiazan starych zagadnien, z których

najbardziej sensacyjnym bylo znalezienie przez Andrew Wilesa przed kilku laty

dowodu Wielkiego Twierdzenia Fermata, o czym pisala nawet prasa codzienna.

Opiszemy teraz pokrótce kilka tych zagadnien, dokonujac z koniecznosci dosc

subiektywnego ich wyboru.

1. Pierwszym slawnym zagadnieniem rozstrzygnietym w XX wieku byl

problem Waringa, dotyczacy przedstawien liczb naturalnych w postaci sumy

nieujemnych poteg. W 1770 r. matematyk angielski, Edward Waring, napisal

w swej ksiazce Meditationes Algebraicae, ze kazda liczba naturalna jest suma

czterech kwadratów (stwierdzenie to pojawilo sie juz w XVII w, a P. Fermat

twierdzil nawet, ze potrafi je udowodnic), dziewieciu szescianów, dziewietnastu

czwartych poteg itd. Zwykle uwaza sie, ze za slowem itd. kryje sie nastepujace
sformulowanie:

Jesli k 2: 2, to mozna znalezc taka liczbe g(k), ze kazda liczba naturalna da sie

przedstawic jako suma co najwyzej g(k) k-tych poteg liczb naturalnych.

W tej postaci zagadnienie Waringa zostalo rozwiazane w 1909 roku przez

Dawida Hilberta, ale pozostal problem znalezienia najmniejszej wartosci g(k).

Tu nie wszystko jest jeszcze jasne. W XVIII w. J.L. Lagrange udowodnil, ze

g(2) = 4, równosc g(3) = 9 udowodnil w 1909 r. A. Wieferich (choc jego dowód

zawieral pewne luki, pózniej uzupelnione), natomiast równosc g(4) = 19 zostala

udowodniona dopiero w 1986 r. przez R. Balasubramaniana, J.M. Deshouillersa

i F. Dressa. Przypuszcza sie, ze jesli q jest czescia calkowita liczby (3/2)k, to

g(k) = 2k + q - 2. Jest to prawda dla wszystkich dostatecznie duzych k oraz dla

k mniejszych od 471 milionów.

2. Innym problemem, pochodzacym z XVIII w., jest problem Goldbacha,

sformulowany po raz pierwszy w liscie Goldbacha do Eulera w 1742 r. Chodzi

w nim o pokazanie, ze kazda liczba parzysta, wieksza od 2, jest suma dwóch

liczb pierwszych, kazda zas liczba nieparzysta, wieksza od 5, jest suma trzech

liczb pierwszych. Juz w 1855 r. sprawdzono, ze jest tak dla wszystkich liczb

mniejszych od 10000, a za pomoca komputerów powiekszono te granice do
4. 101l.

W 1937 r. LM. Winogradow wykazal, ze kazda dostatecznie duza liczba

nieparzysta jest suma trzech liczb pierwszych, a pózniejsze modyfikacje jego

dowodu doprowadzily do stwierdzenia, ze zachodzi to dla wszystkich liczb

wiekszych od ee9•715• Niestety, liczba ta jest zbyt duza, by sie dalo sprawdzic za

pomoca komputerów, ze dla kazdej mniejszej liczby nieparzystej istnieje zadane

przedstawienie.

Wczesniej, bo w 1919 r., G.H. Hardy i J.E. Littlewood wykazali, ze powyzsze

twierdzenie Winogradowa wynika z tzw. hipotezy Riemanna, gloszacej,

ze nierzeczywiste zera x + iy funkcji dzeta Riemanna spelniaja x = 1/2. Hipoteza

ta jest równowazna nastepujacej wlasnosci, w której nie pojawiaja sie liczby

zespolone: Jesli dla x> O i dowolnego y oznaczymy
00

f(x, y) = 2)_1)n cos(y log n)
n=l nX

oraz

00

g(x,y) = 2)_ltsin(ylogn)
n=l nX'
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. a1a2 m1m2

FE = FG, czylI k0--:;:2 = G-r-2-,

gdzie al, q2 to ladunki, a mI, m2 masy

kulek. Stad

Przyjmijmy, ze dla obu kulek stosunek

liczby elektronów do liczby protonów jest

jednakowy, a wiec

~11 =jf.
Mamy tez, ze

a1 = (Ne - Np)e,

gdzie Ne i Np sa liczbami elektronów

i protonów, a

mI = Npmp + Nnffin + Neme,

gdzie ffip, fin i me sa masami

odpowiednio protonu, neutronu

i elektronu. Przyjmujac, ze

mp ~ mn» me

oraz podstawiajac Np = Nn (w czasteczce

wegla), mamy mI ;:::;;2Npmp. Stad

~ = (Ne - Np)e = !G.mI 2Npmp V k;;

Po podstawieniu danych liczbowych

Ne - Np 2mp jf -18
---- = -- -;:::;;1,8 ·10 .

Np e ko

A wiec dzialanie sily grawitacyjnej moze

zostac zrównowazone wtedy, gdy na jeden

dodatkowy elektron przypada az 5 . 1017

protonów.

to Z f(x, y) = g(x, y) = O wynika x = 1/2. Niestety, nikt nie wie do dzis, czy
hipoteza Riemanna jest prawdziwa.

Przypadek liczb parzystych okazal sie znacznie bardziej skomplikowany. Wiemy

jedynie, ze jesli N2(x) oznacza ilosc liczb parzystych mniejszych od x, które nie

sa sumami dwóch liczb pierwszych, to N2(x)/x dazy do zera przy wzroscie x,

a wiec znakomita wiekszosc liczb parzystych jest zadanej postaci. Ponadto

wiemy (twierdzenie Chena z 1966 r.), ze kazda duza liczba parzysta jest albo
suma dwóch liczb pierwszych, albo suma liczby pierwszej i liczby bedacej

iloczynem dwóch liczb pierwszych.

3. W 1801 r. mlody Gauss postawil problem, dotyczacy teorii form

kwadratowych, który mozna sformulowac w sposób zupelnie elementarny.

Wiaze sie on ze slawnym wielomianem x2 - x + 41, znalezionym przez Eulera.

Wielomian ten ma te wlasnosc, ze jego wartosc jest liczba pierwsza dla 41

kolejnych calkowitych wartosci argumentu x, poczynajac od x = O. Problem

Gaussa jest równowazny nastepujacemu pytaniu:

Czy istnieje liczba m wieksza od 41 o tej wlasnosci, ze wielomian x2 - x + m

przyjmuje dla argumentów x = 0,1,2, ... , m-l wylacznie wartosci bedace

liczbami pierwszymi?

Z rezultatów uzyskanych w latach 1933-34 przez M. Deuringa, L.J. Mordella

i H. Heilbronna wyniknelo, ze takich liczb m moze byc jedynie skonczenie wiele,

a Heilbronn i E. Linfoot wykazali nastepnie, iz moze istniec tylko jedna taka

liczba wieksza od 41. Dopiero w 1967 r. H.M. Stark wykazal, ze takiej liczby

w ogóle nie ma.

4. W 1842 r. E. Catalan w krótkiej notatce stwierdzil, ze liczby 8 = 23 i 9 = 32

tworza jedyna pare kolejnych poteg. Do dzis nie wiemy, czy tak jest w istocie,

ale w 1976 r. R. Tijdeman potrafil dowiesc, ze takich par moze byc tylko

skonczenie wiele. Uzyl w tym celu nowej metody, stworzonej w 1966 r. przez

A. Bakera (która swemu autorowi przyniosla medal Fieldsa), pozwalajacej
na oszacowanie od dolu niezerowych kombinacji liniowych logarytmów liczb

wymiernych. Metoda ta przyczynila sie do istotnego postepu i w innych

zagadnieniach teorii liczb, m.in. do istotnego uproszczenia dowodu twierdzenia

Starka, o którym mówilismy przed chwila.

Inny problem, dotyczacy poteg liczb naturalnych, pochodzi od O. Terquema,

który w 1857 r. stwierdzil bez dowodu, ze iloczyn kolejnych liczb naturalnych

nie moze byc potega. To jest zupelnie latwe w przypadku dwu kolejnych liczb

i niewiele trudniejsze w przypadku trzech, jednakze w pelnej swej ogólnosci

problem ten okazal sie bardzo trudny i zostal rozwiazany dopiero w 1975 r.

przez P. Erdosa i J.L. Selfridge'a. Wczesniej, bo w 1939 r., Erdos i O. Rigge

wykazali niezaleznie, ze iloczyn kolejnych liczb naturalnych nie moze byc

kwadratem. Uzyte tutaj metody sa zawile, ale w pelni elementarne, aczkolwiek

w dowodzie ogólnego przypadku spora prace rachunkowa musial wykonac

komputer.

5. W 1900 r. odbyl sie w Paryzu Miedzynarodowy Kongres Matematyków,

gdzie Dawid Hilbert wyglosil odczyt o problemach, którymi, wedlug niego, beda

zajmowali sie matematycy w dwudziestym wieku. Wsród tych problemów, obok

wspomnianych wyzej problemu Goldbacha i hipotezy Riemanna, pojawilo sie

pare innych zwiazanych z teoria liczb. Omówimy tutaj dwa z nich, które zostaly

w pelni rozstrzygniete.

Pierwszy dotyczy liczb przestepnych. Przypomnijmy, ze liczbe nazywamy

algebraiczna, gdy jest pierwiastkiem pewnego wielomianu o wspólczynnikach

wymiernych, oczywiscie róznego od wielomianu zerowego. Pozostale liczby

nazywaja sie liczbami przestepnymi. W problemie, postawionym przez Hilberta,

chodzilo o wykazanie, ze jesli a jest liczba algebraiczna, rózna od O i 1, a (3 jest

liczba algebraiczna niewymierna, to liczba a{3 jest przestepna. Zadany dowód

zostal znaleziony w 1935 r. niezaleznie przez Aleksandra O. Gelfonda i Theodora
Schneidera.
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Drugi problem dotyczyl rozwiazywania równan diofantycznych, tj. równan

postaci

!(Xl,X2, ... ,Xn) =0,

przy czym !(Xl,"" xn) jest wielomianem o wspólczynnikach calkowitych,

a niewiadomych Xl, X2, ... , Xn szukamy w zbiorze liczb calkowitych. Hilbert

pytal o istnienie algorytmu pozwalajacego w skonczenie wielu krokach sprawdzic,

czy takie równanie ma rozwiazanie, czy tez nie. W 1970 roku Jurij Matijasewicz

udowodnil, ze takiego algorytmu nie ma.

Dwudziesty wiek przyniósl takze wielki postep i w innych zagadnieniach teorii

równan diofantycznych. Chyba najbardziej sensacyjnym okazal sie wspomniany

juz wynik A. Wilesa, który w 1995 r. udowodnil, ze równanie Fermata

xn + yn = zn

nie ma dla n ;:::3 rozwiazan calkowitych, spelniajacych warunek xyz =1= O.

Wczesniej, bo w 1983 r. Gerd Faltings wykazal, ze równanie to moze miec co

najwyzej skonczenie wiele rozwiazan parami wzglednie pierwszych. Wynik

ten to bardzo szczególny przypadek tzw. hipotezy Mordella, która Faltings

wówczas udowodnil, gdzie za co otrzymal medal Fieldsa. Hipoteza ta glosi,

ze jesli r jest krzywa plaska o równaniu F(x, y) = O, gdzie F jest wielomianem

o wspólczynnikach calkowitych, a przy tym jej rodzaj jest wiekszy od 1, to

moze na niej lezec jedynie skonczenie wiele punktów o obu wspólrzednych

wymiernych. Rodzaj krzywej jest pewna liczba calkowita, która w przypadku,

gdy r nie ma punktów osobliwych (tj. takich, w których znikaja obie pochodne

czastkowe wielomianu F), równa jest (n - 1)(n - 2)/2, gdzie n jest stopniem

wielomianu F. W przypadku równania Fermata stosuje sie hipoteze Mordella do

krzywej Xn + yn = 1, której rodzaj jest wiekszy od 1 przy n';::: 4.

Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 937. Prostokatna tablice o rozmiarach n x m, n, m E N, podzielono na

klatki 1 x 1 i pokolorowano na bialo. Dozwolone jest wielokrotne wykonywanie

nastepujacych operacji: zmiana koloru z bialego na czarny lub z czarnego na

bialy wszystkich klatek zawartych w pewnym prostokacie o rozmiarach 1 x klub

k x 1. Kiedy za pomoca skonczonej liczby powyzszych operacji mozna zmienic

kolor wszystkich klatek na czarny?

Rozwiazanie na str. 10

M 938. Dana jest szachownica o rozmiarach n x n, n ;:::3. Dozwolone jest

wielokrotne wykonywanie nastepujacej operacji: zmiana koloru na przeciwny

wszystkich pól nalezacych do jednej z przedstawionych obok czteropolowych

figur na szachownicy. Kiedy za pomoca skonczonej liczby powyzszych operacji
mozna zmienic kolor wszystkich klatek na przeciwny?

Rozwiazanie na str. 6

M 939. Pokratkowana plaszczyzna jest na poczatku cala pokolorowana na

bialo. Dozwolone jest wielokrotne wykonywanie nastepujacej operacji: zmiana

koloru na przeciwny wszystkich pól nalezacych do pewnego kwadratu 3 x 3 lub

4 x 4. Czy za pomoca tych operacji mozna zaczernic klatki pewnego kwadratu

2 x 2 i nie zmienic koloru pozostalych klatek?

Rozwiazanie na str. 7

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 537. Dwie kulki weglowe maja niewielki nadmiar elektronów. Jaki musi

byc stosunek liczby dodatkowych elektronów do liczby protonów, aby sily

elektrostatyczna i grawitacyjna równowazyly sie?

Rozwiazanie na str. 11

F 538. Jakie jest calkowite natezenie pradu z baterii w obwodzie

przedstawionym obok?

Rozwiazanie na str. 14
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